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A  propos  de  ce  livre 

Ceci  est  une  copie  numérique  d'un  ouvrage  conservé  depuis  des  générations  dans  les  rayonnages  d'une  bibliothèque  avant  d'être  numérisé  avec 

précaution  par  Google  dans  le  cadre  d'un  projet  visant  à  permettre  aux  internautes  de  découvrir  l'ensemble  du  patrimoine  littéraire  mondial  en 

ligne. 

Ce  livre  étant  relativement  ancien,  il  n'est  plus  protégé  par  la  loi  sur  les  droits  d'auteur  et  appartient  à  présent  au  domaine  public.  L'expression 

"appartenir  au  domaine  public"  signifie  que  le  livre  en  question  n'a  jamais  été  soumis  aux  droits  d'auteur  ou  que  ses  droits  légaux  sont  arrivés  à 

expiration.  Les  conditions  requises  pour  qu'un  livre  tombe  dans  le  domaine  public  peuvent  varier  d'un  pays  à  l'autre.  Les  livres  libres  de  droit  sont 

autant  de  liens  avec  le  passé.  Ils  sont  les  témoins  de  la  richesse  de  notre  histoire,  de  notre  patrimoine  culturel  et  de  la  connaissance  humaine  et  sont 

trop  souvent  difficilement  accessibles  au  public. 

Les  notes  de  bas  de  page  et  autres  annotations  en  maige  du  texte  présentes  dans  le  volume  original  sont  reprises  dans  ce  fichier,  comme  un  souvenir 

du  long  chemin  parcouru  par  l'ouvrage  depuis  la  maison  d'édition  en  passant  par  la  bibliothèque  pour  finalement  se  retrouver  entre  vos  mains. 

Consignes  d'utilisation 

Google  est  fier  de  travailler  en  partenariat  avec  des  bibliothèques  à  la  numérisation  des  ouvrages  apparienani  au  domaine  public  et  de  les  rendre 
ainsi  accessibles  à  tous.  Ces  livres  sont  en  effet  la  propriété  de  tous  et  de  toutes  et  nous  sommes  tout  simplement  les  gardiens  de  ce  patrimoine. 
Il  s'agit  toutefois  d'un  projet  coûteux.  Par  conséquent  et  en  vue  de  poursuivre  la  diffusion  de  ces  ressources  inépuisables,  nous  avons  pris  les 
dispositions  nécessaires  afin  de  prévenir  les  éventuels  abus  auxquels  pourraient  se  livrer  des  sites  marchands  tiers,  notamment  en  instaurant  des 
contraintes  techniques  relatives  aux  requêtes  automatisées. 
Nous  vous  demandons  également  de: 

+  Ne  pas  utiliser  les  fichiers  à  des  fins  commerciales  Nous  avons  conçu  le  programme  Google  Recherche  de  Livres  à  l'usage  des  particuliers. 
Nous  vous  demandons  donc  d'utiliser  uniquement  ces  fichiers  à  des  fins  personnelles.  Ils  ne  sauraient  en  effet  être  employés  dans  un 
quelconque  but  commercial. 

+  Ne  pas  procéder  à  des  requêtes  automatisées  N'envoyez  aucune  requête  automatisée  quelle  qu'elle  soit  au  système  Google.  Si  vous  effectuez 
des  recherches  concernant  les  logiciels  de  traduction,  la  reconnaissance  optique  de  caractères  ou  tout  autre  domaine  nécessitant  de  disposer 
d'importantes  quantités  de  texte,  n'hésitez  pas  à  nous  contacter  Nous  encourageons  pour  la  réalisation  de  ce  type  de  travaux  l'utilisation  des 
ouvrages  et  documents  appartenant  au  domaine  public  et  serions  heureux  de  vous  être  utile. 

+  Ne  pas  supprimer  l'attribution  Le  filigrane  Google  contenu  dans  chaque  fichier  est  indispensable  pour  informer  les  internautes  de  notre  projet 
et  leur  permettre  d'accéder  à  davantage  de  documents  par  l'intermédiaire  du  Programme  Google  Recherche  de  Livres.  Ne  le  supprimez  en 
aucun  cas. 

+  Rester  dans  la  légalité  Quelle  que  soit  l'utilisation  que  vous  comptez  faire  des  fichiers,  n'oubliez  pas  qu'il  est  de  votre  responsabilité  de 
veiller  à  respecter  la  loi.  Si  un  ouvrage  appartient  au  domaine  public  américain,  n'en  déduisez  pas  pour  autant  qu'il  en  va  de  même  dans 
les  autres  pays.  La  durée  légale  des  droits  d'auteur  d'un  livre  varie  d'un  pays  à  l'autre.  Nous  ne  sommes  donc  pas  en  mesure  de  répertorier 
les  ouvrages  dont  l'utilisation  est  autorisée  et  ceux  dont  elle  ne  l'est  pas.  Ne  croyez  pas  que  le  simple  fait  d'afficher  un  livre  sur  Google 
Recherche  de  Livres  signifie  que  celui-ci  peut  être  utilisé  de  quelque  façon  que  ce  soit  dans  le  monde  entier.  La  condamnation  à  laquelle  vous 
vous  exposeriez  en  cas  de  violation  des  droits  d'auteur  peut  être  sévère. 

A  propos  du  service  Google  Recherche  de  Livres 
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ilVERTISSEKENT. 


Le  Traité  cTAlghbre  (première  partie)  dont  nous  publions  au- 
jourd'hui la  septième  édition,  n'a  subi  aucune  modification» 
Le  texte  en  a  été  revu  avec  soin.:  quelques  amélioratioiis  de 
détail  j  ont  été  introduites. 

Nous  avions  cru  devoir,  dans  les  éditions  précédentes,  faire 
droit  aux  observations  de  quelques  personnes,  qui  trouvaient  trop 
considérables  les  dimensions  du  premier  volume.  Noua  iivions 
donc  supprimé  les  résumés  qui  terminaient  chaque  chapitre. 
Nous  avions  diminué  le  nombre  des  exercices,  en  .mettant  de 
côté  ceux  qui  étaient  les  plus  difficiles,  et  qui  paraissaient  au- 
dessus  de  la  portée  des  commençants.  Enfin  le  chapitre  sur  les 
expressiam.ciui.jeprisenient.sous  une. forme  indéterminée  avait  été 
rayé  :  nous  avions  pensé  qu'il  valait  mieux  ne  s'occuper  de  ces 
sortes  de  questions  qu!aprè&  avoir  étudié  les  propriétés  des  dé- 
rivées. Nous  avions  pu,,  de  cette  manière,  sans,  sacrifier  rien 
d'essentiel,  ramener,  notre  premier  volume  dan&  les  limites  or- 
dinaires.  Nous  avons  maintenu,  pouc  la  présente  édition,,  toutes 
ces  modifications» 

H.  Oarcet: 

Sefifemhre.  18:û 


AVERTISSEMENT 

PLACÉ  EN  TÊTE  DE  LA  TROISIÈME  ÉDITION, 


M.  J.  BfiRTRiLND  nous  a  confié  le  soin  de  réimprimer  son  Al- 
gèbre.  En  acceptant  cette  mission,  nous  lai  avons  soumis  le  plan 
de  quelques  modifications  qu'il  a  admises,  et  dont  nous  allons 
rendre  compte. 

L'ouvrage  se  compose  de  deux  volumes.  Le  premier  comprend 
les  éléments  proprement  dits,  c'est-à-dire,  le  calcul  algébrique, 
la  résolution  des  équations  du  premier  et  du  second  degré,  les 
progressions,  les  logarithmes  et  leurs  applications  les  plus  sim- 
ples. Le  second  comprend  les  séries,  la  formule  du  binôme,  les 
compléments  de  la  théorie  des  logarithmes,  les  fonctions  déri- 
vées et  la  théorie  générale  des  équations. 

Les  éléments  d'Algèbre  doivent  être,  à  notre  avis,  enseignés 
avec  les  plus  grands  détails.  La  matière  est  si  abstraite  en  elle- 
même;  les  généra1isationS|  que  l'on  rencontre  tout  d'abord,  sont 
si  importantes  pour  le  succès  des  études  ultérieures  ;  les  discus- 
sions,  à  l'aide  desquelles  on  envisage  une  question  sous  toutes 
ses  faces,  sont  si  délicates,  qu'on  ne  doit  négliger  aucun  déve- 
loppement, pour  initier  les  élèves  aux  méthodes  et  aux  procédés 
de  Y  Arithmétique  universelle.  Or,  lorsqu'on  ne  consacre  qu'un 
volume  &  l'exposé  de  toutes  les  théories  de  l'Algèbre,  il  est  bien 
difficile  de  ne  pas  sacrifier  la  première  partie  à  la  seconde,  si 
l'on  ne  veut  pas  donner  au  volume  des  dimensions  trop  consi- 
dérables. Il  nous  a  donc  paru  convenable  et  utile  de  partager 
l'ouvrage  en  deux  volumes. 

D'un  autre  côté,  la  division  que  nous  avons  adoptée  cor- 
respond exactement  aux  divisions  mêmes  de  l'enseignement  dans 
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les  lycées.  Le  premier  Yolume  renferme  le  développement  du 
programme  de  mathématiques  pures  et  appliquées,  il  comprend 
toutes  les  connaissances  exigées  pour  l'examen  du  baccalauréat 
es  sciences,  et  pour  les  épreuves  d'admission  à  TËcole  Militaire, 
à  l'école  Navale,  à  l'École  Forestière  et  à  TËcole  Centrale  des 
Arts  et  Manufactures.  Il  s'adresse,  par  conséquent,  à  la  grande 
majorité  des  élèves  qui  suivent  les  cours  de  sciences,  dans  les 
établissements  d'instruction  secondaire.  Le  second  volume  con- 
tient les  matières  dont  la  connaissance  n'est  exigée  que  des 
candidats  à  l'Ecole  Polytechnique,  à  l'École  Normale  supérieure 
et  à  la  licence  es  sciences  mathématiques.  Il  est  destiné  aux 
élèves  de  mathématiques  spéciales.  A  cet  autre  point  de  vue,  la 
division  en  deux  volumes  nous  a  paru  indispensable. 

Nous  n*avons  pas  besoin  de  dire  qu'en  nous  chargeant  de 
cette  troisième  édition,  nous  avons  scrupuleusement  respecté 
les  doctrines  qui  distinguent  ce  livre  des  autres  ouvrages  écrits 
sur  le  même  sujet.  Depuis  longtemps  déjà,  nous  aimons  et  nous 
cherchons  à  propager  les  idées  de  l'auteur.  Nous  n'avons  donc 
rien  cliangè  à  l'esprit  du  livre  ;  et  notre  rôle  s'est  borné  à  déve- 
lopper quelques  théories  qui  s'y  trouvaient,  peut-être,  trop  suc- 
cinctement exposées,  et  que  nous  avons  présentées  avec  plus  de 
détails.  Lorsqu'on  hésite  entre  deux  formes,  l'expérience  de 
l'enseignement  conduit  presque  toujours,  en  effet,  à  préférer 
celle  qui  présume  le  moins  de  la  pénétration  des  auditeurs. 
Nous  avons,  sous  ce  rapport,  traité  nos  lecteurs  comme  nos 
jeunes  élèves.  Ils  nous  le  pardonneront,  si,  comme  eux,  ils  ar- 
rivent par  là,  avec  moins  d'efforts,  à  comprendre  et  à  savoir 
aussi  bien. 

Les  nombreux  exercices^  proposés  à  la  fin  de  chaque  chapitre, 
ont  été  augmentés,  et  classés  de  manière  à  graduer,  autant  que 
possible,  les  difficultés.  Nous  avons  cru  devoir  indiquer,  par 
un  mot,  la  solution  de  chacun  d'eux  ;  nous  avons  même  donné 
très-brièvement  la  marche  à  suivre,  lorsque  cette  solution  nous 
a  paru  trop  difficile  à  découvrir.  Nous  avons  voulu,  par  là, 
aider  l'élève  dans  ses  recherches,  tout  en  laissant  un  aliment 
suffisant  à  son  travail. 


'  ^  T 


i 


Ces  exercices  nnilUpIiés  et  leurs.8o]»iioiiâ:]K>i]BODtier€étde 
donner  au  premier  Yolumâ,  qui  parait  aujourd'httiy  desrdioieD;* 
sions  assez. considérables;  mais  nous  espérons  que  l^lectear 
n'aura  pas  à  se  plaindra  d'une  extension  qui  tourne  aUiprofii  de 
ses  études. 

H.  Gàrcet. 
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NOTIONS  PRELIHINAIRES. 

i.  DirrainoN  de  l'algâbre.  —  L'algèbre  a  pour  objet  (t  abréger  y 
de  simplifier  et  surtout  de  généraliser  la  résolution  des  questions 
que  l'on  peut  se  proposer  sur  les  nombres. 

Pour  atteindre  ce  but,  l'algèbre  emploie  les  lettres  et  les 
signes, 

2.  Emploi  des  lettres. — Les  lettres  représentent  les  nombres. 
Au  lieu  de  raisonner  et  d'opérer,  comme  en  arithmétique,  sur 
des  nombres  particuliers  désignés  d'avance,  on  raisonne  et  on 
opère,  en  algèbre,  sur  des  lettres  a,  6,  c,...  a?,  y....  Par  suite,  les 
démonstrations  que  l'on  donne  et  les  règles  auxquelles  on 
anÎTe,  s'appliquant  à  tous  les  nombres  indistinctement,  sont 
générales. 

3.  SiGziES  ALGÉBRIQUES.  —  Lcs  uombrcs  devant  rester  indéter- 
minés, on  ne  peut  pas  effectuer  les  opérations,  et  il  faut  se  bor* 
ner  à  les  indiquer  à  l'aide  de  certains  signes  abréviatifs. 

Les  signes  usités  en  algèbre  sont  les  suivants  : 

+  est  le  signe  de  l'addition  ;  il  se  prononce  pltis:  7  -f-  ^  indique 

la  somme  des  deux  nombres  7  et  5. 
—  est  le  signe  de  la  soustraction  ;  il  se  prononce  moins:  7  —  5 

indique  la  différence  entre  les  deux  nombres  7  et  5. 
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2  NOTIONS  PRÉLIMINAIRES. 

X  est  le  signe  de  la  multiplication  ;  il  se  prononce  multiplié 
par;  4X5  indique  le  produit  des  deux  nombres  4  et  5.  On  in- 
dique aussi  la  multiplication  par  un  point;  ainsi  Ton  écrit  4.5. 
On  supprime  souvent  ces  signes,  lorsque  les  nombres  sont  repré- 
sentés par  des  lettres  ;  et  Ton  se  borne  &  indiquer  la  multipli- 
cation, en  écrivant  les  facteurs  l'un  après  Tautre,  ab  au  lieu 
deax^,  ou  de  a.b.  Cette  simplification  ne  peut  être  adoptée 
pour  les  facteurs  numériques;  car  elle  conduirait,  par  exemple, 
à  représenter  de  la  même  manière  le  nombre  54  et  le  produit 
5X4. 

:  signifie  divisé  par;  5  :  7  indique  le  quotient  de  la  division 
du  nombre  5  par  le  nombre  7.  On  indique  aussi  les  divisions  en 
écrivant  le  diviseur  au-dessous  du  dividende,  et  en  séparant  les 

5 

deux  termes  par  une  barre  horizontale;  -  indique   le  quotient 

de  la  division  de  5  par  7. 

Lorsque  les  divers  facteurs  d'un  produit  sont  égaux  entre  eux, 
on  se  borne  à  écrire  Tnn  deux,  en  plaçant  à  droite  et  au-dessus 
de  lui  rindication  du  nombre  des  facteurs  égaux  que  Ton  doit 
multiplier  ;  ainsi  a*  représente  a  X  a,  ou  le  carré  de  a;  a'  repré- 
sente aXoXa,  ou  le  cube  de  a;  oT  représente  le  produit  de  m 
facteurs  égaux  à  a,  ou  la  puissance  mT  de  a.  Le  nombre  des 
facteurs  égaiix  reçoit  le  nom  d'exposant. 

v/"  indique  la  racine  carrée  ;  /T"  indique  la  racine  carrée  du 
nombre  7.  On  indique  les  racines  cubique,  quatrième....  de  a, 
par  \/a,  \fa...  En  désignant  par  m  un  nombre  entier  quelconque, 
v/â  indique  la  racine  m"*  de  a,  c'est-à-dire  le  nombre  qui  mul- 
tiplié (m  —  1)  fois  par  lui-même,  reproduit  a. 

=  exprime  l'égalité  des  expressions  placées  à  droite  et  à 
gauche  de  ce  signe  ;  a  =  ft  exprime  l'égalité  des  deux  nombres 
représentés  par  a  et  h. 

>  s'énonce  pluiS  grand  que;  o>6  exprime  que  le  nombre  dé- 
signé par  a  est  plus  grand  que  le  nombre  désigné  par  h. 

<  s'énonce  plus  petit  que;  a<Cb  exprime  que  le  nombre  dé- 
signé par  a  est  plus  petit  que  le  nombre  désigné  par  b. 

Lorsqu'on  place  une  expression  entre  deux  parenthèses,  il 
faut  regarder  comme  effectuées  les  opérations  qui  y  sont  indi- 
quées, et  la  parenthèse  comme  exprimant  le  nombre  qui  en  ré- 
sulte. Ainsi  l'expression  1 9— (4  -f  2— 1)  indique  l'excès  de  1 9  sur 
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le  nombre  (4+2—1),  c'est-à-dire  sur  5.  De  môme  l'expreasion 
(a+6)  (c — d)  indique  le  produit  de  la  somme  des  nombres  re- 
présentés par  a  et  6  et  de  la  différence  des  nombres  représentés 
pareet  d. 

Lorsque,  dans  une  question,  certaines  quantités  ont  été  re- 
présentées par  des  lettres,  on  représente  souvent  des  quantités 
analogues  par  les  mêmes  lettres,  en  leur  donnant  un  ou  plu- 
sieurs occcnto,  ou  en  lesaCfeclant  de  certains  indices  numériques. 

Ainsi  on  écrit  a,  a',  a",  a*, . . . 

et  l'on  énonce  a^  a  prime,  a  seconde,  a  tierce...,; 

ou  bien  Ton  écrit  a,  ai,  a,,  a„. ... 

et  Pou  énonce,  a,  a  indice  1,  a  indice2,  a  indice  3.... 

Montrons  maintenant,  par  quelques  exemples,  comment  rem- 
ploi des  lettres  et  des  signes  abrège  et  généralise  les  solu- 
tions« 

4.  Emploi  des  signes  comme  moyen  D'ABRéviATiON.  —  On 
bropose  de  partager  540'  entre  trois  personnes,  de  telle  sorte  que 
la  part  de  la  première  surpasse  la  part  de  la  seconde  de  48', 
et  que  la  part  de  In  seconde  surpasse  la  part  de  la  troisième 
de  75'. 

Le  problème  serait  résolu,  si  Ton  connaissait  la  troisième 
part.  Or  la  seconde  vaut  la  troisième  augmentée  de  75'. 

La  première,  valant  la  seconde  augmentée  de  48',  vaut, 
par  suite,  la  troisième  augmentée  de  76'  et  de  48',  c'est-à-dire 
de  123'. 

Les  trois  parts  valent  donc,  en  somme,  trois  fois  la  troisième, 
plus  75'  el  123',  c'est-à-dire  plus  198'. 

Comme  la  somme  à  partager  est  540',  en  retranchant  198'  de 
540',  ce  qui  donne  342',  on  obtient  trois  fois  la  troisième  part. 

La  troisième  part  est  donc  le  tiers  de  342',  ou  1 14'. 

Par  suite,  la  seconde,  qui  vaut  75'  de  plus,  est  égale 
à  189'. 

Et  la  première,  qui  vaut  48'  de  plus  que  la  seconde,  est  égale 

à  237'. 

Comme  vériGcation,  on  remarque  que  la  somme  des  trois 
nombres  237, 189  et  114  est  bien  égale  à  540. 
Employons  maintenant  les  signes,  et  représentons  par  une 
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lettre  x  la  part  de  la  troisième  personne  :  nous  formerons  le  ta- 
bleau suivant  : 

Part  de  la  troisième  personne x 

Part  de  la  seconde a;-f-  75 

Part  de  la  première «+75+48,  ou    aî+  123 

Somme  des  trois  parts..  a?+a?+75+a?+l23,  ou  3a?+  198 

On  a  donc. 3â?  +  198==540. 

Si  de  ces  deux  quantités  égales  on  retranche  198,  les  restes 
sont  égaux,  et  l'on  a 

Zx=^  540  —  1 98^     ou  3a?  =  342. 

Parsuite  a?=-r-,    ou    a?=ll4. 

ô 

On  voit  aisément  comment  l'emploi  des  signes  et  de  la  lettre  x, 
pour  représenter  l'inconnue,  abrège  et  facilite  la  solution  du 
problème. 

tt.  Emploi  des  lettres  comme  motende  GÉNÉRAiJSAnoN. — La 
méthode  que  nous  venons  de  donner  ne  nous  fournit  qu'un  ré- 
sultat isolé.  Rien,  dans  ce  résultat»  ne  nous  indique  les  opéra- 
tions &  faire  pçur  déduire  des  données  la  solution  demandée  :  et 
si  nous  voulions  résoudre  le  même  problème,  en  changeant  ces 
données,  il  nous  faudrait  recommencer  le  raisonnement  et  le 
calcul  pour  obtenir  la  solution  nouvelle.  Mais  si  l'on  représente 
les  données  par  des  lettres,  les  calculs  ne  peuvent  plus  s'effectuer; 
et  le  résultat  obtenu  fournit  la  marche  à  suivre  ^pour  résoudre 
numériquement  tous  les  problèmes  de  même  espèce. 

Reprenons,  en  effet,  le  problème  précédent;  et  désignons  par  n 
le  nombre  à  partager,  par  ck  l'excès  de  la  première  partie  sur  la 
seconde,  et  par  d,  l'excès  de  la  seconde  sur  la  troisième.  En  ré- 
pétant sur  ces  lettres  les  raisonnements  du  n*"  4,  nous  formerons 
le  tableau  suivant  : 

Troisième  partie x 

Seconde  partie x-{-dt 

Première  partie a?+d|  +d| 

Somme  des  trois  parties 3ar + 2(i| + di. 
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Puisque,  d'après  renoncé,  n  est  le  nombre  à  partager, 

3a?+2dj  +  di  =  n. 

Soostrayant  di  et  2ds  des  deux  membres, 

3a?=n — di — 2d„ 
et  divisant  par  3, 

^^n-d.-2d.^  [1. 

Ce  résultat  nous  apprend  que,  pour  trouver  la  troisième  part  y  U 
fauty  du  nombre  à  partager^  soustraire  successivement  la  première 
différence  et  deux  fois  la  seconde,  puis  diviser  le  reste  par  3. 

On  a  ainsi  une  règle  générale  pour  résoudre  tous  les  problèmes 
de  cette  espèce,  c'est-à-dire  tous  ceux  dont  l'énoncé  ne  variera 
que  par  la  valeur  numérique  du  nombre  à  partager  et  par  les 
différences  successives  de  ses  parties. 

6.  Formules  algébriques.  —  Les  expressions  telles  que  [Ij 
qui  indiquent  la  série  des  opérations  à  effectuer  pour  résoudre 
une  question,  lorsque  les  nombres  donnés  sont  représentés  par 
des  lettres,  se  nomment  des  formules. 

On  dit  quelquefois  que  l'algèbre  est  la  science  des  formules. 

7.  Utilité  des  formules.  —  L'avantage  qu'il  y  a  à  renfermer 
ainsi,  dans  une  formule  générale,  un  nombre  infini  de  cas  par- 
ticuliers, est  une  chose  évidente  en  elle-même.  Il  n'est  pas  inu- 
tile cependant  de  le  faire  ressortir,  dès  à  présent,  par  quelques 
exemples. 

Ea  premier  lieu,  l'énoncé  des  théorèmes  généraux  se  trouve 
considérablement  abrégé,  et,  par  là,  plus  facile  à  retenir.  Ainsi, 
au  lieu  de  dire  :  La  somme  de  deux  nombres  est  la  même  dans  quel- 
gue  ordre  qu'an  les  ajoute;  le  produit  de  deux  facteurs  m  change 
pas  quand  on  les  intervertit  j  pour  multiplier  deux  puissances  d'un 
mime  nombre,  U  suffit  d^ ajouter  les  exposants;  on  écrira  : 

a-f-6=ô+û,      ab  =  ba,      o*Xfl*=û"***; 

et  pour  quiconque  connaît  la  langue  tilgébrique,  les  théorèmes 
sont  tout  aussi  bien  énoncés  par  ces  formules  que  par  les  trois 
phrases  écrites  plus  haut. 

En  second  lieu,  remploi  des  formules  simplifie  la  démonstra- 
tion des  théorèmes.  En  voici  un  exemple  : 

Un  mobile  se  meut  d'un  mouvement  uniforme;  sa  vitesse,  (fest-à" 
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dire  P  espace  qu'U  parcourt  dans  Punité  de  temps,  est  v  :  qUei  sera 
P espace  x  parcouru  dans  un  temps  t  ? 

D'après  la  définition  du  mouvement  uniforme,  les  espaces  par- 
courus sont  proportionnels  aux  temps  ;  on  a  donc  : 

x_t 

D'où  Ton  conclut,  en  réduisant  au  même  dénominateur, 

a?  =-!?<;  [2} 

c'est  là  la  formule  demandée. 
On  en  déduit  immédiatement  les  deux  nouvelles  formules  ; 


[3]  t)=p  «=..  [4] 

La  formule  [2]  rend  évidents  les  théorèmes  suivants  : 

Dans  unr  mouvement  uniforme,  l'espace  parcouru  pendant  un 
temps  donné  est  proportionnel  à  la  vitesse;  pour  une  vitesse 
donnée,  il  est  proportionnel  au  temps  ;  et,  en  général,  il  est 
égal  au  produit  du  temps  par  la  vitesse. 
'  De  la  formule  [3]  on  déduit  les  théorèmes  suivants  : 

Dans  un  mouvement  uniforme,  la  vitesse  est  proportionnelle 
à  l'espace  parcouru  pendant  un  temps  donné;  elle  est  en  raison 
inverse  du  temps  employé  à  parcourir  un  espace  donné  ;  et,  en 
général,  elle  est  égale  au  rapport  de  l'espace  parcouru  au  temps 
employé  à  le  parcourir. 

Enfin  on  conclut  de  la  formule  [4]  : 

Le  temps  employé  à  parcourir  un  espace  donné  est  inverse- 
ment proportionnel  à  la  vitesse  ;  lorsque  la  vitesse  est  donnée, 
le  tempe  est  proportionnel  à  l'espace  à  parcourir;  et,  en  géné- 
ral, le  temps  est  égal  au  rapport  de  l'espace  parcouru  à  la  vi- 
tesse du  mobile. 

Chacun  de  ces  théorèmes  exigerait  une  démonstration  spéciale 
plus  ou  moins  développée,  si  on  les  abordait  directement  *  ;  les 
formules  [2],  [3],  [4],  les  rendent  évidents  pour  tous  ceux  qui 
connaissent  la  valeur  des  locutions,  grandeurs  proportionnelles 
et  inversement  proportionnelles.  (Voir  YArilhrnétique.). 


*  Galilée,  qai  do  faisait  pas  usage  de  formulés,  y  a  consacré  quatre  pagesw 
(Giema$a  terMa,  deUQtu  xquabilû) 
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GRoas  on  autre  exemple.  On  démontre  en  géométrie  les 
théorèmes  suivants  : 

1*  Deux  circonférences  sont  entre  elles  comme  leurs  rayons  : 

en  d'autres  termes,  il  existe,  entre  une  circonférence  G   et 

son  rayon  R,  un  rapport  constant  2it  ;  on  a,  par  conséquent,,  la 

formule 

C=2icR.  [5] 

2<»  Deux  cerclés  sont  entre  eux  comme  les  carrés  de  leurs 
rayons. 

3*  Un  cercle  a  pour  mesure  le  produit  de  sa  circonférence  par 
la  moitié  de  son  rayon  ;  en  d'autres  termes»  sa  surface  S  est 

mesurée  par  le  produit  C  x  ^  »  ^t  ïon  a 

S  =  CxJ=2irRx5=icR».  [6] 

Or  cette  dernière  formule  rend  évident  le  second  des  théorèmes 
énoncés,  «  la  surface  d'un  cercle  est  proportionnelle  au  carré 
de  son  rayon.  >  On  pourrait  donc  se  dispenser  d'en  faire  un 
théorème  distinct  des  deux  autres  ;  et,  surtout,  on  ne  doit  pas 
en  donner  une  démonstration  directe. 

Si  Ton  se  bornait  à  énoncer  les  théorèmes,  sans  en  réduire  les 
conséquences  en  formules,  cette  dépendance  des  propositions 
ponneil  rester  inaperçue. 

8.  Classification  des  formules.  —  On  nomme  eœpressùni  ou 
quantité  algébrique^  un  ensemble  de  lettres  et  de  nombnes  réunis 
par  quelques-uns  des  signes  des  opérations.  Les  expressions  at« 
gébriques  peuvent  comprendre  Tindication  des  six  opérations  : 
addition,  soustraction,  multiplication,  division,  élévation  aux 
puissances,  extraction  des  racines.  Ainsi 

13a*6(2c+d)v/p" 

a — ^b 

est  une  expression  algébrique. 

Une  expression  est  rationnelle^  quand  aucune  extraction  de 
racine  n'y  est  indiquée.  Des  deux  expressions 

la  première  est  rationnelle,  et  la  seconde  irrationnelle. 


8  NOTIONS  PRÉLIMINAIRES. 

Une  expression  rationnelle,  qui  ne  contient  Tindication  d'au* 
cune  division  est  dite  entière.  Des  deux  expressions 

la  première  est  entière  et  la  seconde  est  fractionnaire. 

Une  expression,  qui  ne  contient  aucune  indication  d'addition 

ou  de  soustraction,  se  nomme  monôme.  Par  exemple,  les  exprès* 

3 
sions  13a'&^c,  -  ^M/»  sont  des  monômes. 

On  distingue  dans  un  monôme  le  coefficient,  les  lettres  et  leurs 

exposants.  Le  coefficient  est  le  facteur  numérique  qui  précède 

Texpression  :   il  porte  sur  la  quantité  tout  entière.  Dans  les 

3 
exemples  cités,  13  et  -sont  des  coefficients  :  ils  indiquent  que 

les  quantités  a'6Vy  et  a;*v  doivent  être  respectivcmentmullipliées 

3 

par  13  et  par  -.  L'exposant  n'afiecte  que  la  lettre  au-dessus  de 

laquelle  il  se  trouve.  Ainsi  l'expression  13a'6^c  est  l'indication 
abrégée  du  produit 

aXaXaX&XtXfrX&XcXlS. 

Quand  un  monôme  n'a  pas  de  coefficient,  quand  une  lettre  n'a 
pas  d'exposant,  on  doit  les  considérer  comme  ayant  le  coeffi- 
cient 1  ou  Texposant  1 . 

Lorsque  plusieurs  monômes  sont  réunis  par  les  signes-}- ou — , 
Texpression  est  un  polynôme,  dont  ils  sont  les  termes.  On  consi- 
dère ordinairement,  comme  faisant  partie  d'un  terme,  le  signe 
qui  le  précède.  Ainsi,  dans  le  polynôme 

les  termes  sont      8a;*,  — 5ar',  -}-6a'a;,  — 4a*. 

Un  terme  qui  n*a  pas  de  signe  est  considéré  comme  ayant  le 
signe-}-.  Les  termes  affectés  du  signe  -|-  sont  Aiis positifs;  les 
termes  précédés  du  signe  —  sont  dits  négatifs. 

Un  polynôme  se  nomme  binôme^  quand  il  a  deux  termes  ;  tri- 
nome,  quand  il  en  a  trois,  et  ainsi  de  suite. 

On  nomme  degré  d'un  monôme  entier,  la  somme  des  expo- 
sants des  lettres  qui  y  entrent.  Ainsi  l'expression  7a*6"c  est  un 
monôme  du  6*  degré. 
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On  dit  qu*un  polynôme  entier  est  homogène^  lorsque  tous  ses 
termes  sont  du  même  degré  :  ce  degré  est  le  degré  d'homogénéité 
du  polynôme.  Ainsi  l'expression  5a?* — 3a6a?"+4ac*a? — 2a*6c  est 
UD  polynôme  homogène  du  4«  degré. 

9.  La  valeur  numérique  d'une  expression  .algébrique  est 
le  nombre  que  l'on  obtient,  quand  on  remplace  les  lettres 
qui  y  entrent  par  les  valeurs  qui  leur  sont  attribuées,  et  qu*on 
effectue  les  opérations  indiquées  par  les  signes.  Réduire  une 
expression  algébrique  en  nombre^  c'est  trouver  sa  valeur  numé- 
rique. 

Il  suit  de  la  définition  précédente,  que  l'on  peut  regarder  la 
valeur  numérique  d'un  polynôme  comme  étant  la  différence 
entre  la  somme  des  valeurs  numériques  des  termes  qui  sont 
précédés  du  signe  -f- ,  et  la  somme  des  valeurs  numériques  des 
termes  qui  sont  précédés  du  signe — . 

S*il  arrivait  que  la  seconde  somme  l'emportât  sur  la  première^ 
le  polynôme  n'aurait  pas  de  signification.  On  verra  bientôt  com- 
ment on  doit  cohsidérer  de  pareils  résultats. 

10.  Termes  semblables  :  leur  réduction.  —  On  dit  que  des 
termes  sont  semblables  dans  un  polynôme,  lorsqu'ils  sont  com- 
posés des  mêmes  lettres,  et  que  ces  lettres  sont  affectées  des 
mêmes  exposants.  Par  exemple,  -{-  15a*6*c, — la^b%  Deux  termes 
semblables  ne  peuvent  différer  que  par  le  coefficient  et  par  le 
signe. 

On  peut  toujours  réduire  des  termes  semblables  en  un  seul. 
£n  effet,  si  l'on  rencontre  dans  un  polynôme  deux  termes  sem- 
blables positifs,  par  exemple,  4- 7a»6  +  9û'6,  on  peut  les  rem- 
placer par  le  terme  unique  4-  16a'6.  Si  les  deux  termes  sont 
n^atifs,  comme  —  7à^b — 9a'6,  on  peut  leur  substituer  le  terme 
—  16a*6.  S'ils  sont  de  signes  contraires,  comme  -f-  9a*&  — 7a*6, 
cette  différence  équivaut  à  -}-  2^'^*  S'il  s'agit  de  l'expression 
-j-  7a*6  —  9a*6 ,  il  est  évident  qu'on  peut  la  remplacer  par  le 
terme  —  2a*  b. 

Ainsi,  pour  réduire  plusieurs  termes  semblables  en  un  seul, 
on  fait  la  somme  des  coefficients  des  termes  précédés  du  signe  -|-, 
puis  la  somme  des  coefficients  des  termes  précédés  du  signe  —  ; 
(m  retranche  ensuite  la  plus  petite  somme  de  la  plus  grande^  et 
ton  met  devant  le  reste  le  signe  de  cette  dernière  somme.  Enfin  on 
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fait  suivre  ce  coefficimi  de  la  partie  lUtiraU  commune  à  tous  les 
termu. 
Par  exemple  le  polynôme 

se  réduil  à  lùaV — Oofr*. 


-.^«..  ..-<•« 


LIVRE  I. 

DU  CALCUL  ALGÉBRIQUE. 


ii.  ExpRsssioifs  éQuiVALEirres.  On  dit  que  deux  expres- 
sions algèbriqnes  sont  équivalentes,  lorsqu'en  y  remplaçant  cha- 
cune des  lettres  qu'elles  renferment  par  une  valeur  particulière, 
choisie  arbitrairement,  elles  prennent  des  valeurs  numériques 
toujours  égales  entre  elles.  Ainsi  les  deux  expressions  (a-f  b)* 
et  a*-|-2ad+6*  sont  équivalentes. 

12.  Opérations  algébriques.  Puisque  toute  quantité  algé- 
hrique  doit  être  considérée  comme  un  nombre,  on  définit  les 
opérations  algébriques  de  la  même  manière  que  celles  qui  portent 
le  même  nom  en  arithmétique.  Mais  les  opérations  algébriques 
se  &isant  sur  des  lettres,  il  est  impossible  de  les  exécuter  jus- 
qu'au bout,  et  Ton  doit  se  borner  à  les  indiquer. 

Aussi  le  calcul  algéinique  consiste^hil  seulement  à  transformer 
une  formule  en  une  autre  plus  simpUy  mais  équivalente. 

Par  exemple,  quand  on  substitue  a^  au  produit  a'xa*,  ou 

a+6  à  Texpression  \^a*+2a6+&*,  on  fait  une  opération  algé- 
brique :  et  l'on  dit  quelquefois  que  Ton  effectue  le  produit  de 
a'  par  a*,  ou  Textraclion  de  la  racine  carrée  de  l'expression 


CHAPITRE  !• 

ADDinOlV  ET  80U8TEAGTION  ALGËDRIQUES. 

$  I.  Addition' et  sottstraotion  des  menomes. 

18.  Ugle  d'additioii  dbs  homohss.  Pour  addUimmrdes  mo^ 
wmeSy  on  Us  écrit  les  wu  à  la  suite  des  autres^  en  les  séparant  par 
le  signe+.  On  forme  ainsi  un  polynôme  qui  est  la  somme  cher- 
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chée  :  s'il  renferme  des  termes  semblables,  on  a  soin  de  les  ré- 
duire en  un  seul  (10). 

Exemple.  La  somme  des  monômes  ka,  3&,  5e ,  2a,  6&,  8e,  est 

4a  +  36  +  5e  +  2a  +  6b  4-  8c , 

et  se  réduit  à  6a  +  9b  +  13e. 

i4.  Règle  de  soustraction  des  monômes.  Pour  soustraire 
d'un  monôme  un  autre  monomCy  on  écrit  le  second  à  la  suite  du 
premier,  en  les  séparant  par  le  signe  — .  On  forme  ainsi  un  bi- 
nôme, qui  est  la  différence  demandée.  Si  les  deux  termes  sont 
semblables,  on  les  réduit  en  un  seul. 

Exemple.  La  différence  des  monômes  \/7a  et  y/zb  est 

\^  —  V^35. 
Celle  des  monômes  Sa^b'e  et  ha*b^c  est 

et  se  réduit  k  3a*&'e. 

Ces  deux  opérations  algébriques  étant  les  plus  simples  de 
toutes,  on  conçoit  qu'il  n'y  a  pas  lieu  de  les  simplifier. 

S  II.  Addition  et  soustraction  des  polynômes. 

18.  Principes  pour  l'addition  et  la  soustraction  des  po- 
lynômes. L'addition  et  la  soustraction  des  polynômes  reposent 
sur  quelques  principes  que  nous  allons  énoncer,  et  qui  sont 
évidents  pour  la  plupart. 

1"*  Une  somme  reste  la  mimey  dans  quelque  ordre  que  Von  ajoute 
ses  diverses  parties.  • 

2*  Un  polynôme  ne  change  pas  de  valeur  numérique^  quel  que 
soit  l'ordre  dans  lequel  on  écrive  ses  termes.  Il  est  égal,  en  effet, 
dans  tous  les  cas,  à  l'excès  de  la  somme  de  ceux  qui  sont  pré- 
cédés du  signe  +  sur  la  somme  de  ceux  qui  sont  précédés  du 
signe  — (9). 

3"  Pour  ajouter  à  un  nombre  la  somme  de  plusieurs  autres,  il 
suffit  de  lui  ajouter  successivement  chacun  deux. 

4*  Pour  ajouter  à  un  nombre  la  diff'érence  de  deux  autres^U  suffît 
de  lui  ajouter  le  premier,  et  de  retrancher  le  second  du  résultat. 

5"  Pour  retrancher  d'un  nombre  la  somme  de  plusieurs  autres,  il 
suffît  den  retrancher  successivement  chacun  deux. 
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6*  Pour  rdrancher  d'un  nombre  a  la  différence  (b — c)  de  deux 
autres f  il  faut  lui  ajouter  le  second  c,  et  retrancher  le  premier  b  du 
résuUat.  En  effet,  la  diSérence  entre  deux  nombres  a  et  (6— c) 
ne  change  pas,  lorsqu'on  ajoute  un  même  nombre  c  à  ses  deux 
termes.  L'excès  de  a  sur  {b — c)  est  donc  le  même  que  celui  de 
(a+e)  sur  b  ;  il  est  donc  (a +c— 6). 

Ces  principes  s'expriment  par  les  formules  suivantes  : 

a+6+c+(l=d+c+6+a;  [1] 

a—  b+c—d-  c+a—b^d;  [2] 

a+[b+c  +d)=o+6+c+(l;  [3] 

o+(6— c)=a  +b—c;  [4] 

a— (6+c)=o  — 6— c;  [5] 

a_(5— c)=a  +<?— 6.  [6]. 
Bt  ils  conduisent  aux  règles  suivantes  : 

16.  Règle  d'addition  des  polynômes.  Pour  ajouter  un  poly- 
mme  à  un  nombre,  il  faut  lui  ajouter  les  termes  précédés  du  signe  +, 
et  retrancher  du  résultat  les  termes  précédés  du  signe  — . 

Soit,  en  effet,  à  ajouter  au  nombre  P  le  polynôme 

c'est-à-dire,  à  effectuer  l'opération 

p-|-(a_6+c— d— e+/)- 
Le  polynôme,  en  vertu  du  second  principe  (i»),  peut  s'écrire  : 

a+c+f^b—d—e^ 
et,  en  vertu  du  cinquième  principe,  il  est  équivalent  à 

{a+c+f)--{b+d+e). 

La  somme  demandée  est  donc  : 

Or,  d'après  le  quatrième  principe,  cette  somme  équivaut  à 

V^ia+c  +  fj-ib-^-d+e), 

00,  d*après  L*  troisième  et  le  cinquième,  à 

P+a+c+Z— 6— d— e. 
(Test  précisément  ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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17.  RÈGLE  DE  SOUSTRACTION  DES  POLYNOBfBS.  PouT  retrancher 
cCun  nombre  un  polynôme,  il  faut  ajouter  à  ce  nombre  les  termes 
qui^  dans  le  polynôme^  sont  précédés  du  signe — »  et  retrancher  les 
autres  du  résultat. 

Soit,  en  effet,  à  retrancher  de  P  le  polynôme 

a — b-^c — d— e+/, 
c'est-à-dire,  à  effectuer  l'opération 

P—{a—b  +  c—d—e+f). 

Le  polynôme,  en  vertu  des  principes  deuxième  et  cinquième  i 

est  égal  à 

{a+c-\-f)^{b+d+ey, 

la  différence  demandée  est  donc  : 

f-{{a+c+f)^ib+d+e)\. 

Or,  d'après  les  principes  sixième,  troisième  et  cinquième, 

V-{{a+c+f)^{b+d  +  e)]  =  V^-{b+d+e)~{a+c+n 

=  P+  b+d+e  —  a^c^f: 

c'est  précisément  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

18.  Remarque.  L'ordre,  dans  lequel  on  écrit  les  termes  d'un 
polynôme,  étant  indifférent  (princ  2*),  on  peut  énoncer  les 
règles  précédentes  en  disant  : 

ÎPour  ajouter  à  un  nombre  P  un  polynoms^  il  faut  écrire  ses  diffé- 
rents termes  à  la  suite  de  P,  en  leur  consei^vant  leurs  signes. 

Pour  retrancher  dun  nombre  P  un  polynôme^  il  faut  écrire  ses 
différents  termes  à  la  suite  de  P,  en  changeant  le  si^ne  de  chaoun 
d^eux.  \ 

On  devra  d'ailleurs,  s'il  y  a  lieu,  réduire  les  termes  semblables 
dans  le  résultat. 

lO.  Exemples  de  ces  deux  opérations.  Dans  la  pratique,  lorsque  les  poly- 
nômes, sur  lesquels  on  opère,  renferment  des  termes  semblables,  on  les  dispose 
les  uns  au-dessous  des  autres,  de  manière  que  les  termes  semblables  soient  dans 
une  même  colonne  verticale  ;  et  Ton  fait  alors  à  la  fois  Topérationet  la  réduction. 

Exemples.  1"  Eiïeciuer  Taddition  : 

(4«» — 5a'x  —  8a»  —  Aax^)  +  (2a»«  -  3»»  +  7tt»)  +  (90^  —  6a»»  +  5«"). 

On  écrit,  en  interTertissant  convenablement  les  termes  : 

4x'  —  kasfi  —  ba^x — 8a» 
— âx»  +2a^JP+.7a» 

et  Vqu  a  :  6x^  -^  9ax»  —  3a»x  +  8e». 
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3*  Effectaer  la  soustraction  : 

(7a?6  — 8a>b'  +  5a<  —  W)  —  (2a« — 4a&»+ 4a»b  -  2b«)- 

On  écrit,  en  changeant  les  signes  des  termes  du  second  polynôme  : 

ba*  +  7a»b  — 8a»6»  -  26* 

— 2o*-"4a^6 -f  4ay  -f  2M 

et  l'on  a  :  30^+  3a'b — Wb*  +  4a&'. 

S  III.  Enoncé  plus  simple  des  résultats  précédents. 

80.  Conventions  qui  introduisent  les  nombres  négatifs 
POUR  simplifier  les  énoncés.  La  forme  des  résultats  précédents 

peut  se  simplifiera  l'aide  d*  une  convention  trës-^ntile  en  algèbre. 
Cette  convention  consiste  à  regarder  tous  les  termes  tant  positifs 
que  négatifs  (8)  tïun  polynôme  comme  ajoutés  les  uns  aux  autres. 
Ainsi,  Von  convient  de  regarder  la  différence  a  —  b  comme  résul- 
tant de  V addition  de  a  avec  ( —  b), 

a— ft=a  +  (-6).  [1] 

L'expression  isolée  (—6),  que  Ton  nomme  un  nombre  né^aii/, 
n'acquiert  pour  cela  aucune  signification;  seulement  on  dit  : 
ajouter  {—h)^  au  lieu  de  dire  :  retrancher]). 

On  convient  de  même  que  retrancher  ( —  b),  signifie  ajouter  b, 

a— (— 6)=a+6.  [2] 

Il  serait  absurde  de  chercher  à  démontrer  les  formules  [1]  et 
[2]  :  les  définitions  ne  se  démontrent  pas.  On  doit  remarquer 
cependant»  que  la  convention  exprimée  par  la  formule  [2]  est 
une  conséquence  toute  naturelle  de  la  première.  En  effet,  si 
Ton  ajoute  { — b)  à  a,  on  obtient,  d'après  la  première  conven- 
tion, l'expression  a— 6  :  si  maintenant  on  retranche  ( — b)  du 
résoltat,  on  a,  d'après  la  seconde  convention,  a — &+^i  ou  sim- 
plement a  :  les  deux  opérations  se  détruisent,  ce  qui  doit  être. 
Hais  si  l'on  ne  faisait  pas  la  seconde  convention,  il  arriverait, 
qu'en  ajoutant  d'abord  à  un  nombre  a,  puis  en  retranchant  du 
résultat  une  même  quantité  {—b)y  on  ne  retrouverait  pas  le 
nombre  a.  Cette  nouvelle  convention  est  donc  nécessaire,  dès 
que  l'on  a  adopté  la  première. 

511.  Règle  générale  u'ADonioN.  Ces  deux  conventions  per- 
mettent de  réduire  la  règle  d'addition  à  l'énoncé  suivant  : 
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■ 

Pour  ajouter  deux  polynômes^  U  faut  ajouter  au  premier  tous 
les  termes  du  second,  quels  que  soient  leurs  signes. 
Soient,  en  efTet,  les  deux  polynômes  : 

a — fr+^i     ^ — ^-bp — y; 
leur  somme  est  (18)  : 

a — 6-l-(î-|-m— n+p — q; 

ce  qui  équivaut,  d'après  nos  conventions,  à 

a— 64.c-fm+(-.n)+p+(--g); 

résultat  conforme  à  l'énoncé. 

22.  Règle  générale  de  soustraction.  Les  mêmes  conven- 
tions permettent  de  réduire  la  règle  de  soustraction  à  l'énoncé 
suivant  : 

Pour  retrancher  un  polynôme  d^une  quantité  quelconque  A,  il 
faut  en  retrancher  successivement  ses  di/férerUs  termes,  quels  que 
soient  leurs  signes. 

Soit,  en  effet,  à  retrancher  de  A  le  polynôme  m — n'-p'\'q  ; 
on  a  vu  (18)  que  la  différence  est  : 

A— m+n-f  p— ?; 
et  ce  résultat,  d'après  nos  conventions,  équivaut  à 

A— m— (-n)— (— p)— gr; 
ce  qui  est  conforme  à  l'énoncé. 

23.  Remarque.  L'introduction  des  nombres  négatifs  permet  ' 
d'énoncer,  avec  plus  de  concision,  des  résultats  auxquels  cette 
forme  nouvelle  n'ajoute  absolument  rien.  Nous  verrons  que  tel 
est  toujours,  en  algèbre,  le  but  de  leur  introduction*. 

24.  Autre  convention.  Si  l'on  considère  une  différence  {a^6), 
et  que  l'on  suppose  b  plus  grand  que  a,  l'opération  est  impos- 
sible ;  on  convient  alors  de  regarder  F  expression  (a— b)  comime  re- 
présentant un  nombre  négatif  égal  à  l'excès  de  h  sur  à. 

a-6=— (6— a);.  [3]  ^ 


*  Les  explications  qui  précèdent  sont  absolument  indispensables;  elles  n*ont 
lien  de  commun  avec  l'emploi  des  nombres  négatifs  pour  représenter  les  gran- 
deurs; nous  ne  parlerons  de  cette  autre  Uiéorie  qu'à  l'occasion  des  problèmes 
du  premier  degré. 


DU  CALCUL  ALGÊBP.IQUE.  17 

Celte  convention  est  loute  naturelle  ;  et,  en  ne  la  faisane  pas,  on 
détruirait  l'analogie  complète  qui  existe  entre  les  opéralions 
relatives  aux  nombres  négatifs  et  positifs.  Désignons,  eu  elTet, 
par  d  l*eicès  de  b  sur  a  :  \ 

a — 6  =  a  —  (a-^-d); 

si  donc  on  applique  la  règle  de  soustraction  (22),  on  aura  : 

a—b=a — (a+d)=:a— a— d  =  — d=— (&— a). 

Nous  prouTons  ainsi,  qu'il  est  naturel  de  faire  la  convention 
en  question;  mais  nous  ne  démontrons  pas  la  formule  [3].  Notre 
raisonnement,  en  effet,  est  fondé  sur  1  application  d'une  règle 
de  soustraction  (22),  qui,  jusqu'ici,  n'a  de  sens  que  pour  des 
soustractions  possibles.  II  est  naturel  et  commode  de  l'étendre 
i  tous  les  cas  ;  mais  cela  n*en  est  pas  moins  arbitraire. 

25.  Génébalisation  de  quelques  résultats.  La  convention 

que  nous  venons  de  faire  permet  de  généraliser  des  résultats 

que  l'on  devrait,  sans  cela,  énoncer  avec  restriction;  on  a,  par 

exemple  (15,  4*)  : 

c+{a — 6)  =  c+a— 6. 

Cette  formule  est  évidente,  lorsque  a  est  plus  grand  que  b. 
Notre  convention  la  rend  vraie  dans  tous  les  cas  ;  car  ai  a  est 
moindre  que  6,  on  a  [24]  : 

(a~6)=-(6-a); 

et  par  suite,  en  appliquant  successivement  la  première  conven- 
tion du  n*  20,  et  le  sixième  principe  du  n""  15, 

c-\'{a-'b)=c  —  (Jb — a)=c-{-a — b 

De  même  la  formule^ 

c— (a— ô)=6+(c— a), 

devient  vraie,  par  suite  de  nos  conventions,  lors  môme  que  c  est 
moindre  que  a.  Car,  en  vertu  de  la  convention  (24), 

a — 6=— (6 — a). 

Donc,  en  appliquant  la  2«  convention  du  n»  20,  puis  les  prin- 
cipes (18,  40  et  2«}, 

c — (a— ^=c+(& — û)=c-[-6  — a=6  +  ^~^- 
Alo.  b.  V*  Partie.  2 
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D*un  autre  côté»  d'après  les  mêmes  conventions^  o  étant  plus 

petit  que  a» 

6-f  (c— a)=6— (a— c)  =  6+^— a; 

donc  c—{a—b)=b+{e—a). 

Si  Ton  représente  une  quantité  négative  isolée  par  une  lettre  m, 
les  formules  d'addition  et  de  soustraction  subsistent  : 

A+(— m)=A— m.  A— (— m)=3:A+m. 
Car  si  l'on  pose  m= — n,  n  étant  positif,  on  a  : 

A— m=A— (--n)  =  A+n»A+(— w), 
et  A+m=A+(— n)=A— n=A— (— m); 

ce  qui  démontre  les  deux  formules. 

26.  Remarque,  Dans  les  questions  d'algèbre»  les  valeurs  nu- 
mériques des  lettres  ne  sont  jamais  fixées  d'avance  ;  et  lors- 
qu'on a  à  faire  une  opération  algébrique,  on  ne  sait  pas  si  la 
mise  en  nombres  ultérieure  n'amènera  pas  des  résultats  aux- 
quels ne  sauraient  s'appliquer  lés  formules,  démontrées  pour 
certains  cas.  Il  est  donc  fort  important  que  les  formules  s'ap- 
pliquent à  tous  les  cas  possibles;  et  Ton  comprend /d'après  cela, 
quelle  est  la  grande  utilité  des  conventions  relatives  aux  nom- 
bres négatif. 

EXERCICES. 

I f 1 

I.  0  A  B 

Deux  courriers  M  et  N  parcourent  la  ligne  OB.  Au  départ,  ils  sont  situés,  l'un 
en  A  et  Tautre  en  B,  à  des  distances  a  et  &  du  point  0  ;  ils  s'éloignent  avec  des 
vitesses  v  etu,  dans  le  sens  OB.  Trouver  des  formules  pour  exprimer,  après 
le  temps  t^  la  distance  x  des  deux  courriers,  et  la  distance  y  du  point  0  au 
milieu  de  la  droite  qui  les  joint. 

On  trouve  :    ap=6  — a-f-(M — «)*,    ou    «^a— 5 +(«— tt)l, 

selon  que  N  est  en  avant  ou  en  arrière  de  M; 

puis  y=-X_+-JL»|. 

II.  Trois  vases  contiennent  des  mélanges  d'eau  et  de  vin  :  le  premier,  a  litres 
4reau,  b  litres  de  vin;  le  deuxième,  a'  litres  d'eau,  b*  litres  devin;  le  troisième, 
o'  litres  d'eau,  b'  litres  de  vin.  On  prend  la  moitié  du  liquide  contenu  dans  le 
premier  vase,  et  on  le  verse  dans  le  deuxième  ;  puis  le  tiers  du  liquide  qui  se 
trouve  alors  contenu  dans  celui-ci,  et  on  le  verse  dans  le  troisième.  Trouver  les 
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fonnnln  qm  Indiquent  la  quantité  d'eau  et  celle  de  vin  contenuef  dans  ebaque 
vase  après  ces  opérations. 
OntrouTe:  Eau.  VUu 

a  b 


^   '— V  V 

^^ -r-'  -3~ 

6a»+2a'+o          ôb'+^f  +  b 
3*^ 6 '        6 

ni.  Deux  vaaes  A  et  A!,  dont  les  capacités  sont  v  et  tf,  sont  pleins,  l'un  d'eau, 
Tautre  de  yin.  A  l'aide  de  deux  mesures  de  môme  capacité,  on  extrait  de  chacun 
d'eux  un  même  volume  u  de  liquide  ;  et  Ton  verse  dans  A  ce  qui  a  été  pris 
dans  A',  et  réciproquement.  On  recommence  trois  fois  cette  opération.  Trouver 
les  formules  qui  expriment  les  quantités  de  vin  et  d*eau  contenues  dans  chacun 
des  vases. 

Pn  trouve  :  pour  le  vase  Â, 

quantité  d'eau  =  ^—j—+^j-^  +  ^-^ +-^jj7, 

quantitédevin  =  ^-^+-^j— j-'  +  ^i-^r-  +  -j^; 
et  pour  le  vase  A', 

quantité  d'eau  =^-^  +-5- j  — jr— +  (— 5— +-p)î» 
quanutédevin  =  (i--^+-j-5;r-  +  (-]^  +  -^J-. 


CHAPITRE  IL 

MULTIPLICATION  ALGÉBRIQUE. 

S7.  La  multiplication  algébrique  comprend  trois  cas:  l*inul- 
jplication  d*un  monôme  par  un  monôme  ;  2*  multiplication 
d'un  polynôme  par  un  monôme,  et  vice  versa;  3®  multiplication 
d'un  polynôme  par  un  polynôme. 

S  I.  Multiplication  des  monômes. 
28.  RÈGLE  DE   MULTIPLICATION  DES   MONOBIES.  Le  produit  de 

deux  monômes  H  et  N  est  le  monôme  MN. 
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Lorsque  les  deux  monômes  sont  entiers,  qu'ils  ont  des  coefG' 
cients  et  qu'ils  renferment  certaines  lettres  communes,  ce  rt'>- 
sultat  peut  se  simplifier,  et  se  nomme  alors  le  produit  effcifué 
des  deux  monômes.  La  simplification  repose  sur  les  deux  pi  lu- 
cipes  suivants,  que  l'on  démontre  en  arithmétique  : 

l''  Le  produit  de  plusieurs  facteurs  est  indépendant  de  l'ordre 
des  opérations. 

î?*  Pour  multiplier  un  produit  de  plusieurs  facteurs  par  un 
autre  produit  de  plusieurs  facteurs,  il  suffit  d'efi'ectuer  le  produit 
de  tous  les  facteurs. 

Cela  posé,  soient  M  =5a*[^'c,  N=7aV(i'. 

Ep.  vertu  du  second  principe, 

et  par  suite,  Mîi=aaaabbbc'X,bX,aaaaacc€dd'x,7  ; 
ou,  en  vertu  du  premier  principe, 

MN = aaaaaaaaabbbccccdd  X  5  X  7. 

Appliquant  de  nouveau  le  second  principe, 

MN  =  aVo*d*x35, 

ou  plus  simplement,    MN=35a*6Vd*. 

La  méthode  est  générale,  et  conduit  à  la  règle  suivante  : 
Pour  faire  te  produit  de  deux  monômes  entiers,  !•  on  fait  le  pro- 
duit de  leurs  coefficients;  2°  on  écrit  à  la  suite ^  une  fois  chacune,  les 
lettres  que  renferment  les  fadeurs;  3»  on  donne  à  chaque  lettre  un 
exposant  égal  à  la  somme  de  ceuoj  dont  cette  lettre  est  affectée  dans 
chaque  facteur.  Si  une  lettre  n'entre  que  dans  l'un  des  facteurs ^  on 
la  met  au  produit  avec  son  exposant, 

20.  Produit  de  plusieurs  monômes.  Ce  qui  précède  suffit 
pour  faire  la  multiplication  d'un  nombre  quelconque  de  mo- 
nômes. On  multipliera,  en  effet,  le  premier  par  le  second,  puis 
le  produit  qui  est  un  monôme  par  le  troisième,  puis  le  nouveau 
produit  par  le  quatrième,  et  ainsi  de  suite.  Ainsi  : 

7a'6»eX5a'6c'  X  8aVd*  X  2a(te= 560a"6Vd*e*. 

Par  suite,  la  puissance  m"»«d'un  monôme  s'obtient  en  formant 
la  puissance  m"»«  du  coefficient,  et  en  multipliant  par  m  tous  les 
exposants.  Ainsi  : 
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S  n.  Multiplication  d'un  polynôme  par  un  monôme. 

80.  RiGLE  DE  MULTiPUCATiON.  Soit  à  multiplier  le  polynôme  • 

P=a— 6-1-c— cl 

par  le  monomie  m  (a,  b,  c,  d,  sont  des  monômes  quelconques).     • 
Nous  distinguons  plusieurs  cas,  pour  plus  de  clarté. 

l"*  m  est  entier.  L'opération  revient  alors  à  faire  l'addition  de 
m  polynômes  égaux  à  P  : 

Pm=(a— ô+c— d)+(a  — 6+c— d)+(a— 6+c— d)-|-...; 

mais,  d'après  la  règle  d'addition  (21),  cette  formule  équivaut  à 

Vm^am^bm-^-cm — dm. 

Ainsi  chaque  terme  du  multiplicande  est  multiplié  par  le  multi- 
plicateur, et  conserve  son  signe. 

S^^m  est  fractionnaire  de  la  forme -(p  étant  entier).  L'opéra- 
tion revient  alors,  comme  on  le  sait,  à  prendre  la  p"'  partie  du 
multiplicande;  et  le  résultat  est  : 

n       a     b  .  c     d^ 
Pm= ; 

P     P    P    P 

car  c'est  bien  là  l'expression  qui,  multipliée  par  p,  d'après  la 
règle  (1«),  reproduit  le  multiplicande  (a — 6-j-c  —  d). 
D'ailleurs  cette  formule  peut  s'écrire  : 

Pm=aX~frX^+cX~dX^' 
P  P  P  P 

oa  Pm=am— 6m-fcwi — dm, 

comme  dans  le  premier  cas.  " 

5^  m  est  fractionnaire  de  la  forme  -•  Pour  efTectuer  le  pro- 

duit,  il  faut,  dans  ce  cas,  répéter  p  fois  la  g**  partie  du  multipli* 
caode.  Or,  d'après  le  second  cas,  le  multiplicande  divisé  par  g 
devient  : 
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et  le  produit  de  ce  résultat  par  p  est  : 

q        Q         Q 

car  multiplier  par  p  la  g^  partie  d'un  nombre,  c'est  multiplier 

N, 

ce  nombre  par -•  Donc,  dans  ce  cas,  le  produit  est  encore  : 

Vm=am — 6m-f-cm — dm. 

Ainsi,  dans  tous  les  cas,  pour  multiplier  un  polynôme  par  un 
monôme^  on  multiplie  séparément  par  le  monoms  chaque  terme  du 
polynôme j  en  lui  conservant  le  signe  qu'il  avait  primitivement. 

Comme  on  peut  intervertir  Tordre  des  facteurs,  qui  représen- 
tent toujours  des  nombres  (28),  la  même  règle  permettra  de 
multiplier  un  monôme  par  un  polynôme;  Ainsi  les  produits 

(3a*d — 5a»6* + 6aW—  46»c)  X  5a6S 
Ôa6*  X  (3a*6—  5a»fr»+  6a6c»  — 46»c), 

sont  équivalents  à  I5a'6'— 25a*6*+30a'feV— 20a6*(?. 

51.  Mettre  un  monôme  en  facteur.  La  formule  que  nous  ve- 
nons de  démontrer, 

(a — ô-j-c — d)m=zam — bm-^cm — dm 

prouve  que,  si  les  termes  d'un  polynôme  {am — frm+cm— dm) 
renferment  un  facteur  commun  m,  on  peut  le  supprimer  dans 
chacun  d'eux,  ce  qui  donne  l'expression  (a — 6+c — d),  et 
multiplier  le  résultat  partn,  c'est-à-dire  écrire  (a— t-f-c— d)m. 
C'est  ce  qu'on  appelle  mettre  un  monôme  en  facteur.  Ainsi  les 
termes  du  polynôme  12a'ic*—8a'a?*4-16û'^  contiennent  ka^a^ 
comme  facteur  commun.  On  peut  donc  écrire 

12a»x*— 8aV+16aV=(3aa;«— 2a^+4a?»)  X  4aW. 

S III.  Multiplication  d*un  polynôme  par  un  polynôme. 

32.  Cas  ou  les  deux  polynômes  ne  contiennent  que  des 
TERMES  SÉPARÉS  PAR  L^  SIGNE  -|-.  Soit  à  multipliCr  Ic  polyuome 
P=a+&+c  par  le  polynôme  Q=p+g+r;a,  &,  c,  p,  g,  r  dé- 
signant des  nombres  quelconques,  qui  peuvent  eux-mêmes  être 
représentés  par  des  expressions  algébriques  plus  ou  moins  corn* 
pliquées.  On  a,  d*après  la  règle  du  n""  30  : 

PQ=P(p+g+r)=Pp+Pg+Pr, 
ou         PQ=:(a+6+c)p+(a+6+c)g+(a+6-|-c)r. 
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Appkquant  encore  la  règle  (50)  à  chacun  des  prodnils,  on  a  : 

fQ  =  ap'{'bp-\'Cp+Qq+hq+cq-{'ar-\'  br'\-.erf 

résultat  qu'on  peut  énoncer  ainsi  : 

U  produit  de  deux  polynômes j  dont  ks  termes  sont  positifs^  est  un 
pohfnome  égal  à  la  somme  des  produits  qu'on  obtient  en  muUipliani 
tous  les  termes  du  premier  par  chacun  des  termes  du  second, 

3S.  Ga8  ou  les  DBIJZ   POLYNOMES    CONTIENNENT   DES   TERMES 

PRÉCÉDÉS  DU  SIGNE  — •  On  pcut  toujours  former  un  groupe  de 
Tensemble  des  termes  qui,  dans  le  multiplicande,  sont  précédés 
du  signe  +,  et  un  autre  groupe  de  Tensemble  des  termes  qui 
sont  précédés  du  signe  —  (IS,  S*).  Nommons  ces  deux  groupes 
A  et  B.  Désignons  par  G  et  D  les  sommes  analogues  dans  le  muU 
tiplicateur.  Les  deux  facteurs  sont  alors  : 

P  =  A— B,    0=0— D. 

On  a,  en  appliquant  la  règle  (30)  : 

PQ  =  P(C— D)  =  PC— PD  =  (A— B)C  — (A— B)D- 

Appliquant  la  même  règle  à  chacun  des  produits  partiels,  on  a  : 

PQ = (AC  —  BC)  —  (AD— BD), 

ou,  d*après  la  règle  de  soustraction  des  polynômes  (2S), 

PQ  =  AC  — BC— AD  +  BD. 

D'ailleurs  AG,  BG,  AD,  BD,  sont  des  produits  de  polynômes  à 
termes  positifs  :  on  les  effectuera  d*après  la  règle  du  n""  32  ;  puis 
on  fera  les  additions  et  les  soustractions  indiquées  par  les  signes 
Od  obtiendra  ainsi  un  polynôme  unique,  qui  sera  le  produit 
demandé.  Le  produit  de  deux  polynômes  peut  donc  toujours 
être  remplacé  par  un  polynôme  unique,  que  Ton  nomme  sou- 
vent leur  produit  effectué. 

34.  Règle  de  uultipucation  de  deux  polynômes.  Si  Ton  exa- 
mine  comment  le  produit  PQ  est  composé  avec  les  termes  qui 
entrent  dans  les  deux  facteurs,  on  remarque  d'abord  qu'il  con- 
tient les  produits  de  chacun  des  termes  du  multiplicande  par 
chacun  des  termes  du  multiplicateur.  Quant  aux  signes  qu'il 
faut  donner  à  chaque  terme  du  produit,  on  voit  que  tous  les 
termes  du  produit  partiel  AG  ont  le  signe  -{-»  ^t  qu'ils  sont  four- 
nis par  des  termes  qui  ont  le  signe  -|-  dans  les  deux  facteurs  ; 
que,  de  même,  tous  les  termes  du  produit  BD  ont  le  signe  -f, 
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mais  qu'ils  sont  fournis  par  des  ternies  qui  ont  le  signe  —  dans 
les  deux  facteurs  ;  qu'au  contraire,  les  termes  des  deux  produits 
BG  et  AD  sont  précédés  du  signe  — ,  et  qu'ils  sont  fournis  par 
des  termes  qui  ont  des  signes  différents  dans  les  deux  facteurs. 

On  conclut  de  là  la  règle  suivante  : 

Pour  multiplier  un  polynôme  par  un  autre^  on  multiplie  chacun 
des  termes  du  multiplicande  par  chacun  des  termes  du  miUtiplica- 
leur;  on  affecte  du  signe -{-chacun  des  termss  qui,  dans  le  produit ^ 
provimnent  de  la  multiplication  de  deux  termes  affectés  tous  deux  du 
signe  +,  ou  tou5  dey>x  du  signe  —  ;  et  Von  affecte  du  signe  —  chacun 
de  ceux  qui  proviennent  de  la  multiplication  de  deux  termes  affectés 
de  signes  différents.  Puis  on  opère^  s'il  y  a  lieu,  la  réduction  des 
termes  semblables. 

Cette  règle  des  signes  se  traduit  par  le  tableau  suivant  : 

—  oX+ft=— 0^, 
4-aX  — 6  =  — aft, 

—  ox— &  =  -^'i^. 

55.  MAinÈRB  PLUS  SIMPLE  D'ÉNONCER  LES  RÉSULTATS  PRÉCÉ- 
DENTS. L'énoncé  de  la  règle  précédente  se  simplifie^  si  l'on  consi- 
dère,  ainsi  que  nous  Tavons  déjà  fait  (20),  les  termes  qui  sont  pré- 
cédés du  signe  — ,  comme  des  nombres  négatifs  ajoutés  aux  termes 
précédents,  et  si  l'on  adopte,  en  outre,  les  définitions  suivantes  : 

Le  produit  (Pun  nombre  négatif  ( —  a)  par  un  nombre  positif 
b,  e5(— (axb). 

(~a)(6)  =  -(ax6).  [1] 

Le  produit  de  deux  nombres  négatifs  ( — a)  et  (—6)  est  a  X  b. 

(_a)(-6)  =  û6.  [2] 

D'après  ces  conventions^  la  règle  de  multiplication  peut  s'énon- 
cer en  disant  :  kproduit  de  deux  polynômes  s'obtient  en  multipliant 
chacun  des  termes  du  multiplicande  par  chacun  des  termes  du  mul- 
tipliccdeur,  et  en  ajoutant  les  résultats  obtetiv^. 

En  effet,  soit,  pai  exemple,  à  multiplier  (a -6)  par  (c— d); 
lé  produit  est  (34)  : 

ac—bc^ad+bdf 

ou,  d'après  nos  conventions, 

ac+(-  b)  c+{^d)a+{-b)  (~d); 
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re  qoi  est  bien  la  somme  des  produits  obtenus  en  multipliant 
chacuD  des  termes  a  et  —  6  du  multiplicande  par  chacun  des 
termes  c  et  — d  du  multiplicateur. 

50.  Remakqxte  I.  Il  n'y  a  pas  lieu  de  chercher  à  démontrer 
les  formules 

[1]  (-a)  (6)    =-aft,    (-a)(-6)  =  a6;  [2] 

elles  expriment  des  définitions.  Ces  définitions  permettent  de  ren- 
fermer sous  un  seul  énoncé  les  différents  cas  quHl  fallait  distinguer 
dans  la  règle  de  multiplication  des  polynômes, 

37.  Remarque  II.  On  a  vu  (55),  qu*e 

PQ,  ou  (A— B)  (G— D)  =AC-BC-AD+BD.       [3] 

La  démonstration  supposait  que  A  et  G  étaient  respectivement 
plus  grands  que  B  et  D;  les  conventions,  que  nous  venons  de 
faire,  rendent  cette  formule  vraie,  dans  tous  les  cas. 

Supposons,  en  effet,  que  Tun  des  facteurs  soit  négatif;  que 
ToQ  ait,  par  exemple  : 

A<B,    G>D. 

A— B  étant  négatif  et  égal  (24)  à— (B— A),  on  a,  d'après  la 
première  convention  (58)  : 

PQ,  ou  (A— B)  (G— D)=— (B— A)  (G-D), 

Effectuant  le  produit  d'après  la  règle  (54),  on  a  : 

PQ=:— (BG-AG>-BD+AD), 

ou,  d'après  la  convention  du  n""  24  : 

PQ=— BG+ AG+BD— AD  ; 

ce  qui  coïncide,  à  l'ordre  des  termes  près,   avec  la  for- 
mule [3]. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  les  deux  difTérences  A — B  et 
C— D  soient  négatives;  leur  produit  sera  (SiS)  le  même  que  si 
elles  étaient  prises  positivement,  et  l'on  aura  : 

■pQ,ou(A— B)(G— D)  =  (B— A)  (D-.C)=BD— AD— BC  +  AG  ; 
ce  qui  est  encore  conforme  à  la  formule  [3]. 

58.  Remarque  III.  Nous  seprésenter dus  dorénavant  un  poly 
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nome  quelconque,  quels  que  soient  les  signes  de  ses  tennee,  par 
une  expression  de  la  forme 

a,  b,  c,  p^  q^  r  désignant  des  nombres  positifs  ou  négatiiis. 
Par  exemple,  la  formule 

qui  résulte  immédiatement  de  la  règle  de  multiplication,  est 
vraie,  par  cela  même,  quels  que  soient  les  signes  des  quantités 
désignées  par  a  et  b.  On  peut  donc  supposer  que  b  y  représente 
un  nombre  négatif  (—6').  Cette  formule  devient  alors: 

ou,  en  appliquant  les  conventions  (5ë), 

{ù'-by^à'-^^ab'+VK 

Les  formules  qui  donnent  le  carré  d'une  somme  et  celui  d'une 
difTérence  se  trouvent  ainsi  ramenées  à  une  seule. 
De  même  la  formule 

(a+  by=cf+3a*b+ 3a6'+6*, 

que  Ton  obtient  en  multipliant  les  deux  membres  de  la  précé- 
dente par  (a+^},  devient,  dans  les  mêmes  circonstances, 

(a — by  =  a» — 3a*y  +  3a6'«  —  6'»  ; 

de  sorte  que  les  formules  qui  donnent  le  cube  d'une  somme  et 
celui  d'une  différence  sont  aussi  ramenées  à  une  seule. 

50.  Remarque  JY.  Les  formules 

[1]  {-a)b=-ab,        {-a)(^b)^ab,  [2] 

expriment  des  conventions  faites  en  supposant  que  a  et  6  sont 
des  nombres  positifs  ;  mais  il  est  facile  fie  voir  que,  par  suite 
des  mêmes  conventions,  ces  formules  ne  cessent  pas  d*avoir 
lieu,  lors  même  que  a  et  &  désignent  des  nombres  négatifs. 

La  première  formule  peut,  en  effet,  s'énoncer  de  la  manière 
suivante  : 

Siy  dans  un  produîtf  on  change  le  signe  de  l'un  des  facteurs^  le 
produit  change  de  signe  sans  changer  de  valeur. 

Et  la  seconde  formule  peut  s'énoncer  en  disant  : 

Siy  dans  un  produit,  on  change  les  signes  des  deux  facteurs,  U 
produit  ne  change  ni  de  signe  ni  de  valeur. 
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Or,  nos  conventions  rendent  ces  deux  propositions  éviden- 
tes. Car  considérons  un  produit  ab  de  deux  facteurs  quelcon- 
ques; si  ces  deux  facteurs  sont  de  même  signe,  leur  produit 
est  positif  (5S)  ;  en  changeant  le  signe  de  l'un  d'eux,  ils  de- 
viennent de  signes  différents,  et  leur  produit  est  négatif.  C'est 
l'inTerse,  si  les  deux  facteurs  primitifs  sont  de  signes  con- 
traires. 

40.  Remarque  Y.  Lorsque,  dans  un  produit  de  plusieurs 
facteurs j  quelques-uns  sont  négatifs,  le  produit  se  définit 
comme  en  arithmétique  :  c'est  le  résultat  obtenu  en  multi- 
pliant le  premier  facteur  par  le  second,  puis  le  produit  effectué 
par  le  troisième  facteur,  puis  le  résultat  par  le  quatrième,  et 
ainsi  de  suite. 

II  suit  de  là,  que  le  produit  aura  même  valeur  absolue  que  si  tous 
les  facteurs  étaient  regardés  comme  positifs.  Il  sera  précédé  du 
signe  -f- ,  n  (e  nombre  des  facteurs  négatifs  est  pair^  et  du  signe  — , 
si  ce  nombre  est  impair. 

Pour  le  démontrer,  remarquons  que  l'on  peut  toujours  intro- 
duire-^ 1  comme  premier  facteur.  Dans  les  multiplications  suc- 
cessives que  l'on  aura  à  effectuer  pour  former  le  produit,  le  signe 
qui,  d'après  cela,  est  d'abord  +i  changera  autant  de  fois  qu'il 
y  a  de  facteurs  négatifs;  et  comme  deux  changements  con^é* 
cutifs  ramènent  le  signe  -|- ,  il  est  évident  que  le  signe  sera 
+  si  le  nombre  des  changements  est  pair,  et  —  d^ns  le  cas 
contraire. 

n  résulte  évidemment  de  ce  qui  précède,  que  les  puissances 
paires  d'un  nombre  négatif  sont  positives,  et  que  le^  puissance» 
impaires  sont  négatives. 

4i .  Définition  de  la  division,  -  quand  le  dividende  et  le 
DIVISEUR  NE  SONT  PAS  TOUS  DEUX  POSITIFS.  Si  Voïï  uomme  guo- 
tiera  de  deux  nombres  A  et  B,  un  troisième  nombre  qui,  mul- 
tiplié par  le  diviseur  B,  reproduit  le  dividende  A,  il  résulte  des 
conventions  précédentes,  que  la  valeur  absolue  du  quotient  de  deux 
nombres  ne  dépend  pas  de  leurs  signes^  et  que  ce  quotient  est  positif 
n  le  dividende  et  k  diviseur  ont  k  même  signe,  et  négatif  dans  le 
cas  contraire.  , 

En  eflfet,  si  le  dividende  est  positif,  le  quotient  doit  avoir  le 
même  signe  que  le  diviseur  ;  et  si  le  dividende  est  négatif,  le 
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quotient  doit  avoir  un  signe  contraire  à  celui  du  diviseur  (34). 
Cette  règle  des  signes  est  consignée  dans  le  tableau  suivant  : 

+  a:+6  =  +  |, 

42.  Multiplication  d'un  nombre  quelconque  de  polynômes. 
Pour  faire  le  produit  d'un  nombre  quelconque  de  polynômes^  il  favX 
d'abord  multiplier  le  premier  par  le  second^  puis  le  résultat  par  le 
troisième^  et  ainsi  de  suite.  Le  produit  effectué  de  deux  polynômes 
étant  toujours  un  polynôme^  il  suffira,  quel  que  soit  le  nombre 
des  facteurs,  de  savoir  multiplier  deux  polynômes  Tun  par 
l'autre  (34). 

Soient  Pi,  Pt,  P|,  P4  les  différents  polynômes  dont  on  veut 
former  le  produit;  en  multipliant  Pi  par  Pi,  on  obtiendra  un 
produit  Qi,  dont  les  termes  sont  (58)  les  produits  de  tous  les 
termes  de  Pi  par  tous  ceux  de  Pj;  on  multipliera  d  par  P,,  et 
on  obtiendra  un  produit  d,  qui  sera  la  somme  des  produits  de 
tous  les  termes  de  Qi  par  tous  ceux  de  Ps,  c'est-à-dire  la  somme 
de  tous  les  produits  de  trois  facteurs  obtenus,  en  prenant  un 
facteur  parmi  les  termes  de  Pi,  un  parmi  les  termes  de  Pt,  et  un 
enfin  parmi  les  termes  de  P|.  On  multipliera  ensuite  Qt  par  P4. 
Le  résultat  Q9  de  cette  multiplication  sera  la  somme  des  pro- 
duits des  termes  de  Qs  par  ceux  de  P4,  c'est-à-dire  la  somme  de 
tous  les  produits  de  quatre  facteurs  pris  respectivement  dans 
les  polynômes  Pi,  Pj,  Ps,  P4.  Ou  pourra  continuer  indéfini- 
ment le  raisonnement;  et  l'on  verra  que  le  produit  des  polynômes 
Pi»  Pt,  P|»...  Pni  ^st  la  somme  de  tous  les  produits  de  n  facteurs 
formés  avec  un  terme  de  P„  un  terme  de  Pi,  un  terme  de  Pa,...  et 
un  tei^me  de  P„. 

S  IV.  Produit  des  polynômes  ordonnés. 

45.  Ce  que  c'est  qu'ordonner  un  polynôme.  Ordonner  un 
polynôme  par  rapport  à  une  lettre,  c'est  disposer  ses  termes  dans 
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un  ordre  tel,  qu*en  les  considérant  depuis  le  premier  jusqu'au 
dernier,  les  exposants  de  cette  lettre  aillent  tous  en  diminuant, 
ou  tous  en  augmentant.  Ainsi 

8a;»+3a;*+2a;»— a?*— 1  la?-f  1 

€St  un  polynôme  ordonné  par  rapport  aux  puissances  décrois- 
sarues  de  la  lettre  a;  ;  et  le  polynôme 

est  ordonné  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  la  lettre  6, 
et  aussi  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  la  lettre  a. 

Un  polynôme  est  complet^  lorsqu'il  contient  la  lettre  ordonna- 
tricek  tous  les  degrés,  à  partir  du  degré  le  plus  élevé.  Le  pre- 
mier des  deux  polynômes  précédents  est  complet;  le  second  est 
incomplet,  car  le  terme  en  a'b*  manque.  Un  polynôme  complet 
renferme  autant  de  termes,  plus  un,  qu'il  y  a  d'unités  dans  l'ex- 
posant de  la  lettre  ordonnatrice  :  car  il  contient  un  terme  indé- 
pendant de  la  lettre  ordonnatrice,  ou  de  degré  zéro. 

Lorsque  plusieurs  termes  du  polynôme  contiennent  la  lettre 
ordonnatrice  avec  le  même  exposant,  on  réunit  tous  ces  termes 
en  un  seul,  en  mettant  en  facteur  (51)  la  puissance  de  cette  lettre; 
et  l'on  regarde  le  multiplicateur  polynôme  que  Ton  obtient  ainsi, 
comme  le  coefficient  de  cette  puissance.  On  place  d'ailleurs  ce 
coefficient  dans  une  parenthèse,  ou  bien  on  le  dispose  en  colonne 
verticale  à  gauche  de  la  puissance. 

Exemple.  Le  polynôme 

eV-2adx» + &»*»  +  2ahi*  —  kb^x* — a**»  -  a^b^i^  +  b*x*  +  Za^hW  -  aat*x» 

i*écrira 

(a»-2ab  +  6»)  «»+  (2a»— 45»)  *«—  (a«+aV  — 6*)  «»+  (3a»6*  — 2a6«)«», 

on  bien 

«»  +  3a'&»  1  «» 

—  2o5« 


a» 

«»  +  2a» 

«<— a* 

— 2a& 

—  46» 

— oV 

+  5» 

+  6* 

La  barre  yerticale  sépare  ainsi  de  son  coefficient  chaque  puissance  de  la  lettro 
ordonnatrice. 

44.  ExEUPLES  DE  MULTn'LiCATiONS  ORDONNÉES.  Dans  la  pra- 
tique, on  ordonne  les  deux  facteurs  par  rapporta  la  même  lettre, 
s'ils  ont  une  lettre  commune;  et  l'on  place  le  multiplicateur  sous 
le  multiplicande,  comme  en  arithmétique.  Les  produits  partiels 
du  multiplicande  par  chaque  terme  du  multiplicateur  sont  alors 
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ordonnés  par  rapport  à  la  môme  lettre;  et  l'on  peut  facilement 
placer  les  termes  semblables  les  uns  sous  les  autres,  et  en  opérer 
ensuite  la  réduction. 

Exemple  I.  Les  deux  polynoxpes  sont  complets. 

Multiplicande....  3«<—  50**—  4a»«*+  7a»«  —  2«* 
Multiplicateur....  2a;*—  5ax«—  3a?«  +  4a* 


Produits  f     2x»  6«'--10at«—  8a*«*+ 14<»*a:*  — 4a<«» 

du       )  — 5a«»      — 15a««-f  25a»x»+20a*x*  — 35a<x»  +  10a*flB» 
multiplie**  j—3a'«  —  9o»x»+15û*«< +  12aV— 21o*a?»+  6a!*x 

par      N+4«*  +12<i»r*— 20a««»— 16aV+28(i«jp— ^rt» 

Produit  simplifié.  6x^ — 26aa^  +  Sa'**  +  61  a'x*  —  47a<x>  —  no>x-  +  34a«j;  —  8a' 

EXEMPLB  II.  Les  polynômes  sont  incomplets.  On  laisse  des  intervalles  vides , 
pour  pouvoir  placer  les  termes  semblables  les  uns  sous  les  autres. 

Multiplicande 5a*— 3o<&— 2a»b»+b» 

Multiplicateur.. . .    3a>— 5a6»+2b» 

Produits  f    3a\.    15a»— 9a'5  —  6a*5*  +  3a*5» 

muUiplic**!— 5<»^  -25a«6»+15a*5»  +10a»b»  -5a&» 

par       |+2b«.  +10a»b»-6a<6*  — 4a»b«  +2&» 

Produit  simplifié.    15a»— 9a'b— 25a«&»+19o»6>— 6a<6»+13o»&»— 4a»6«-5a&'+2b» 
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ExiHFLB  m.  Les  polynômes  ont  des  coefficients  polynômes. 


tnltiplicuide 


i+V 


M nltipliatèur. .  <  —  b 


af»-f2a» 

«•— o« 

—46» 

— dV 

+b* 

«»+a» 

X  -Hl* 

— ob 

+6» 

—5' 

Cf^. 


-6aP. 


— 2o»b 
— o»b 
— &» 


Ma»», 


•M 

c 

(8 


— ok».... 


s  l-y*, 


«*+2a< 
— 4a6« 

— 2o»6 
+4>* 

+  a^ 
— 2a»6 
+  aV 
— a'b 
+2a*b» 
— ob» 

+2a5» 
—M 


— aV 


—  a'b» 

+  ttb* 
+a«b 

+a»b» 
-b* 
+  2a* 
— 4a'b» 

— 2a«b 
+4ab* 

—  2a'b> 
+  4b» 

— o^ 

+  2o<b 

+  a'b* 
— 2ab< 
+  b* 


aj'+3a»b» 
-2o»b* 

— Sa^b* 
+2ab» 

—o» 

—  a«b» 
4-o«b« 
+a'b 
+  fl3b> 
-•ah^ 
+  a'l^ 
+  a'b* 
-b« 
— 2a« 
+  4a»b^ 

+  2a»b» 

—  4b« 


'•X 


+  3a*b^ 

—  2a»b* 

—  3a'b« 
+  2a»b* 

—  3a»b* 
+  7ab* 

+  o' 
4-a*b' 

— o»b* 
--a^b^ 
+  6' 


-3a»b» 
+  2a<b* 

+  3a»b« 
— 2ab' 


Produit 

total 
simplifié 


a?»  4- 3a» 
— 5a*b 
+  2o'b« 
— 3ob3 
+  3b< 


s^+a*b 
— 4a»b* 
— 2a»bs 
+3ab< 
+4b» 


a»-3o« 

x'+a» 

X  — 3a»b» 

+  a^b 

4-a*b' 

+  2a*b< 

+10a»b» 

+  2a*b3 

+  3o«M 

-3a»b« 

— 6o»b< 

-2<ib' 

+ab» 

— 2a»b* 

—  5b« 

+2ab« 

On  Toît  que,  dans  ce  cas,  l'opération  est  plus  longae,  mais  la  règle  est  tou* 
jours  la  même  :  on  multiplie  toujours  tous  les  termes  du  multiplicande  par  tous 
oeox  dtt  multipUcatear,  et  Ton  opère  la  réduction  des  termes  semblables. 


S  V.  Théorèmes  et  applications. 

45.  Nombre  ummuM  des  termes  du  produit.  Lorsque  Ton 
multiplie  un  polynôme  par  un  autre,  on  vient  de  voir  que  le 
prodoit  peut  renfermer  des  termes  semblables  »  qui  se  réduisent 
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les  uns  avec  les  autres.  Msiis  il  existe  dans  chaque  produit  deux 
termes  au  moins  qui  ne  se  réduisent  avec  aucun  autre.  Ce  sont, 
lorsque  les  polynômes  sont  ordonnés  par  rapport  aux  puissances 
décroissantes  d'une  tnôme  lettre,  le  produit  du  premier  terme 
du  multiplicande  par  le  premier  terme  du  multiplicateur,  et 
celui  du  dernier  terme  du  multiplicande  parle  dernier  terme  du 
multiplicateur. 

En  cfTet,  un  terme  quelconque  du  produit  est  le  produit  d*uD 
terme  du  multiplicande  par  un  terme  du  multiplicateur,  et  l'ex- 
posant de  la  lettre  ordonnatrice  dans  ce  terme  est  la  somme  des 
exposants  dont  cette  lettre  est  affectée  dans  les  deux  facteurs. 
Par  conséquent,  dans  le  produit  du  premier  terme  du  multipli- 
cande et  du  premier  terme  du  multiplicateur,  Texposant  de  la 
lettre  ordonnatrice  est  la  somme  des  exposants  les  plus  élevés; 
il  est  donc  plus  fort  qu'aucun  autre.  De  même,  dans  le  produit 
des  derniers  termes,  l'exposant  est  la  somme  des  exposants  les 
moins  élevés;  il  est  plus  faible  qu'aucun  autre.  Les  deux  termes 
ainsi  obtenus  ne  peuvent  donc  se  réduire  avec  les  autres. 

Le  produit  de  deux  polynômes,  ou  cC un  polynôme  par  un  monôme^ 
a  donc  toujours  au  moins  deux  termes.  Il  peut  d'ailleurs  ne  ren- 
fermer que  ces  deux-là. 

Exemple  :  Multiplicande ... .    af'4-a;«4-j?*  + «*+»•  +  «'  +  «  +1 
Multiplicateur... .    x  —i 


— «' — X* — X* — X*  —  X*— a*—x — 1 


Produit  simplifié.    »•  —  1 

On  voit  qu'ici  tous  les  termes  se  détruisent,  à  l'exception  de  x*  et 
de  —  1,  qui  sont  les  produits  des  premiers  termes  entre  eux  el 
des  derniers  termes  entre  eux. 

46.  Remarque.  Si  les  deux  polynômes  contiennent  plusieurs 
lettres,  on  pourra  les  ordonner  successivement  par  rapport  à 
chacune  d'elles;  et,  en  appliquant  la  remarque  précédente,  on 
obtiendra  un  certain  nombre  de  termes,  qui  devront  subsister 
sans  réduction  dans  le  produit.  Par  exemple,  si  l'on  mullipliiî 
les  deux  polynômes  suivants,  qui  sont  ordonnés  par  rapport 
à  a, 

a^^a*b^'\-à^b^  -  b\  et  a«-f-a*6— aV— aô*, 

les  termeso^xa^oua",  et  (— 6*)(— a6«)  ou  ab%  seront  irréduc- 
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tibles  dans  le  produit  Mais  si  l'on  ordonne  ces  deux  polynômes 
par  rapport  à  b, 

ce  seront  les  produits  (— aV)  (—a* 6')  ou  a*6",  et  a^.a*  ou  a**, 
qoi  dcTront  subsister  dans  le  produit.  Le  terme  a**  se  présente, 
comme  on  voit»  de  deux  manières  différentes  :  et  nous  trouvons 
seulement  trois  termes  distincts,  qui,  dans  le  résultat,  ne  peu- 
?ent  éprouver  aucune  réduction. 

47.  Nombre  maximum  des  termes  du  produit.  Le  produit 
du  multiplicande  par  l'un  des  termes  du  multiplicateur  contient 
autant  de  termes  qu'il  y  en  a  dans  le  multiplicande.  Donc,  si  le 
résultat  n'offre  pas  de  termes  semblables  à  réduire,  le  nombre 
des  termes  du  produit  total  sera  le  produit  du  nombre  des  termes  du 
multiplicande  par  le  nombre  des  termes  du  multiplicateur.  C'est  là 
évidemment  le  plus  grand  nombre  de  termes  du  résultat. 

48.  Produits  homogènes.  Nous  nous  contenterons  d'énoncer 
le  théorème  suivant  : 

Le  produis  de  plusieurs  polynômes  homogènes  (8)  est  un  polynôme 
homogène^  dont  le  degré  est  la  somme  des  degrés  des  facteurs. 

49.  Théorème.  Le  produit  de  la  somme  de  deux  nombres  à  et  h 
par  leur  différence  est  égal  à  la  différence  des  carrés  des  deux  nom*' 
bres.  Ce  théorème  résulte  immédiatement  de  l'application  de  la 
règle  de  multiplication  au  produit  de  (a  -f  b)  par  (a  —  b)  :  il 
fournit  la  formule 

{a  +  b){a  —  b)  =  a*  —  b\ 

Cette  formule  est  importante  :  elle  sert  surtout  à  décomposer  la 
différence  de  deux  carrés  en  un  produit  de  deux  facteurs^  dont  l'un 
tst  la  somme  et  Vautre  la  différence  des  racines. 

Exemples  : 

i.      (a>  +  aft  +  67-(a«-a6  +  67=(2a»  +  26*)2a6 

=  kab  (a«  -f  6*)  ; 
^  /m+n\*      fm — n\*      2m   ^2n 

50.  Théorème.  Le  carré  d'un  polynôme  est  égal  à  la  somme  des 
carrés  de  ses  différents  termes,  plus  deux  fois  la  somme  de  leurs 
produits  deux  à  deux, 

kia.  B.  I'»  Partie.  3 
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Le  théonëme  est  ooimu  ponr  le  binôme  : 

(a+6)«=a«+2a&+6>. 

Il  se  démontre  aisément  pour  le  trinôme  (a+ 6  -|-  cj.  Car  re- 
prêsefBftoDs  par  s  la  «omme  a  +  h  des  deux  premiers  termes  ; 
nous  aurons,  en  appliquant  la  formule  précédente, 

Remplaçant  s  par  sa  valeur,  et  effectuaiA  les  calculs,  nous 
aunoQS  : 

=ii*+  ^*  +  ^*+  2aô  +  Boo  +  ^bc. 

Il  est  fteile  d'étendre  le  théorème  à  un  polynôme  de  n 
termes, 

•Car  représentons  par  «la  somme  des  (n— 1)  premiers  termes  ; 
nous  aurons  : 

Si  Ton  suppose  que  le  théorème  est  vrai  pour  le  polynôme  s, 
i*  renferme  les  carrés  des  termes  a,  ô,  c,.,.k  et  leurs  doubles 
produits  deux  à  deux;  M  renferme  les  doubles  produits  des 
termes  a,  î,  c....k  par  le  nouveau  terme  /,  et  P  est  le  carré  de  ce 
dernier  terme.  Donc  P*  renferme  les  carrés  de  tous  les  terjnes 
de  P,  ainsi  que  leurs  doubles  produits  deux  à  deux.  Donc,  si  le 
théorème  a  lieu  pour  un  polynôme  de  (n  —  1)  termes,  il  subsiste 
pour  un  polynôme  qui  contient  n  termes,  -c'est-à-dire  un  terme 
de  plus.  Or  fl  est  démontré  pour  un  polynôme  de  trois  termes  ; 
donc  il  subsiste  pour  ira  polynôme  de  quatre  termes  :  mais,  s'il 
a  lieu  pour  un  polynôme  de  quatre  termes,  notre  raisonnement 
montre  qu'il  a  lieu  pour  un  polynôme  de  cinq  termes,  et  ainsi 
de  suite.  Ainsi  le  théorème  est  général. 

On  formule  souvent  ainsi  ce  théorème  : 

(2a)*=2a«+22a&, 

le  signe  2  indiquant  la  somme  d'une  série  de  termes  analogues 
à  celui  que  ce  signe  précède. 
Le  raisonnement  que  nous  venons  de  faire,  à  l'aide  duquel  on 
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îëèft  #ane  fomvDle  démontrée  pour  ua  cas  particulier  à  une 
formule  générale^  doit  être  remarqué  :  on  l'emploie  souvent  en 
algèbre. 

Lorsque  Ton  veut  effectuer  dans  la  pratique  le  carré  d'un  po- 
lynoise,  on  suit  dans  le  calcul  la  marche  fournie  par  la  démons- 
tration précédente,  c'est-à-dire  que  l'on  fait  le  carré  du  premier 
terme,  le  double  produit  du  premier  par  le  second,  et  le  carré 
du  second  ;  puis  le  double  produit  de  la  somme  des  deux  pre- 
miers par  le  trotsièmey  et  le  carré  da  troisième  ;  puis  le  double 
produit  de  la  sooiflae  des  trois  premiers  par  le  quatrième,  et  le 
carré  du  quatrième  ;  et  ainsi  de  suite.  D'ailleurs,  pour  réduire 
plus  aisément  les  termes  semblables,  on  dispose  les  calculs, 
comme  on  le  Yoit  dans  l'exemple  suivant,  de  manière  que  cha- 
que ligne  horizontale  soit  terminée  par  le  carré  d'un  terme. 

Soit  à  effectuer  le  carré  du  polynôme 

CD  aura  :  9x^ 

— 24a«'+16a»x« 

Carré  simpiiié..  9»*-24ajf'— Ua2x«+52a'a?*+  3a<x<— J2a*«34-14a«i:«— 4a'x+o» 

SI.  BsiLLHQnE.  U  carré  d'un  polynôme  contient  au  moins  quatre 
termes  qui  n* éprouvent  pas  de  réduction.  Ce  sont,  lorsque  le  poly- 
nôme est  ordonné,  les  deux  premiers  et  les  deux  derniers.  En 
effet,  soient  a  et  p  les  exposants  de  la  lettre  ordonnatrice  dans 
les  deux  premiers  termes  du  polynôme,  les  exposants  de  cette 
lettre,  dans  les  deux  premiers  termes  du  carré,  seront  2  «  et  a-f  P  > 
or  ces  deux  exposants  sont  différents,  puisque,  par  hypothèse, 
a>P;  et  ils  sont  évidemment  supérieurs  à  ceux  dont  la  lettre  est 
affectée  dans  les  autres  termes  du  carré.  Donc  ces  deux  termes 
ne  sauraient  éprouver  aucune  réduction.  On  verra  de  même, 
que  le  double  produit  des  deux  derniers  termes  du  polynonoe  et 
le  carré  du  dernier  sont  irréductibles. 

EUnCICES. 

I.  Démontrer  que  le  cube  d'un  polynôme  est  égal  à  la  somme  des  cubes 
des  termes^  plus  trois  fois  la  somme  des  produits  de  l'un  des  termes  par  le 
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carré  d'un  autre,  plus  six  Tois  la  somme  des  produits  des  termes  trois  à  trois  ; 
ou  que 

La  démonstration  est  analogue  à  celle  du  n*  SO. 

II.  Vérifier  la  formule 

(a+b+e)  (a+6— c)  (a+c— 5)(&+c— a)=2a»b»+2aV+2bV— a<--6*— c*. 

III.  Vérifier  l'égalité 

(a»  +  b^  +  c»  +  d»)  (p»  +  ç»+f«4- »*)  =  («? +bÇ  +  cr+d*)'+(a9-bp  +  a—dr)' 

+  {ar-^cp  +  dg— b«)'+  {as—dp'\-br-~cq\*, 

IV.  Si  l'on  pose  a  +  b  +  c  +  d=A, 

a  +  b— c— d=B, 
a  — b  +  c— d=C, 
o— b— c  +  d=D; 

et,  si  Ton  a,  en  même  temps, 

on  propose  de  yérifier  la  formule 

AB  (A»  +  B')  =  CD  (C  +  D»). 
Les  exercices  II,  III,  IV,  n'offrent  d'autre  difficulté  que  la  longueur  des  calculs. 

V.  Soient  «,  y ,  ;K,u,v,ir,  des  nombres  quelconques.  Si  Ton  pose 

_g— y         y— jc  3f  — tt         u— p      __c— to         to— g 

prouver  que  Ton  a  la  formule 

(1+m)  (I  +  P)  (1  +  9)  (1  +  r)  (l+*)(l  +  l) 
=  (l-m)  (l-p)  (1-g)  (1-r)  (l-«)  (l-«). 

VI.  Démontrer  que  2y*+3x'  +  6<*  est  égal  à  la  somme  de  trois  carrés. 
Vil.  Simplifier  Texpression 

!(«(*+ l)(x  +  2)+x(a:-l)  («-2)) +4(«-.l)«(«+l). 

n    ♦  ^                                        «(lia;»— 5) 
On  trouve  -i — \ 

VIII.  Vérifier  la  formule 

4 1  {à'-h^  cd  +  (à'^d^)  ab]*+{  {a^-^b')  ic»^d^)  -  4abcd  )  »=  (o»+b^'  («»  +  <P)». 

IX.  Réduire  Texpression 

x{x  +  l)  (g+2)      «(g+l)  (2a; -H) 

3  6 

On  trouve  ^  7^  \ 
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X.  Si  Ton  fait,  dans  le  polynôme , 

la  sabstitutioii  x  =  ax'  +  ^i/, 

il  prendra  la  forme  A«^ + 2Bxy  +  Cy*  ; 

et  Ton  aura  la  formule 

B»  —  AC  =  (5»—  ae)  (ap'—  paO». 

XL  Térifier  les  égalités 

l+««=(l  +  «>)  (14-«*+a;V3)  (!+«»— «^3). 

xn.  SiTon  pose  B=5*-|-6c  +  c»,    C=6»c  +  M, 

on  inia  la  formule       4B> — 27(? = (6 — c)»  (26»  +  5bc + îcV 

et,  par  conséquent,  46*  —  27C»  est  toujours  positif. 

Les  formules  VIIT,  X ,  XI,  XII,  se  ?érifient  en  effectuant  les  calculs  :  les  deux 
membres  devienikent  alors  identiques. 

XIII.  Démontrer  que ,  si  deux  nombres  entiers  a  et  &  sont  tous  deux  pairs, 
ou  tous  deux  impairs,  la  demi-somme  de  leurs  carrés  est  une  somme  de  deux 
carrés. 

On  s'appuie  sar  le  théorème  (SO) . 

XIV.  Si  a,  b,  m  sont  des  nombres  entiers,  et  si  l'expression  a'  +  2m&'  est  un 
carré,  démontrer  que  a'  -f  mh*  est  la  somme  de  deux  carrés. 

On  applique  le  théorème  précédent. 


CHAPITRE  III. 

DIVISION  ALGÉBRIQUE. 

8S.  Lorsqu'on  a  à  diviser  une  expression  algébrique  A  par 
une  autre  B,  on  indique  le  quotient,  en  plaçant  le  dividende 
an-dessus  du  diviseur,  et  en  les  séparant  par  une  barre  horizon- 

taie.  On  écrit  g,  et,  le  plus  souvent,  il  est  impossible  de  trans- 

ibrmer  la  formule  en  une  autre  plus  simpie. 
Mais  lorsque  A  et  B  renferment  des  lettres  communes,  il  ar- 
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rive  quelquefois  que  Ton  peut  simplifier  le  quotient;  et  c'est  ce 
qu'on  appelle  alors  effectuer  la  division.  Nous  allons  étudier  ropé- 
ration  à  ce  point  de  vue  pour  les  monômes  et  les .  polynômes  ; 
nous  donnerons  la  règle  à  suivre  dans  chaque  cas,  et  nous  étu- 
dierons en  même  temps  les  conditions,  sans  lesquelles  le  calcul 
n*est  pas  possible. 

tt5.  La  division  algébrique  présente  trois  cas  :  1*  division  d'un 
monôme  par  un  monôme  ;  2"  division  d'un  polynôme  par  un 
monôme  ;  S"*  divisioii  d*un  polynôme  par  un  polynôme. 

$  I.  Dmsion  des  monômes. 

M.  Règle  de  division.  Soit  à  diviser  75  à'b^G^df  par  25  afbc^;  et 
supposons  qu'il  eiiste  un  monôme  entier  qui,  multiplié  par  le  di- 
viseur, reproduise  le  dividende.  Diaprés  la  règle  de  nuiltiplica- 
tion  (28),  le  coefficient  75  du  dividende  doit  être  le  produit  du 
coefficient  25  du  diviseur  par  celui  du  quotient  :  ee  dernier  s'ob- 
tiendra donc  en  divisant  75  par  25;  il  sera  3.  D'après  la  ménie 
règle,  l'exposant  7  de  la  lettre  a  dans  le  dividende  doit  être  la 
somme  de  l'exposant  3  de  la  môme  lettre  dans  le  diviseur,  et  de 
celui  de  cette  lettre  dans  le  quotient;  on  obtiendra  donc  ce  der- 
nier en  retranchant  3  de  7  ;  il  sera  4.  De  même  l'exposant  de  b 
sera  3.  Gomme  c  entre  avec  le  même  exposant  2  au  dividende  et 
au  diviseur,  cette  lettre  n'entrera  pas  au  quotient  ;  et  comme  d 
entre  au  dividende  sans  entrer  au  diviseur,  elle  devra  se  trouver 
au  quotient  avec  son  exposant  5.  Le  quotient  est  donc  3a^&'(f . 
La  méthode  est  générale  ;  elle  conduit  à  la  règle  suivante  : 
Pour  diviser  un  monôme  entier  par  un  autre:  1®  on  divise  le 
coefficient  du  dividende  par  celui  du  diviseur;  2'»  on  écrit^  une  fois 
chacune^  les  lettres  qui  entrent  au  dividende  amc  un  exposant  plus 
grand  qu'au  diviseur  ;  3«  on  affecte  chacune  de  ces  lettres  Sun  expo- 
sant égal  à  la  différence  de  ceux  qu^elle  possède  dans  Us  deux  momO' 
mes.  Si  une  lettre  tC entre  qu'au  dividende^  elle  entre  au  quotient  aou 
son  exposant. 

tttt»  Conditions  de  possibiuté»  Nous  avons  supposé*  pour  faire 
le  raisonnement,  que  le  quotient  existait  sous  forme  d'un  mo- 
nôme entier.  Or  il  est  évident  que  cette  hypothèse  sera  vérifiée, 
•toutes  les  fois  que  le  coefficient  du  dividende  sera  divisible  par  celui 
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du  diviseur;  qu'en  outre  ^îeskttreê  du  divisAur  entreront  toutes  dans 
k  ^vidende;  et  qu*eniin  rexposùnt  de  chacune  dettes  ou  diviseur 
wre  au  plus  égal  à  celui  dont  eUe  est  affscUe  au  dividende.  Car  si 
ces  conditions  sont  remplies,  on  pourra,  en  appliqnant  la  règU 
(34},  troaver  un  monôme  entier,  qui  multiplié  par  le  diviseur, 
reproduira  le  dividende  :  ce  sera^onc  le  quotient  effectuée 

Hais  si  une  ou  plusieurs  de  ces  trois  conditions  ne  sont  pas 
réalisées,  il  sera  impossible  d^obtenir  le  quotient  sons  forme  d'un 
DHnwiDe  entier.  Car,  si  le  quotient  exis^t  sons  cette  ferme,  le 
zaisottuement  el  la  règle  seraient  applicables,  et  les  trois  eond^ 
lims  deTraienl  être  remplies^. 

Ce  sont  donc  là  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes,  pour 
que  la  divisioo  des  monômes  entiers  soil  possible. 

56.  Exposant  zéro.  D*aprës  la  règle  que  nous  venons  de  don- 
ner, si  une  lettre  a  entre  au  dividende  avec  Teiposant  m  et  au  di- 
Tisear  avec  rexposant  n,  elle  entre  au  quotient  avec  Fexposant 
m— n»  Hais  la  démonstraiion  suppose  qoe  Ton  a  fn>n.  Si  Ton 
a  m=:ii,  la  bstfre  a  disparaît  du  quotient,  et  la  règle  ne  s'apprique 
plus»  SîtonteCois  Ton  convenait  de  rappliquer  encore,  on  anraif 
a*~*  on  tf  ;  et  comme  le  quotient  de  a**  par  of*  est  évidcramenf 
TuDité,  on  conserverait  à  la  règle  des  exposants  sa  généralité,  en 
laîsant  la  amvenâtm  que  a!^  représente  f  unité,  quel  que  soit  a.  DV 
près  cela, 

et  ce  quotient  n*es(  pas  altéré  par  ta  convention,  puisque  le  hc- 
teor  c*=l.  On  conserve  d'ailleurs  ainsi,  dans  le  quotient»  la 
trace  d'une  lettre  qui,  sans  cela,  disparaîtrait» 

Nous  donnerons  plus  loin  de  plus  grands  détaile  suc  cette  cour 
vention ,  qui  se  lie  à  la  généralisation  des  exposants. 

S  n.  nivisias  d'«n  polynôme  par  na  mêouae^ 

57.  BÂ6U  SA  nivisioir.  Le  quotient  de  la  divifiioa  d'on  pd j^ 
nome  par  un  monôme  n'est  jamais  un  monôme;  car  le  proéuît 
de  deux  monômes  est  toujours  un  monôme  (2ft).  Ainsi,  locsque 
ce  quotient  existe  sous  forme  entière,  il  ne  peut  être  qu'un  p<â j- 
nome.  L'opération  consiste  donc,  dans  ce  cas>  à  trouver  un  p<H 
Ijuomequi,  multiplié  par  le  monôme  diviseur,  reproduise  le  po» 
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lynome  dividende.  Or  on  a  vu  (30),  que  le  produit  d'un  polynôme 
par  un  monôme  est  la  somme  des  produits  de  chaque  terme  du 
multiplicande  par  le  multiplicateur.  Donc  le  quotient  cherché  s^oh^ 
tiendra  en  divisant  chaque  terme  du  dividende  par  le  diviseur  :  on 
donnera  d'ailleurs  à  chaque  quotient  partiel  le  signe  du  terme  du  dv^ 
vidende  qui  Fa  fourmi.  Par  exemple, 

(36a*a;»— 24aV+2feaV)  :  4a»a?»=9aaj»— 6a?»+  IaK 

S8.  Conditions  de  possibbité.  Si  chaque  terme  du  dividende^ 
pris  isolément,  est  divisible  par  le  diviseur^  il  est  évident  que  le 
quotient  est  un  polynôme  entier,  qu'on  peut  obtenir  par  l'appli- 
cation de  la  règle  précédente  ;  et  la  démonstration  de  cette  règle 
prouve,  d'ailleurs,  que  cette  condition  est  nécessaire. 

S  UI.  Division  des  polynômes. 

ISO.  Il  est  bien  rare  que  Ton  puisse  effectuer  la  division  d'un 
polynôme  par  un  autre,  c'est-à-dire  trouver  un  troisième  poly- 
nome  qui^  multiplié  par  le  second ^  reproduise  le  premier.  Cependant 
lorsque  le  dividende  et  le  diviseur  admettent  une  lettre  com- 
mune, il  arrive  quelquefois  que  Ton  peut  mettre  le  quotient  sous 
cette  forme.  Nous  supposerons  ici,  que  les  deux  polynômes  sont 
ordonnés  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  d'une  même 
lettre,  et  nous  chercherons,  s'U  est  p<^sible,  à  représenter  le  quo- 
tient par  un  polynôme  ordonné  de  la  même  manière. 

Le  procédé  de  division  repose  sur  les  théorèmes  suivants  : 

60.  Théorème  I.  Si  deu/x  polynômes  sont  ordonnés  suivant  les 
puissances  décroissantes  d^une  mimé  lettre^  et  que  le  quotient  de 
leur  division  soit  égal  à  un  polynôme  ordonné  de  la  mime  manière^ 
le  premier  terme  de  ce  quotient  est  le  quotient  de  la  division  du  pre- 
mier terme  du  dividende  par  le  premier  terme  du  diviseur. 

En  effet,  le  quotient,  multiplié  par  le  diviseur,  doit  reproduire 
le  dividende.  Or,  le  premier  terme  du  produit  de  deux  polynô- 
mes ordonnés  provient,  sans  réduction  (48),  du  produit  des  pre- 
miers termes  de  chacun  d'eux.  Le  premier  terme  du  dividende 
est  donc  le  produit  du  premier  terme  du  quotient  par  le  premier 
terme  du  diviseur;  et  le  premier  terme  du  quotient  résulte,  par 
conséquent ,  de  la  division  du  premier  terme  du  dividende  par 
le  premier  terme  du  diviseur. 
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Oopeut  remarquer  (41),  que  le  premier  terme  du  quotient 
sera  positif  ou  négatif,  suivant  que  le  premier  terme  du  divi- 
deade  et  le  premier  terme  du  diviseur  auront  ou  n'auront  pas 
le  même  signe. 

61.  Théorème  n.  Si  ton  multiplie  k  diviseur  par  le  premier 
terme  du  quotient ,  et  si  ton  retranche  le  produit  du  dividende^  on 
obtiendra  un  reste  qui^  divisé  par  le  diviseur  ^  donnera  pour  résultat 
^ensemble  des  aiUres  termes  du  quotient. 

Le  dividende  est  égal,  en  effet,  au  produit  du  diviseur  par  le 
quotient.  Si  donc  on  en  retranche  le  produit  du  diviseur  par  un 
des  termes  du  quotient,  le  reste  sera  le  produit  du  diviseur  par 
la  somme  des  autres  termes  du  quotient  :  cette  somme  sera,  par 
suite,  le  quotient  de  la  division  du  reste  par  le  diviseur. 

62.  Règle  de  division.  Les  deux  théorèmes  précédents  per- 
mettent de  faire  une  division  quelconque  :  car  le  premier  donne 
le  moyen  de  trouver  le  premier  terme  du  quotient,  et  le  second 
ramène  la  recherche  de  tous  les  autres  à  une  division  nouvelle. 
Le  premier  théorème,  appliqué  à  cette  division  nouvelle,  permet 
de  trouver  le  premier  terme  du  nouveau  quotient,  c'est-à-dire 
le  second  terme  du  quotient  cherché;  et  le  second  théorème 
ramène  la  recherche  des  suivants  à  une  troisième  division,  et 
ainsi  de  suite. 

De  là  résulte  cette  règle  : 

Pqut  diviser  un  polynôme  par  un  autre  :  après  les  avoir  ordonnés 
suivant  les  puissances  décroissantes  d^une  mime  lettre^  on  divise  le 
premier  terme  du  dividetide  par  le  premier  terme  du  diviseur;  ce  qui 
donne  le  premier  terme  du  quotient.  On  multiplie  le  diviseur  par  ce 
gwtient,  et  Von  retranche  le  produit  du  dividende:  cette  soustraction 
te  fait  en  changeant  le  signe  de  chaque  terme  à  soustraire,  et  en  ré- 
duisant  les  termes  semblables.  On  divise  le  premier  terme  du  reste 
far  le  premier  terme  du  diviseur;  ce  qui  donne  le  second  terme  du 
quotient.  On  multiplie  le  diviseur  par  oe  second  terme ^  et  Vonretran- 
cAe  le  produit  du  reste.  On  obtient  ainsi  un  second  reste j  dont  on  di- 
vise le  premier  terme  par  le  premier  terme  du  diviseur  :  ce  qui  donne 
le  troisième  terme  du  quotient.  On  multiplie  le  diviseur  par  ce  troi- 
sième terme f  et  ton  retranche  ce  produit  du  second  reste.  On  conti- 
nue ainsi,  jwquHi  ce  que  Von  trouve  zéro  pour  reste. 

Le  polynôme,  dont  on  a  obtenu  ainsi  les  termes  un  à  un,  est 
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le  quotient  cherché  ;  car,  en  opérant  d*après  cette  règle,  OD  a  re* 
tranché  snecessiTement  dn  diTidende  ks  produits  du  difisear 
par  les  différents  termes  de  ce  polynôme  ;  puisqu'il  ne  reste 
rien»  il  faut  que  le  dividende  soit  le  produit  du  diviseur  par  ce 
polynôme,  c'est-à-dire  que  ce  polynôme  soit  le  quotient. 

•a.  ExbhplbL  Soit  à  diTÎser  s^  +&b*+4z*-*4«*+s*~1  par  d^+s — t  :  on 
écrira,  comme  il  suit,  lardiviaeur  à  la  droite  du  divideade,  eu  les  sôptraat  par 
une  barre  yerlicale. 


Dividende...         a*  +  Gï*4-4ap'  — 4*'+*— 1 


«'  +  X —  1  diTiseur. 


x^-^bx^+l         q|^otiezlt. 


!•' reste 5a*+5x'— 4a5*+a— 1 


2*  reste a'+a;— 1 

— aP— 05  +  1 


0 

Le  premier  terme  du  quotient  est  x*j  quotient  de  ladivision  de  s*  par  2*.  Le 
produit  du  diviseur  par  af*  est  a^  +af*— «*;  on  écrit  sous  le  dividende  ce  produit 
changé  de  signe;  ce  qui  réduit  la  soustraction  à  faire  une  simple  réduction  de 
termes  semblables  :  et  L'on  obtient  ainsi  un  premier  re8l8&r^+9#— <te*+« — U 

Le  second  terme  du  quotient  est  5âB%  quotient  de  la.  division  de  5s*  pat  ac^.  On 
multiplie  le  diviseur  par  5a^,  ce  qui  donne  5x^+5«*— 5x';  puis  on  écrit  ce  pro- 
duit sous  le  premier  reste  en  changeant  son  signe,  et  Ton  opère  la  réduction. 
On  obtient  pour  second  reste  s*+  s —  1. 

Le  troisième  terme  du  quotient  est  1 ,  quotient  de  x>  par  s*.  Si  Toa  muUipIfes 
le  diviseur  par  1,  et  qu'on  retranche  le  produit  du  secûid  reste,  eaobtient  pour 
reste  0.  Le  ({Liotient  cherché  est  donc 

aî»  +  5«»+l. 

On  doit  s'habituer  à  eflectuar  à  la  fois  la  muUiplicatUA  de  diaque  tetoie  du 

diviseur  par  le  terme  trouvé  au  quotient,  la  sousiraction  du  terme  correspoa- 
dant  du  dividende,  et  la  réduction  dea  termes  semblables.  Le  tableau  du  calcul 
se  réduit  alors,  comme  on  le  voit  ici  : 

Dividende...      «»  +  6«*+4»'  — ios'+af— 1  [op'  +  g— i  diviseur. 

l** reste &r<  +  5»»— 4«»+»— 1  |  «•+5x"+l      quotient 

!!•  reste. .....  »»-|tap— i 

0 

ExuQUi  n.  Lm  oocfflcientfl  de  la  lettre  ocdoofialrioa  um\  desmonBiet  lillé* 
lauz. 

Seit  à  diviser  le  polynôme 
par  le  polynôme 
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nous  nooB  Gonteatero&s  de  faire  le  tableau  du  calcul. 


!«  reste  — •••ft— 

VRSt» 


c 
c 


•4.EXEMPLBIII.  La.  règle  précédente  ne  suppose  nullement  que  les  puissances 
de  la  lettre  ordonnatrice  aient  des  coefficients  nnmërique»  on  monômes.  Ces 
coefficients  pefrvent  6tre  des  polynômes  (49),  sans  qu'il  y  ait  rien  à  changer  au 
laifionsementa  et  à  la  manière  de  procéder.  Seulement,  quand  Les  coeffiaients  du 
premier  tanne  du  dividende  et  du  premier  terme  du  diviseur  sentdes  polynômes, 
il  7  a  des  dÎTisions  partielles  à  opérer,  chaque  fois  que  Ton  veut  obtenir  un 
aouveau  terme  da  quotient.  Yoici  un  exemple  : 


0"    ix'+la* 

-34«M    — 5a"6 

+30^1    +2a'b» 

-6*    1    — Sob» 

+8b* 


9 
U 


a«-Stt« 

X*-4-o' 

+a»b 

H-OV 

•f-lti^b* 

-Hla*  h* 

— 3a«b* 

— 6a»6* 

+ab> 

— 2a'6» 

-5b» 

-♦-cob» 

-h?;' 

-HSo^b* 
— 2ob» 


x'— 3o« 

jc'-i-o' 

+a»b 

'+-a*b* 

-4-7a»6» 

+.2at.' 

+2»«b« 

-6a»b* 

— ob* 

— aa'b* 

-Sb« 

-i-'2ab* 

+b' 

x-3a*b» 
♦-  2a*b* 
-h3»V 
— aob» 


-4b 


x*~a* 


« 


x+8a»6* 


— <** 

X^2<ï" 

x«+a' 

•»-!la*b 

+6a»b' 

-i-a*b« 

— aV 

-4b» 

— a«b» 

-+-o'b» 

— a»b* 

-Mb* 

'-a'b' 

-i-b' 

I 

+b' 
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i**  division  partielle. 
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0 


pnrfMI^ 


o*— S»*b-<-2o*b* 
—  ft*b-4-  a*6« 

—  a«b»-ir2ab*-b* 

0 

S*  âiittêion  partielle. 
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— aiè-*-b' 


ob-l)' 


— a.M>2«*-«V-4-«"*^— aoM-t-b»  L^-4a^b* 


•Mi>b'— 3ab«-ft^ 
0 

On  divise  d'abord ,  dans  ce  cas,  (,a* — ^^b  +  *6aV —V\y,  coefficient  du  premier 
terme  du  dividende,  par  (a' — làb  4-  b^ ,  coefficient  du  premier  terme  du  divi- 
seur (première  division  partielle)  ;  ce  qui  donne  (a  — b).  Et  comme  x*,  divisé 
par  a^,  donne  s*,  le  preoûer  terme  du  ^otient  est  (a~d)x>.  On  muHipliele 
diviseur  par  ce  terme,  ce  qui  oblige  à  effectuer  pluaieins  mdltiplicatioQs  de 
pcIjaoBies;  puis  on  retranche  ce  produit  d«  dividende,  et  on  a  un  premier 


3* 


3 
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reste  Pour  continuer  Topéralion,  on  doit  diviser  (a*--3a*b  +  2aV  +  o6' — 6*), 
coefficient  du  premier  terme  du  reste,  par  (a' —  2ah  +  b'),  (deuxième  division 
partielle)  :  ce  qui  donne  (a'—ab— &*).  Le  second  terme  du  quotient  est  donc 
(a'-T-ab-— b^)s.  La  multiplication  du  diviseur  par  ce  terme,  et  la  soustraction, 
amènent  un  nouveau  reste-,  sur  lequel  on  opère  comme  sur  le  précédent;  et  Ton 
arrive  ainsi  au  quotient  cherché. 

6iS.  Conditions  de  possibilité.  —  Les  raisonnements ,  qui 
nous  ont  conduit  au  procédé  de  division,  supposent  essentielle- 
ment que  le  quotient  puisse  s'exprimer  par  un  polynôme.  Or, 
lorsqu'on  a  à  diviser  un  polynôme  par  un  autre,  on  ignore  le 
plus  souvent  si  cette  condition  est  remplie.  Il  est  donc  important 
de  déterminer  les  caractères  auxquels  on  reconnaîtra  qu'une 
division  est  possible  sous  cette  forme.  Ces  caractères  se  rencon- 
trent dans  le  procédé  même  que  l'on  emploie. 

En  effet»  si  une  division  est  possible, 

1"*  Le  premier  terme  du  dividende  doit  être  divisiblepar  le  premier 
termt  du  diviseur,  et  le  dernier  terme  du  dividende  par  le  dernier 
terme  du  diviseur  (48). 

2^*  Le  premier  terme  de  chaque  reste  doit  être  divisible  par  le  pre- 
mier terme  du  diviseur  :  car  il  est  le  produit  du  premier  terme  du 
diviseur  par  un  terme  du  quotient. 

3"  Après  un  certain  nombre  de  divisions  partielles  successives,  on 
doit  trouver  au  quotient  un  terme  quiy  multiplié  par  le  diviseur,  re- 
produit le  dividende  partiel  qui  Va  fourni  :  car  on  doit  obtenir  le 
reste  zéro. 

Ces  conditions  sont  nécessaires:  et  si  l'une  d'elles  n'est  pas 
remplie,  il  n'existe  pas  de  quotient  sous  la  forme  d'un  polynôme  : 
la  division  ne  peut  s'effectuer. 

Ces  conditions  sont  suffisantes  ;  car  si  elles  sont  remplies,  le 
procédé  employé  fournit  évidemment  un  polynôme,  qui,  mul- 
tiplié par  le  diviseur,  reproduit  le  dividende. 

G6.  Caractères  auxquels  on  reconnaît  si  une  division  peut 
ou  NE  PEUT  pas  s'effectuer.  —  Lorsquc  les  polynômes  sont  or- 
donnés, comme  nous  l'avons  supposé  (89),  suivant  les  puissances 
décroissantes  d'une  même  lettre,  l'exposant  de  cette  lettre  dans 
le  premier  terme  de  chaque  reste  va  toujours  en  diminuant, 
puisque  la  réduction  des  termes  semblables  fait  disparaître  au 
moins  le  premier  terjne  de  chaque  dividende  partiel.  Par  con- 
séquent, si  Ton  continue  d'appliquer  le  procédé  de  division,  on 
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arrivera  nécessairement  à  un  reste,  dont  le  premier  teime  contiendra 
la  lettre  ordonnatrice  avec  un  exposant  plus  faible  que  celui  dont  elle 
tsi  affectée  dans  le  premier  terme  du  diviseur.  Ou  ce  reste  sera  nul, 
et  la  division  sera  effectuée  ;  ou  il  ne  sera  pas  nul  »  et  la  division 
sera  impossible. 

Remarquons,  d'ailleurs,  que  l'on  pourra  être  averti  de 
rimpossibilité  de  la  division,  avant  d'arriver  au  reste  dont 
nous  parlons.  Car  il  pourra  se  faire  que  le  premier  terme  d*un 
reste  antérieur  ne  soit  pas  divisible  par  le  premier  terme  du  divi- 
seur. 

Exemple  IV.  Diviser  jp*  +  5«^»  +  2x*  par  «'+  x. 

Dividende.    «*4-5«*  +  2Jt*  |_îL+£ diviseur. 

+  4aJ*  +  2x»  I  x3  ^  4jc»  — 2«  +  2       quotient. 
— 2jf» 

— 2jp 

La«aite  des  calculs  amène  le  reste  ^-2x,  qui  n'est  pas  divisible  par  x'  :  donc 
la  division  est  impossible. 

Quand  une  division  ne  peut  pas  s'effectuer,  il  existe  un  autre 
caraclëre  auquel  on  peut  reconnaître  \  quel  moment  on  doit 
s'arrêter.  En  effet,  si  la  division  est  possible,  le  dernier  terme 
du  dividende  doit  être  le  produit  du  dernier  terme  du  diviseur 
par  le  dernier  terme  du  quotient  (45).  Il  résulte  de  là,  qu*on 
peut  déterminer  immédiatement  le  dernier  terme  du  quotient, 
en  divisant  le  dernier  terme  du  dividende  par  le  dernier  terme 
du  diviseur.  Donc,  lorsqu'en  formant  les  termes  successifs  du  quo- 
tient^ on  en  trouvera  un  de  degré  moindre  que  le  terme  ainsi  cal- 
cuit,  on  pourra  affirmer  que  Vopèration  ne  se  termine  pas^  et 
qu'aucun  polynôme  ne  peut  représenter  le  quotient.  Il  en  sera 
de  mirnej  si  Von  arrive  à  un  terme  de  mime  degré  que  le  terme  ainsi 
calculé,  et  qui  ne  lui  soit  pas  identique. 

Dans  Fexemple  IV ,  si  le  quotient  existait^  le  dernier  terme  aevrait  être  2x*, 
quotient  de  2a^  par  x.  Or  le  premier  terme  kx*  du  premier  reste,  divisé  par  x*j 
donne  pour  quotient  4^.  Sans  aller  plus  loin,  on  peut  affirmer  que  la  division 
ne  se  terminera  pas. 

67.  Division  des  polynômes  ordonnés  suivant  les  puissances 
CROISSANTES  D*UNE  LETTRE.  li  arrive,  dans  certains  cas,  que  Ton 
ordonne  les  termes  d'un  polynôme  suivant  les  puissances  crois- 
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santés  d^ne  lettre.  On  peut  faire  la  dîiiskm  de  denx  polynômes 
lordoBoés  de  cette  manière,  et  trouver  les  divers  termes  du 
^laotîent,  en  commençant  par  oeux  dans  lesquels  la  lelitre  prin- 
cipale a  le  moindre  exposant  La  théorie  est  absolunent  la 
même  que  dans  le  mode  ordinaire  d'opérer;  seulement,  dans  le 
cas  où  la  division  exacte  n'est  pas  possible,  il  peut  arriver  qu'elle 
se  poursuive  indéfiniment;  «et  t'oa  obtient  alors  des  restes,  dont 
le  degré  augmente  de  plus  en  plus,  aà  lieu  de  diminuer,  oomnne 
cela  avait  lieu  dans  le  cas  des  polynômes  ordonnés  suivant  les 
puissances  décroissantes. 

Pour  donner  un  exemple  de  oette  manière  d'opérer^  reprenom  la  division 
effectuée  au  paragraphe  (63),  en  ordonnant  les  deux  polynômes  suivant  les 
puissances  croisfiantes  de  x. 

Exemple  V.  Divid*  —  1  +  «  — 4^'  +  4a?'  -f  €**  +  a?*  1  —  1  +  a;  +  g»        div^ 

,   — 5a»+4«»+6ac«+a;*  I  4-l+5«*  +  «'       quoi» 
—  «»+  «♦  +  «» 

I^ous  dirons  :  le  dindende  étant  le  produit  du  diviseur  parle  quotient,  I9  terme, 
dont  le  degré  en  s  y  est  le  moins  élevé,  provient  sans  réduction  du  produit  des 
deux  termes  analogues  dans  le  diviseur  et  dans  le  quotient  (4S);  et,  par  consé- 
queirt;  ^  "premier  terme  flu  quotient  est  le  quotient  de  la  division  du  premier 
terme  du  dividende  par  le  premier  terme  du  diviseur  :  fl  est  -f-  1. 

On  démontrera,  absolument  oomoie  on  Ta  fait  (61),  ^u'ien  retranchant  du 
dividende  le  produit  du  diviseur  par  le  premier  terme  du  quotient,  on  obtient 
un  reste  —  &«' +  4«*  +  6x<  +  »*  qui,  divisé  par  le  diviseur,  fournira  les  termes 
qui  doivent  compléter  le  quotient. 

Le  premier  de  ces  termes  est  égal,  pour  les  raisons  données  plus  haut,  au 
quotient  de  la  division  de  —  bx*  par  —  1 ,  c'est^à  dire  ^*il  est  -H-  Sx*. 

£n  multipliant  +  bx^  par  le  diviseur,  en  retranchant  le  résultat  du  premier 
reste,  on  obtient  un  second  reste — x^-{-x*+a^,  qui,  divisé  par  le  diviseur, 
fournira  les  termes  qui  doivent  compléter  le  quotient. 

Le  premier  de  ces  termes  est  égal,  pour  les  raisons  «données  plus  haut,  au 
quotient  de  la  division  de  —  a^par  —  1,  c'est-à-dire  qu'il  est  -fac»;  en  le  multi- 
pliant par  le  diviseur,  et  retranchant  le  produit  du  reste  précédent^  on  trouve 
une  différence  nulle  ;  et  l'opération  est  par  conséquent  terminée. 

68.  Gâractèae  auquel  on  reoonmait  qu*une  ditision  ainsi 
ORDONNÉE  EST  IMPOSSIBLE.  Dans  l'cxempic  précédent,  l'opération 
se  termine,  et  le  résultat  est  identique,  comme  cela  devait  être, 
avec  celui  qu'a  fourni  la  première  manière  d'opérer.  Mais  il 
B*€ii  serait  pas  de  même,  si  ooiis  prenions  une -division  impos- 
siibJe  à  effectuer  exactement.  Soit,  par  exemple,  à  diviser 
(l-fj?+a;»+a«»)  par  (l+Sa). 
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AnmsVL  Oradaidfl  l+«+  c'  +  S*' 


t  +2s  diviaear. 


— .«+  •'-fS:^' l—ir+3«'—4x'+...  quotient. 
— 4x» 

la  appliquant  le  procédé  ordinaire  à  cet  exemple,  on  obtient 
des  restes  successif^  dans  lesquels  l'exposant  de  la  lettre  x,  au 
premier  terme,  va  toujours  en  augmentant;  d'ailleurs  la  divi- 
sion du  premier  terme  de  chaque  reste  par  le  premier  terme  du 
dlTiseur  est  toujours  possible.  Donc  le  premier  caractère  d*im- 
possibilité  (M)  ne  9e  manifestera  pas. 

Hais  il  en  existe  mi  autre,  analogue  au  second,  qui  se  pré- 
sente toujours,  dans  te  cas  ob  la  division  ne  peut  pas  s'effectuer. 
En  eSet,  si  la  divîsionest  possible,  le  dernier  terme  du  dividende 
est  le  produit  du  dernier  terme  du  guotient  par  le  dernier 
terme  du  diviseur  ;  par  suite,  le  dernier  terme  du  quotient  s'ob- 
tiendra immédiatement,  en  divisant  le  dernier  terme  du  divi- 
dende par  le  dernier  terme  du  diviseur.  Or  le  degré  des  termes 
du  quotient,  par  rapport  à  la  lettre  ordonnatrice,  va  en  augmen- 
tant, ^nc,  krsqvfon  arrivera^  en  appîiquarU  le  procédé^  à  placer 
au  guotient  un  terme  de  même  degré  que  le  terme  ainsi  calculé  et 
qui  ne  lui  serait  pas  identique^  ou  bien  un  terme  de  degré  supérieur ^ 
on  fourra  infirmer  que  la  division  est  impossible. 

Bans  l'excmfMe  VI,  «i  le  tiuotient  existait ,  son  dernier  terme  serait  s',  quo> 
tient  de  "Sir"  pir  Sx  ;  «donc,  lorsqu'on  est  amené  à  mettre  au  qootlent  le  terme  3^', 
(tt  4loit s'arrêter;  Ja  dïTisMn  ne  saurait  s^affectuer. 

En  résumé,  on  voit  que,  dans  tous  les  cas,  le  procédé  même 
de  la  division  conduit  nécessairement  à  des  caractères  certains 
de  pos^bilité  ou  d'impossibilité. 

S  IV.  Des  divisions  gui  ne  peuvent  se  faire  exactement. 

69.  DÉFiKinolîs.  On  dit  qu'un  polynôme  est  entier  par  rapport 
à  uneletire^;,  lorsqu'il  ne  contient  la  lettre  x  ni  en  dénomina- 
teur^ ni  sous  le  signe  ^*  Ainsi  l'expression 

4  5a  ~     ^        5 

est  un  polynôme  entier  en  x. 
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Si  un  polynôme  est  entier  par  rapport  à  une  lettre  x,  le  degré 
de  ce  polynôme,  par  rapport  à  celte  lettre,  est  l'exposant  le  plus 
élevé  dont  elle  est  affectée.  Le  polynôme  précédent  est  du  3*  de- 
gré en  X. 

On  dit  qu'un  polynôme,  entier  en  x,  est  divisiblepar  un  autre 
polynôme  entier  en  a;,  quand  le  quotient  peut  s'exprimer  par 
un  polynôme  de  même  forme.  Les  coefficients  peuvent  être  quel- 
conques. Ainsi  00^  —  3  est  divisible  par  aîv^-j-v^;  le  quotient 

est  x^a — v/3. 

Lorsque  les  deux  polynômes  n'ont  pas  pour  quotient  un  troi- 
sième polynôme,  on  dit  qu'ils  ne  sont  pas  divisibles  l'un  par 
l'autre.  On  peut  néanmoins,  dans  ce  cas,  donner,  en  générai,  à 
l'expression  de  leur  quotient,  une  forme  plus  simple  que  celle 
qui  résulterait  de  la  seule  indication  de  l'opération.  Nous  allons 

démontrer,  en  effet,  les  théorèmes  suivants. 

• 

70.  Théorème  L  Si  deux  polynômes  A  e(  B  sont  entiers  en  x  (A 
étant  d'un  degré  au  moins  égal  à  celui  deB),  on  peu( toujours  mettre 

A 

le  quotient  j:  sous  la  form^  d^un  polynôme  Q,  entier  en  x,  augmenté 

R 

d'une  fraction  ^  ayant  pour  dénominateur  le  diviseur  B,  et  pour 

numérateur  un  polynôme  R  entier  en  x,  de  degré  moindre  que  B. 

On  peut,  en  effet,  ordonner  les  polynômes  A  et  B  suivant  les 
puissances  décroissantes  de  x,  et  leur  appliquer  le  procédé  de 
division  (G2)  ;  comme  les  coefficients  du  quotient  ne  sont  pas 
astreints  à  être  entiers,  on  peut  continuer  l'opération,  jusqu'à  ce 
que  Ton  trouve  un  reste  de  degré  moindre  que  B.  On  obtiendra 
ainsi  au  quotient  différents  termes^  dont  aucun  ne  contiendra  x 
en  dénominateur.  Car  les  dividendes  partiels  qui  les  fournis- 
sent  sont  tous  d*un  degré  supérieur  ou  au  moins  égal  à  celui 
de  B  ;  et  leur  premier  terme  contient,  par  suite,  a?  à  un  degré 
supérieur  ou  au  moins  égal  à  celui  du  premier  terme  de  B. 

Soit  Q  l'ensemble  des  termes  obtenus,  lorsque  l'on  parvient 
à  un  dividende  partiel  R,  de  degré  moindre  que  B:  R  est  ce  qui 
reste  du  dividende  A,  lorsqu'on  en  retranche  successivement  les 
produits  de  B  par  les  divers  termes  de  Q;  il  est  donc  égal  à 
A— BQ  ;  et  Ton  a,  par  suite, 

A=BQ+R: 
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foùy  en  divisant  par  B  les  deux  membres  de  la  formule, 

le  quotient  g  est  donc  mis  sous  la  forme  annoncée. 

71.  Théorème  II.  La  transformation  précédente  ne  peut  se  faire 
que  iwit  seule  manière. 

Supposons,  en  effet,  qu'en  divisant  A  par  B,  on  puisse  obtenir 
d*une  part  Q  pour  quotient  et  R  pour  reste,  et  de  l'autre  Q'  pour 
quotient  et  R'  pour  reste,  Q  et  Q'  étant  entiers  en  x,  et  R  et  R' 
étant  de  degrés  moindres  que  B,  on  aurait,  par  ce  qui  précède, 

A=BQ+R,      A:=BQ'+R'; 

et  Ton  en  conclurait, 

BQ+R=BQ'+R', 

formule  que  Ton  pourrait  écrire 

B(Q-Q')=R'-R. 

Or  R  et  R'  étant  de  degrés  moindres  queB,  il  en  est  de  même 
de  leur  différence;  tandis  que  le  degré  deB  (Q— Q'),  par  rapport 
à  X,  est  au  moins  égal  à  celui  de  B.  Donc  le  second  membre  est 
d'un  degré  moindre  que  le  premier;  et  l'égalité  est  impos- 
sible. 

92.  Exemples.  On  trouve,  par  la  méthode  précédente  : 

1*  '  ■  s::g*  4- flC -I- ■ 

*  «1  —  3  *   ^     ^jf  — 3' 

19  ._33 

7»»  +  aj  — 1  T*"*"     7«^+«— 1     ' 


ï  3V3 


Si  le  degré  du  polynôme  A  était  moindre  que  celui  de  B,  le 
quotient  Q  serait  égal  à  zéro,  et  le  reste  R  serait  égal  au  divi* 
dende  lui-même. 

75.  Remarque.  Quand  on  applique  au  quotient  de  deux  poly- 
nômes A  et  B  la  transformation  précédente,  on  donne  au  poly- 
Alo.  b.  l^  Partis.  4 
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DomeQ  le  nom  de  quotient  entier^  et  au  numératenr  R  de  la  frac- 
tion  -g  celui  de  reste  de  la  division. 

74.  Cas  ou  l'on  change  la  lettre  ordonnatrice.  Nous  ayons 
prouvé  que,  les  deux  polynômes  A  et  B  étant  ordonnés  par  rap- 
port à  une  même  lettre  rr,  le  quotient  entier  et  le  reste  ne  peu- 
vent avoir  qu'une  seule  forme  (71).  Mais,  si  l'on  change  laiettre 
ordonnatrice,  les  mêmes  polynômes  peuvent  conduire  à  un 
nouveau  quotient  et  à  un  nouveau  reste.  Si  l'on  considère». par 
exemple,  la  fraction 

en  ordonnant  par  rapport  à  x^  on  trouve  pour  quotient  a;*— y^, 
et  pour  reste  2y*.  Si  l'on  ordonnait,  au,  contraire,  par  rapport 
à  y,  on  trouverait  pour  quotient  y'^—of^  et  pour  reste  âa?*;  en 
sorte  que  l'on  a  : 


Sic* 


;r 


$  V.  Diffërences  et  analogies  entre  la  division  arithmétique  et  la  divisioa 

des  polynômes. 


7B.  Les  polynômes  ordonnés  suivant  les  puissances  d'une 
même  lettre,  présentent,  avec  les  nombres  entiers,  des  analo- 
gies qu'il  est  bon  de  remarquer.  Un  nombre  entier,  comme 
783214,  exprime  (7 X  10*)  +  (8  X 10*)  +  (3X  10*)  +  (2  XIO*) 
+(1 X  10)-f-4;  et  l'on  peut  l'assimiler  au  polynôme 

7x"+8d?*+3a;"-}-2a?*+a?+4, 

dans  lequel  on  aurait  supposé  â7=10.  Les  chiiOfres  du  nombre 
sont  ainsi  les  coeflicients  des  termes  du  polynôme.  Il  ne  faut 
pas  croire  cependant,  que  toute  question  d'arithmétique,  relative 
à  des  nombres  entiers,  soit  purement  et  simplement  un  cas 
particulier  d'une  question  d'algèbre,  dans  laquelle  ces  nocnbres 
seraient  remplacés  par  les  polynômes  cdï'respondants» 
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^    Comparons»  par  exemple,  les  deux  questions  suivantes  : 
Difîser  7a3Sl4  par32l  : 

Difiser        Trc'+S^+Sa^^+Sa^+^+^par^ap^+Sx+l. 

Les  conditions  des  deux  problèmes  ont  entre  elles  des  diffé- 
rences essentielles,  qui  ne  permettent  pas  de  considérer  le  pre- 
mier comme  un  cas  particulier  du  second. 

!•  Les  divers  chiffres  du  quotient  de  la  division  arithmétique 
doivent  être  entiers  ;  tandis  que  le  quotient  de  la  division  algé- 
brique peut  être  un  polynôme,  entier  par  rapport  à  «,  dont  les 
coefQeienis  soient  des  nombres  fractionnaires. 

2*  Les  divers  chiffres  du  quotient  et  du  reste,  dans  la  division 
arithmëtiqae,  doivent  être  moindres  que  10;  tandis  que  rien  ne 
limile  la  grandeur  des  coefficients  des  diverses  puissances  de  x^ 
dans  la  division  algébrique. 

3*  Dans  la  division  arithmétique,  le  reste  doit  être  moindre 
que  le  diviseur.  Dans  la  division  algébrique,  il  doit  être  de  degré 
moindre. 

4*  Enfin  en  algèbre,  les  résultats  obturas  conviennent  pom* 
toutes  les  valeurs  de  a?  :  il  n'y  a  pas  de  confition  analogue  en 
arithmétique. 

S^YL  Théorèmes  et  appUcations. 

76.  Théorème.  Si  un  polynôme,  entier  en  x,  est  ordonné  par 
rapport  aux  puissances  décroissantes  de  cette  lettre,  le  reste  de  la  di- 
vision de  ce  polynôme  par  le  binôme  (x— a)  s'obtient  en  remplaçant 
ipar  a  dans  le  polynôme. 

En  efiiet,  le  diviseur  (a; — a)  étant  du  premier  degré,  on 
pourra  pousser  la  division,  jusqu'à  ce  qu'on  obtienne  un  reste 
de  degré  moindre,  c'est-à-dire  indépendant  de  x.  Soient  donc 
X  le  dividende,  Q  le  quotient,  entier  en  x,  qui  résulte  de  cette 
division,. et  Rie  reste.  On  aura  identiquement  la  formule  : 

X=<a?— a)Q+R. 

Or,  cette  égalité  a  lieu  pour  toute  valeur  attribtiée  à  âr;  car  en 
multipliant  (x^a)  par  Q,  et  en  ajoutant  R  au  produit,  on  doit 
retrouver  identiquement  le  poljnome  X,  sans  qu'il  soit  néces- 
saire de  donner  à  x  une  valeur  particulière.  On  peut  donc  y 
supposer  x=^  a.  Or^  cette  hypothèse  annule  le  facteur  {x--a); 
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elle  donne  à  Q  une  valeur  déterminée;  elle  annule  donc  le  pro- 
duit {x — a)  Q.  D'ailleurs  elle  ne  change  pas  la  valeur  de  R,  qui 
ne  contient  pas  x  :  donc  si  Ton  désigne  par  X«,  la  valeur  que 
prend  X,  quand  on  y  remplacera  par  a,  l'égalité  se  réduit  à 

X^=R. 

C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

77.  Corollaires.  1*  Si  un  polynôme  X  devient  nul^  quand  on 
y  remplace  x  par  a,  U  est  divisible  par  (x— a).  Car  Xa^  étant  nul 
par  hypothèse,  le  reste  R  de  la  division  est  nul  aussi. 

2°  Si  un  polynôme  X  est  divisible  par  (z — a),  U  se  réduit  à  zéro, 
quand  on  y  remplace  x  par  a.  Car  le  reste  R  étant  nul  par  hypo- 
thèse, il  en  est  de  même  de  X.. 

Ainsi^  pour  qu'unpolynoms,  entier  en  x,  soit  divisible  par  (x — a), 
{/  faut  et  U  suffit  qu'il  se  réduise  à  zéro,  quand  on  y  remplace  x 
para. 

7B.  Cette  dernière  proposition  est  d'une  grande  importance. 
Bornons-nous  à  en  signaler  quelques  conséquences  :  m  est,  dans 
ce  qui.suit,  un  nombre  entier  quelconque. 

!•  (x"  —  a")  est  toujours  divisible  par  (x — a).  Garce  polynôme 
s'annule,  quand  on  y  remplace  x  par  a. 

20  ^xm_|.a«)  n'est  jamais  divisible  par  (x — a).  Car,  en  rempla- 
çant X  par  a  dans  le  dividende,  on  obtient  le  reste  2a^. 

30  (x«— a")  est  divisible  par  (x+a),  quand  m  est  pair,  et  ne 
Fest  pas,  quand  m  est  impair.  En  effet,  diviser  par  {x+a)^  c'est 
diviser  par  [x — (—a)]  :  il  faut  donc,  pour  avoir  le  reste,  substi- 
tuer (—a)  à  X.  Le  dividende  devient  alors  [(—a)*— a*].  Or, 
si  m  est  pair,  on  a  (40)  (— a)*=a*';  et  si  m  est  impair,  on  a 
(—  ay=—a'*.  Donc  le  reste  est  nul  dans  le  premier  cas,  et  il 
est  (—  2a"*)  dans  le  second. 

40  (x"»-}-a")  est  divisible  par  (x-|-a)  quand  m  est  impair,  et  ne 
Vest  paSf  quand  m  est  pair.  Car,  en  substituant  encore  (—a)  à  a?, 
le  dividende  devient  [(—a)" -fa"].  Il  est  donc  nul,  si  m  est  im- 
pair ;  et  il  est  2a",  si  m  est  pair. 

70.  Loi  du  quotient  db  la  division  d'un  polynôme  par 
(aï— a).  Nous  avons  fait  connaître  la  loi,  d'après  laquelle  on  ob- 
tient le  reste  de  la  division  d'un  polynôme  par  (x—a)  (76).  On  peut 
aussi  découvrir  aisément  la  loi  du  quotient.  Représentons  le  poly- 
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nome  par  A,x*-f  Aia^^-^+Arr^-'+'-'+Aw-jX^-j-A^^^-fA», 
et  cherchons  à  effectuer  la  division. 


»""''l  +t 


X — a  Div 


Di^    A«*-4-A,dt— «4-A:X"^+...+A_aJ»+A»-,«4-A« 

*— •+Aia?»-»+...+A.i_3«»+A— iX+A,  A»j— »+A,a 

+A, 
«x-^+ . . .  +  A««a«»+ A^«+ A. 


*—»+...  Q«. 


y  R*  l  +A,a 

+Ai 

Le  premier  terme  du  quotient  est  A^o^^^  Eu  multipliant  le 
diviseur  par  ce  terme,  et  en  retranchant  le  produit  du  divi^ 
dende,  on  obtient  un  premier  reste,  dont  le  premier  terme  est 
(A,a -j- At)a5*~S  et  dont  les  autres  sont  les  termes  mêmes  qui 
suivent  le  second  dans  le  dividende.  Le  second  terme  du  quo- 
tient est  (A,a-f-Ai)a;*^';  pour  avoir  le  premier  terme  du  second 
reste,  il  faut  multiplier  par  a  le  second  terme  du  quotient,  et 
lui  ajouter  le  troisième  terme  du  dividende  :  on  obtient  ainsi 
(A|a"+Aia+A^ar-*.  Par  suite  le  troisième  terme  du  quotient 
est  (A«a'4- Aia+A^x*^.  En  continuant  le  calcul,  on  met  faci- 
lement en  évidence  la  loi  suivante  : 

Le  guottenl  tun  polynomey  entier  enx^  du  degré  m,  par  (x  ^a), 
est  un  polynôme^  entier  en  x,  du  degré  (m — 1).  //  est  ordonné,  comme 
le  polynôme  proposé,  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  x. 
Le  coefficient  du  premier  terme  est  celui  du  premier  terme  du  divi^ 
dende.  Pour  obtenir  le  coefficient  du  second  terme,  on  multiplie  le  pré- 
cédent par  a  ;  et  F  on  ajoute  au  produit  le  coefficient  du  second  terme  du 
dividende.  Pour  former  le  coefficient  du  troisième  terme,  on  multiplie 
celui  que  Von  vient  de  former  par  a,  et  Von  ajoute  le  coefficient  du 
troisième  terme  du  dividende.  Et,  en  général,  le  coefficièni  du  n"** 
terme  est  égal  au  produit  du  coefficient  précédent  pardi,  produit 
augmenté  du  coefficierU  du  vr*  terme  du  dividende.  Si  le  dividende 
n'est  pas  un  polynôme  complet,  il  faut  rétablir  les  termes  qui  man- 
quentfXn  leur  donnant  zéro  pour  coefficient. 

Exemple.   Trouyer  le  quotient   et  le  reste  de  la  diTision  du  polynôme 
3f»_4^ — Ss'  +  T  par  s  ^2.  On  écrit  ainsi  le  dividende 

OD  trouTe  pour  quotient  3x*  +  2«»  +  4«*  +  6*  +  12,  et  pour  reste  31 . 
Si  Ton  applique  la  loi  précédente  aux  exemples  du  n*  98,  on  trouve  : 
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op  +  a  ' 

si  m  est  pair; 

et  î!!ll^=a;»-»— (Mf^+a*x— •- 4-a— ^a;*— fl*^«+a— ' — ??^, 

si  m  est  impair. 

si  m  est  impair; 

et:^-4^^=ar- »— oa— »+a^-^- — a—»»»  +  a— '«— o— '4--^. 

si  m  est  pair. 
On  peut,  d'ailleurs,  obtenir  directement  ces  formules. 

80.  Théobèbie«  Si  un  polynôme  A,  entier  en  x,  se  réduit  à  zéro^ 
quanà  on  y  remplace  x  par  a,  ou  par  b,  ou  par  c  (a,  b,  c,  étant 
des  nombres  inégatuc)^  ce  polynôme  est  divisible  par  te  produit 

(x— a)(x— b)(x  — c). 

En  effet,  puisque  A  s'annule  pour  x=ay'û  est  divisible  par 
{x — a)  (77).  Si  donc  on  désigne  par  Q  le  quotient,  entier  en  x, 
que  Ton  obtient^  on  a  : 

A  =  (a?— a)0. 

Cette  égalité  ayant  lieu,  quel  que  soit  x^  on  peut  y  supposer 
a?=&  ;  et,  si  Pou  désigne  par  Q*  la  valeur  de  Q,  dans  celte  hypo- 
thèse, l'égalité  devient 

0  =  (6— a)Q». 

Or,  la  différence  (6 — a)  n'est  pas  nulle,  par  hypothèse:  donc 
0*=0.  Donc  Q  est  divisible  par  {x—b)  (77).  Désignant  le  quo- 
tient par  Q',  on  a  : 

Q={x-b)Q'; 

et  par  suite,  A  =  (a? — a)  (a?  —  6)  Q'. 

Celte  égalité  ayant  lien,  quel  que  soit  a?,  on  peut  y  supposer 
(V = c  ;  et  elle  devient  : 

0  =  (c-a)(c-6)Q'., 

Q*.  étant  la  valeur  que  prend  alors  Q\ 
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Or,  les  difiërences  (c  —  a),  (c—  6),  ne  sont  pas  nulles  :  donc  Qf^ 
doit  être  nul.  DotieQ'  est  divisible  par  (a?— c);  et,  en  désignant 
le  nouyeau  quotient  par  Q%  on  a  : 

Q'=(a?-c)(r, 

d'où  A=(a?— a)  (a?— 6)  (rr— c)Q\ 

Donc  A  est  divisible  par  le  produit  (x  —  a)  {x — b)  (x — c). 

EXERCICES. 

L  TroaTer  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  (x"~a")  soit  divi- 
sible par  («•—a"). 
Il  faut  et  il  suffit  que  m  soit  dlTisiblepar  n. 

il.  ProuTer  que  le  polynôme 

est  diTLsible  par  le  produit  («—  y)  («—  ji)  (y  •—  x), 
nL  Prouver  que  le  polynôme 

est  divisible  par  le  même  produit. 

IV.  ProuTer  que  ,  si  m  est  impair,  le  polynôme 

(a  +  6  +  c)-  — o"  — 6"— c" 

est  diîisible  par  le  produit  (a+ 1)  (a  +  c)  (&  +  c). 
La  démonstration  des  exercices  II,  III,  IV,  s*appuie  sur  le  théorème  du  n*^t, 

V.  Si  un  polynôme,  entier  en  x,  a  pour  coefficients  des  nombres  entiers,  et 
si]  prend  des  valeurs  numériques  impaires,  quand  on  y  remplace  x  par  0 
par  1  successivement,  ce  polynôme  ne  pourra  se  réduire  à  zéro  pour  aucune 
valeur  entière  attribuée  à  x. 


CHAPITRE  IV. 

DES  nUUSTIONS  AMMfiBMQVES. 

81.  DÉFINITIONS.  Lorsqu'une  expression  A  n'est  pas  divisible 
par  une  expression  B,  on  indique  le  quotient,  comme  on  l'a  vu. 
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(82)  par  ia  forme  -r.  Cette  expression  porte  le  nom  de  fraction 

algébrique.  Le  dividende  A  est  le  numérateur;  le  diviseur  B  est  le 
dénominateur  :  A  et  B  sont  les  termes  de  la  fraction.  i 

Une  fraction  algébrique  est  plus  générale  qu'une  fraction       i 
arithmétique  ;  car  les  termes  de  la  première  né  sont  pas,  comme 
ceux  de  la  seconde,  assujettis  à  être  des  nombres  entiers.  Hais 
nous  allons  montrer  que  les  règles  de  calcul  sont  communes 
aux  deux  genres  de  fractions. 

$  I.  Transformation  des  fractions  algébriques. 

89.  Théorème.  On  n'altère  pas  la  valeur  d'une  fraction  algébri-- 
que,  en  multipliant  ses  deux  termes  par  une  même  quantité. 

En  effet,  soient  ?  la  fraction  proposée,  et  m  le  multiplicateur. 

Représentons  par  une  lettre  q  le  quotient  de  la  division  de  a  par 
6  :  on  a,  d'après  la  définition  même  de  la  fraction, 

a=bq. 

Multipliant  par  le  même  nombre  m  ces  deux  quantités  égales, 

on  a  : 

am  =  bqm  =  bmq; 

et,  divisant  par  bm  les  deux  produits  égaux,  on  obtient  Tégalité 

^         am  am     a 

bm     ^'  bm      6' 

qui  démontre  le  théorème. 

La  même  formule  prouve  que  Von  ri  altère  pas  la  valeur  d^une 
fraction,  en  divisant  ses  deux  termes  par  une  même  quantité. 

Le  principe  fondamental  étant  ainsi  le  même  eu  algèbre  qu'en 
arithmétique,  les  conséquences  seront  les  mêmes. 

85.  Simplification  des  fractions.  On  simplifie  une  fraction 
algébrique,  en  supprimant  les  facteurs  communs  à  ses  deux  ter- 
mes  (82). 

Lorsque  les  deux  termes  sont  des  monômes,  il  est  toujours 
facile  de  découvrir  leurs  facteurs  communs. 

Soit|  par  exemple,  la  fraction  .  ^  .^ ,  Le  plus  grand  commun  diviseur  des 
coefficienU  eit  4;  quant  aux  facteurs  littéraux  communs,  on  reconnaît  immédi»- 


. 
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tement  on  fiictear  a,  trois  facteurs  b,  un  facteur  e,  et  un  (acteur  d.  En  lea  sup- 

9a'e 
pnmant,onobUcnt  la  fracUonsimpUBée^pj^. 

Lorsque  les  deux  termes  sont  des  polynômes,  on  troave  en- 
core immédiatement  leurs  facteurs  monômes  communs. 

Ainsi,  dans  la  fraction  ^.__  ^.^ ,  on  aperçoit  le  lacteur  monôme  4o'6  : 
SI  on  le  supprime.  la  fraction  se  réduit  à  -r— ^ — ^r-r» 

Hais  il  n'est  pas  aussi  facile  de  découvrir  les  facteurs  poly- 
nômes qui  seraient  communs  aux  deux  termes  :  la  recherche 
de  ces  facteurs  se  rattache  à  la  théorie  du  plus  grand  commun 
diviseur  algébrique,  qui  appartient  à  l'algèbre  supérieure.  Ce- 
pendant il  arriye  (|[uelquefois  que  des  caractères  particuliers 
permettent  de  les  déterminer. 

Prenons  pour  exemple  la  fraction 

o«~2o»  +  4a'--7a-f4 
a»  +  oa  — 6 

On  reconnaît  que  le  numérateur  et  le  dénominateur  s'annulent  pour  Phypo- 
thèse  a=l  :  ils  sont  donc  (77)  divisibles  tous  deux  par  (a-*  1).  Si  l'on  sup- 
prime ce  bcteui  commun,  la  fraction  se  réduit  à 

o»— a^  +  3a— 4 

a  +  6 
De  même  la  fraction 

8aVd»-.72yc^» 

6o<;3d»-186C<P 

peut  s'écrire,  en  isolant  les  facteurs  monômes  communs  aux  termes  du  numé- 
rateur, et  les  facteurs  communs  aux  termes  du  dénominateur, 

6c'dMa— 3  b)  ' 

et,  sous  cette  forme,  on  reconnaît  que  2c^  (a— 36)  est  commun  aux  deux 
termes.  La  fraction  se  réduit  donc  à 

4d(a-f  3b) 
3c 

84.  REDUCTION   DES  FRACTIONS   AU    MÊBfE   DlSNOinNATEUR.    On 

réduit  des  fractions  au  mime  dénominateurj  en  multipliant  les  deux 
termes  de  chacune  (Telles  par  le  produit  effectué  des  dénominateurs 
de  toutes  les  autres.  Ainsi  les  fractions 

a    c    e    g 
V  5'  ?'  h' 


58  LIVRE  L 

deviennent,  par  cette  transformation, 

adfh      cbfh      ebdh      gbdf ^    ' 
bdfh'     bdfh'     bdfh'     bdfh^' 

elles  n'ont  pas  changé  de  valeur  (82)  ;  elles  ont  ponr  dénomi- 
nateur commun  le  produit  des  dénominateurs  primitifs. 

On  peut  quelquefois  obtenir  un  dénominateur  commun  plus 
simple  que  ce  produit  :  car  il  suffit  de  choisir,  comme  en  arith- 
métique, une  expression  divisible  par  chacun  des  dénomina- 
teurs particuliers.  Lorsque  ces  dénominateurs  sont  monômes , 
ce  multiple  commun  est  égal  au  produit  du  plus  petit  multiple 
commun  des  coefficients,  par  les  facteurs  Uttéraux  pris  chacun 
avec  leur  exposant  le  plus  élevé. 

Soient^  par  exemple,  les  fractions 

A  B  C 

le  plus  petit  multiple  commun  est  144  a^b'c'.  Les  quotients  de  ce  monôme  par  les 
dénominateurs  iont  respectivement  l^h'c*,  %a(?f  Ba^b^.  Les  fractions  équiva- 
lentes sont  donc 

Axnyç»     Bx9ac»     0x8  0^5* 
144aJ^*c»  '     144a»b«c»*    144  o^b«c»* 

Si  les  dénominateurs  sont  des  polynômes,  la  récherche  d'un 
multiple  commun  plus  simple  que  leur  produit  ne  peut  s'exé- 
cuter, en  général ,  qu'à  l'aide  des  théories  de  l'algèbre  supé- 
rieure. Cependant  il  peut  arriver  que  des  considérations  parti- 
liëres  en  fournissent  l'expression. 

Soient,  par  exemple ,  les  fractions 

W   26(a  — 6)'    4a(a  +  b)'    9o»(a»— 5») 

Commea*  — &»=(a  +  5)  (o— 6),  on  voit  que  l'expression  26a*b»  (a*— 6>)  est 
divisible  par  chacun  des  dénominateurs  ;  les  quotients  sont  respectivement 

12aMa>-5»),      18o>6(a  +  6),      9a6»(a-5),      46»; 
et  les  fractions  équivalentes  sont 

34  fl»  (g^— b^)         ISa^b  (a+b)»        9ay  (a— &)'        4y(a»+2y) 
36a»6V-6')'    36  a^b>  (a»-6«)*  36a»6»  (a'— 6»)'  36a'6Ho»— S*)* 

S II.  Opérations  sur  les  fractions  algébriques. 

88.  ADDinoN.  Lorsque  les  fractions  ont  le  même  dénominateur, 
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m  additionne  les  numérateurs ^  et  Von  donne  à  la  somme  le  dénomi- 
nateur commun» 

Ainsi  ±+L+l  +  l^<d±tî±É; 

m  ^  m  ^  m  ^  m  m 

car  les  produits  par  m  de  chacun  des  membres  de  cette  formule 
soDt  (50)  égaux  à  (a+6+c+d). 

Si  les  frayions  ont  des  dénominateurs  différents ^  on  les  réduit  au 
même  dénominateur;  puis  on  applique  la  règle  précédente. 

86.  Soustraction.  Lorsque  les  fractions  ont  le  mime  dénominor 
teur^  on  soustrait  le  second  numérateur  du  premier ^  et  Von  donne  à 
la  différence  le  dénominateur  commun. 

...                           ah       a — & 
Ainsi  = î 

mm        m 

car  les  produits  par  m  des  denx  membres  de  cette  formule  sont 
égaux  (30)  à  (a— ô). 

Si  les  fractions  ont  des  dénominateurs  différents^  on  les  réduit  au 
même  dénominateur;  puis  on  applique  la  règle  précédente.  ^ 

87.  MuLTiPUCATiON.  On  miUtiplie  une  fraction  par  une  autre^ 

en  multipliant  les  numérateurs  entre  eux  et  les  dénominateurs  entre 

eux,  puis  en  divisant  le  premier  produit  par  le  second. 

a  d 

En  efTet,  soit  à  multiplier  la  fraction  r  par  la  fraction  r?.  Dési- 

gnons  par  g  et  g'  les  valeurs  de  ces  deux  fractions,  de  sorte  qu*on 
a,  par  définition  : 

Holliplions  ces  égalités  membre  à  membre  ;  nous  aurons  : 

aa'=6g.6V,    ou  (20)    ad  —  Wq(i. 

Divisons  maintenant  les  deux  membres  par  hV^  nous  aurons  : 

ad         .  ad     a  ^a' 

^  =  qçf,  OU  W=F^y' 

ce  qui  démontre  la  règle  énoncée. 

Il  résulte  de  cette  règle  que  le  produit  de  plusieurs  fractions  est 
une  fraction  égale  au  produit  des  numérateurs  divisé  par  le  produit 
des  dénominateurs. 
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.  a      a'       a"  aa'a\...^ 

Ainsi  'b^J'^T'""'^  bbb"..J 


et  par  suite  Uj   =^. 


88.  DIVISION.  On  divise  une  fraction  par  une  autre,  en  multi- 
pliant  la  fraction  dividende  par  la  fraction  diviseur  renversée. 

Soil,  ea  effet,  à  diviser^  par  p.  Posons  encore, 

a=bq,    a'=^b'q'f 
et  divisons  ces  égalités  membre  à  membre;  nous  aurons  : 

a_^bq 
o'  —  b'q'' 

Multiplions  les  deux  membres  par  r-,  nous  aurons  (87)  : 


aV     bqV 

a'b'~'b'(^b' 

ou  simplifiant  le  second  membre  (83), 

aV      q 

a'b  ■"  f 

c  est-à-dire                    r  X  -r  =  x  =  tîî 

b      a      b    b 

ce  qui  démontre  la  règle. 

S  III.  Des  exposants  négatifs. 

89.  Définition.  On  a  vu  (84),  que  le  quotient  de  la  division 
de  a"  par  a"  est  a""""  :  mais  la  démonstration  suppose  que  l'on 
a  m  >>  n.  Si  l'on  a,  au  contraire,  nK^n,  le  quotient  doit  s'écrire 

sous  forme  de  fraction,  — .  Ou  peut  alors  supprimer  m  facteurs  a 

communs  aux  deux  termes,  et  la  fraction  prend  la  forme -7:;;. 

D'un  autre  côté,  si  l'on  appliquait  la  règle  des  exposants  au 
cas  où  l'exposant  du  diviseur  surpasse  l'exposant  du  dividende 
on  écrirait  : 

a'^'.a^  =a' 
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Par  suite,  on  conservera  à  cette  règle  toute  sa  généralité,  si  Von 
eonfoierU  que  Veoepression  a"*  représente  la  fraction  — . 

Noos  admettrons,  comme  définition,  qu'une  lettre  affectée  d'un 
exposant  négatif  exprime  une  fraction^  qui  a  pour  numérateur 
Tuttàé,  e(  pour  dénominateur  la  mime  lettre  affectée  du  mime  expo- 
sani  pris  positivement.  Et  nous  allons  voir  que  cetle  notation 
permet  de  généraliser  quelques  théorèmes. 

Et  d*abord,  la  formule 

ayant  lien,  par  définition,  quand  m  est  positif,  est  vraie,  par 
cela  même,  pour  des  valeurs  négatives  de  m.  En  eflet,  si  l'on 
suppose m= — m', — m  deviendra  égal  à  m';  et  les  deux  mem- 
bres de  la  formule  [  1  ]  deviendront  a*'  et  — ^j.   Or ,   par    défini- 

lioD,ûr^=-5P,  puisque  m'  est  positif  :  donc -i^  est  le  quotient 

de  1  par  -^  ou  a*'  (88).  Les  deux  membres  sont  donc  égaux. 

00.   GÉRÊRALISATION  de    la    règle   des    exposants    pour    LA 

uuLTiPucATioN.  Oua  démoutré  (28),  pour  les  exposants  positifs, 

la  formale 

a*Xa*=a"+».  [2], 

Cette  formule  est  encore  vraie,  si  Tun  des  deux  exposants,  ou 
tous  les  deux,  sont  négatifs. 

Supposons  d'abord  m  positif,  et  n  négatif  et  égal  à — n' ,  nous 
aurons  : 

a^>:.a*=:a'^Xa'^=a'^X  ^,=^. 

a*      a^ 

(X* 

Mais-^=a*-^,  en  vertu  de  la  règle  générale  de  la  division  (89) . 

Donc  a'^Xa''=:a^*'t 

ou,  en  remplaçant  n'  par— n, 

a*  Xû* =«•*•• 

Supposons  maintenant  m  et  n  négatifs  tous  deux,  et  égaux  à 
—m' et—  n'  ;  nous  aurons  : 

a-xa«=a— 'X<r"'  =  -îj,  X  4  =  -^J^  =  a—'-'  =  a-*»; 
ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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91.  GéN^RALISATION  DE  Là  RÈGLE  DES  EXPOSANTS  BOtTR  LA  DIVI- 
SION. On  a  (89),  pour  des  valeurs  positives  de  m  et  n,  la  formule 

Cette  formule  est  encore  vraie,  si  l'un  des  nombres,  m  ou  n,  ou 
tous  les  deux,  sont  négatifs. 
Supposons  d'abord  m= — m'y  et  n  positif;  nous  aurons  : 

CL  CL 

m 

Si,  au  contraire,  m  est  positif,  et  n  négatif  et  égal  à — n',  on  a  : 

Si  enfin  on  a,  à  la  fois,  m= -^711^1%= — n',  on  aura  : 

1      I      0** 

La  formule  [3]  est  donc  vraie  dans  tous  les  cas. 

92.  GÉNÉRALISATION   DE    LA  RÈGLE    DES  EXPOSANTS  POUR  LES 

PUISSANCES.  On  a  démontré  (29),  pour  les  valeurs  positives  de  m 
et  de  n,  la  formule 

Cette  formule  est  encore  vraie,  si  l'un  des  nombres  nkou  n,  ou 
tous  les  deux,  sont  négatifs. . 

Supposons  d'abord  m.positif,  et  n  négatif  et  égal  àr— n';  nous 
aurons  : 

(a")"=(a-)-'==^  =  jL=cr-^=  ^ 

Supposons  ensuite' m = — m\  et  n  positif;  nous  aurons  : 

Suppospns  enfin  m=— f)i',n=— n',  à  la  fois;  nous  aurons  : 
(«-).= («r.')-'=  (i,)-"=^.=^  =a-=  «-. 

La  règle  est  donc  générale. 
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S IV.  Théorèmes  et  applications. 

S3«  TfléoRàssE»  Si  plusieurs  fractions  -r-»  -p»  -p..»  •  s(ml  égales 

entre  eUes,  on  obtient  une  fraction  égale  h  chacune  dTelles^  en  dm- 
sqtU  la  somme  des  numérateurs  par  la  somme  des  dénominateurs. 
£q  effet,  désignons  par  une  lettre  q  la  yaleur  commune  de 
toutes  ces  fractions  ;  on  aura,  par  définition, 

a  =  ôg,    a'  =  Vq,    cl'=Vq...\ 

d'où,  en  ajoutant  ces  égalités  membre  à  membre,  et  mettant  q 
en  facteur  dans  le  second  membre, 

a+cl+(f-^....={b+V+V^....)q 

Par  suite,  en  di^sant  les  deux  membres  par  (fr+6'+6*+...0r 
il  Tient  : 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

• 

Corollaires.  l^'On  peut,  avant  de  faire  l'addition,  multiplier 
les  deux  termes  de  chaque  fraction  par  un  même  nombre  quel- 
conque. Ainsi  * 

a_dk       a'_£2^       d'  ^cTk' 
b~W      V^b'W*      F'  — 6V'' 

Goomie  les  fractions  n'ont  pas  changé  de  valeur,  on  en  conclut  : 

ak+a'\'+af\''+....  _a'>^ __a  ^^n 

5X+6'X'+6"X"+,...  "■  b\  "" 6*  ^^ 

2«  Si  l'on  élève  chaque  fraction  au  carré,  on  a,  en  les  suppo* 
saut  positives, 

(f_a'^_^_        _ a^+al^+a''^+. ...  ^ 

d'où,  en  extrayant  les  racines  carrées  des  divers  membres, 
a_a!_^_        _)Ja^+a'^+d'^+....        ., 

l-Vv  ^b'^b'^+v^'+....      ^^ 

Ainsi,  si  plusieurs  fractions  sont  égales^  chacune  dC elles  est  égale 
màquotieru  de  la  racine  carrée  de  la  somme  des  carrés  des  numé' 
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rcteurSy  divisée  par  la  racine  carrée  de  la  somme  des  carrés  des  déno- 
minateurs. « 

94.  Théorème.  Si  plusieurs  fractions^  à  termes  positifs^  sont 
inégales^  la  fraction  formée,  en  divisant  la  somme  des  numérateurs 
par  la  somme  des  dénominateurs,  est  comprise  entre  la  plus  grande 
et  la  plus  petite  d'entre  elles.  Soient,  par  exemple, 

Si  Ton  pose  t  =  Ç>    d*où    a^bq, 

on  en  conclut  :    a'>Vq^    a*'>6"^,    a*>b''q\ 

d'où,  en  ajoutant,  membre  à  membre  : 

a4-a'  +  a*  +  a*'>(6+y+6"  +  6*)g, 

a+d+a'+a*^ 
et,parsmte,  __^>^, 

b  +  b'+b'^'^b'^V 

a' 
Si  Ton  pose  ts  =  ^,    d*où  a"  =  b'q, 

on  aura:  a"<Cb%    a'<Vq,    a<:j>q\ 

puis,  ajoutant  membre  à  membre,  on  aura  : 

a+a'+a^+a''<(6+ô'+6''+ft-)j, 

d'oùl'ontire:  f+^j+^^+^V. 

6-1-6' -|-6"+6*^^» 

ou  a+a'+a"+a'      a\ 

bJ^V  +  V'+b'^b"' 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

On  démontrera  aisément  des  corollaires  analogues  à  ceux  du 
théorème  (05). 

EXERCICES. 

I.  Vérifier  la  formule 

g'yU»      {x'^^h^  (t/'-M)  fi»-bn  .   (a?»-c^)  >'v'~c»)  (i»-c*J 
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n.  Yêrifler  la  formiile 

m.  Yérifier  la  fonnnle  • 

P9"*"  (y>— b>) 6»  (c>  — ft")"'"  (c»-.y*)  c«le*- b*) ~  (y»— ft»)    Cv*— c«)' 
lY.  Yérifier  la  formule 

Y.  Yérifier  la  formule 

1.1.1 


(a-6)(a-c)  (x+a)  '   (6-a)  (b-e)  (»  +  6)  ^  (c-a)  (c-fe)  (x  +  c) 

_^ I    

U  +  o)  («  +  &)  (ap+c)  • 

Les  formates  I,  II,  III,  lY,  Y  se  yérifieat  en  réduisant  les  deux  membres 
ta  même  dénominateur  :  on  rencontre  alors  des  identités. 
YI.  Simplifier  l'expression 

1  — o' 
(l  +  o»}«-(o -!-»)«• 

On  trouve  = =. 

1—»* 

YII.  Simplifier  Texpreaslon 

1 


il+a6  +  (a  +  &)») 

^,(l+fl^)  (l+g^+(a  +  &)ag]  — Co-hb)(o-fb+a-f-o?>)r] 
^  ll  +  (i6+(o+6}»j> 

On  trouve 


l-«>' 
Vm.  Yérifier  U  proportion 

e  e 


a  +  6       a  +  26      a  +  fr 


c 


IX.  Réduire  Texpression 


«•—1     «"+1      «•— l^«"+l» 

et  vérifier  qu'elle  est  un  polynôme  entier  en  x, 
Alo.  B.  !'•  Partie. 
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X.  Réduire  l'expression 

et  Térifier  que  la  somme  ne  contient  pas  de  dénominateon* 


CHAPITRE  V. 

DES  RADICAUX  ALGËDRIQUE9, 

08.  DÉFINITIONS.  On  a  vu  (29)  que,  pour  élever  un  monôme 
entier  à  la  puissance  m"",  il  faut  élever  son  coefficient  à  la  puis- 
sance m"",  et  multiplier  par  m  tous  les  exposants.  Par  suite,  si 
le  coefficient  d'un  monôme  est  une  puissance  m"*  parfaite,  et  si 
ses  exposants  sont  tous  multiples  de  m,  on  extrait  la  racine  m"** 
de  ce  monôme^  en  extrayant  la  racine  m">*  du  coefficient^  et  en  divi- 
sant par  m  tous  les  exposants.  Ainsi 


Le  plus  souvent  il  n'existe  pas  de  monôme  rationnel  dont  la 
puissance  m"^  soit  égale  à  un  monôme  donné  ;  alors  on  ne  peut 
qu'indiquer  la  racine  mr*  à  l'aide  d'un  signe.  On  désigne  par\/K 
le  nombre  dont  la  puissance  m"^  est  égale  à  A.  Ce  nombre  se 
nomme  radical^  et  m  est  Yindice  du  radical.  On  donne  aussi  le 
nom  de  radical  au  signe  seul  7  * 

Lorsque  A  est  un  polynôme,  il  n'arrive  presque  jamais,  que  sa 
racine  m""  puisse  s'exprimer  par  un  autre  polynôme;  d'ailleurs 
les  règles  qui  conduisent  à  sa  valeur,  quand  elle  existe  sous  cette 
forme,  ne  se  démontrent  que  dans  la  seconde  partie  de  l'algè- 
bre. Nous  l'indiquerons,  dans  tous  les  cas,  par  le  signe  v^Â* 

96.  Des  différentes  valeurs  de  ^A.  Si  l'on  se  borne  à  coU"- 
sidérer  les  nombres  positifs,  ^A  a,  d'après  notre  définition,  une 
valeur  unique  et  déterminée.  Mais  les  conventions  faites  en 
algèbre  nous  obligent,  dès  à  présent,  à  lui  donner  un  sens  plus 
étendu.  Il  peut  arriver  quatre  cas. 


DU  CALCUL  AL6ËBRIQUE.  67 

1*  Si  A  est  positif,  et  que  m  soit  pair,  la  racine  rrr*  de  A  a  deux 
valeurs  égales  et  de  signes  contraires.  En  effè),  si  l'on  élève  à 

la  puissance  m"*  le  nombre  ^Â^  quel  que  soit  le  signe  qui  le 
précëjde,  on  obtient  toujours  A,  puisque  le  produit  d*un 
nombre  pair  de  facteurs  négatifs  est  positif  (40).  Par  exemple, 

yT représente,  d'après  nos  conventions,  —  2  et  +  2;  car  ces 
deux  nombres  ont  tous  deux  pour  carré  le  nombre  4. 

2*  Si  A  est  positif  et  m  impair,  il  n'y  a  pas  lieu,  pour  U  mo- 
ment^ d'attribuer  &  ^k  une  signification  plus  générale  qu'en 
arithmétique.  Ainsi  v^8  =  2. 

3*  Si  A  est  négatif  et  m  pair ,  \flî  ne  représente  aucun 
nombre  positif  ou  négatif;  car  les  puissances  paires  d*un  nombre 
positif  ou  négatif  sont  toujours  positives  (40). 

4»  Si  A  est  négatif  et  m  impair,  posons  A= — A';  alors 

7 A  =V  — A'= — v^A';  carm  étant  impair,  la  puissance  m"^de 

—  ^A!  sera  —  A'  ou  A  (40).  Ainsi  v^  —  8  =  —  ^"5=  —  2  ;  car  le 
cube  de  — î  est  —  8. 

Ces  généralisations  sont,  en  algèbre,  d*une  grande  importance  ; 
elles  recevront  plus  tard  de  grands  développements;  mais  il 
xeu  sera  plus  question  dans  ce  chapitre.  ïfous  considérerons 
setUement  les  racines  positives  des  nombres  positifs. 

g  1.  TransfonnatioD  des  radicaux. 

97.  Principb  I.  Lorsqu'un  radical  est  multiplié  par  un  facteur ^ 
■n  peut  faire  passer  ce  facteur  sous  le  radical^  pourvu  qu'on  Félève 
à  une  puissance  marquée  par  Findice.  Ainsi       • 

ay^T=7û*^  [1] 

Pour  le  prouver,  il  suffit  de  remarquer,  qu'en  élevant  a  y  F  et 

v^  o^à  la  puissance  m"*,  on  obtient  des  résultats  égaux.  En  ef- 
fet, la  puissance  m*"'  d*un  produit  étant  le  produit  des  puis- 
sances m"*'  des  facteurs,  on  a,  pour  la  première  expression  : 

D'ailleurs  on  a,  pour  la  seconde,  d'après  la  définition  même. 
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La  même  formule  [1]  démontre,  qu'on  peut  faire  sortir  un 
facteur  placé  sous  le  radical^  pourvu  qu'on  en  extraie  une  racine 
marquée  par  Findice. 

98.  Principe  IL  On  n'dtère  pas  la  valeur  d*un  radical,  en  mul^ 
tipliant  Findice  et  Vexposant  de  ce  radical  par  un  mime  nombre» 
Ainsi 

^IF^'^â^.  [2] 

Pour  le  prouver^  il  suffit  de  remarquer,  qu'en  élevant  yHr  et 

"^ô^  à  la  puissance  tnp%  on  obtient  des  résultats  égaux.* Et  en 
effet,  la  seconde  expression,  élevée  à  la  puissance  mp**,  donne, 
par  définition,  a"''.  Quant  à  la  première,  comme  la  puissance 
mp"^  d'une  expression  est  la  puissance  p**  de  la  puissance  m"* 
de  cette  quantité  (28),  on  a  : 

Les  deux  résultats  sont  donc  bien  égaux. 

La  môme  formule  [2]  démontre,  qu'on  peut  diviser  Vindice  et 
Vexposant  (Tun  radical  par  un  mime  nombre,  sans  altérer  sa 

valeur. 

99.  Simplification  d'un  radical.  Lorsque  le  radical  porte  sur 
une  quantité  élevée  à  une  certaine  puissance,  on  peut  souvent 
lui  faire  subir  une  simplification. 

1*  Si  l'indice  de  la  racine  est  égal  au  degré  de  la  puissance,  les 
deux  opérations  se  détruisent.  On  a ,  en  effet  (9iS)  : 

y^a*"  =  a, 

2<>  S'il  existe  un  facteur  commun  à  Vindice  de  la  racine  et  à 
r exposant  de  la  puissance,  on  peut  le  supprimer.  On  a,  en 
effet  (98)  :  

3»  S'il  se  trouve  sous  le  radical  un  facteur  dont  Vexposant  soit 
multiple  de  Vindice  de  la  racine^  on  peut  le  faire  sortir  du  radical, 
en  divisant  cet  exposatit  par  Vindice.  On  a  (97)  : 

yaF^=  a'  V^. 

100.  Réduction  des  radicaux  au  m£me  indice.  Soient  deux 
radicaux  ^ô^    ^W;  on  peut  multiplier  l'indice  et  l'exposant  du 
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ptemier  par  n,  indice  du  second;  puis  multiplier  Tindice  et 
Fexposant  du  second  par  m,  indice  du  premier  (08)  ;  on  obtient 

ainsi  :  "^0^  et  "v^ 6«*.  Ces  radicaux  ont  le  même  indice  ;  car 
cet  indice  est  le  produit  des  deux  indices. 

On  réduit  donc  deux  radicaux  au  mime  indice^  en  multiplianl 
l'indice  et  Vexposant  de  chacun  d'eux  par  rindiee  de  Vautre. 

On  réduit  de  même  plusieurs  radicaux  au  même  indice,  en  multir' 
pliant  l'indice  et  Vexposant  de  chacun  d*eux  'par  le  produit  effectué 
des  indices  de  tous  les  autres.  Ainsi  les  radicaux 

V^7     yà'^j      \l'ch     \fd^y 
deviennent,  par  cette  transformation, 

■"J/^^,      ■"J'6w5,      ""'v^cî^,      '^d^*. 

Ces  r^les  ont  beaucoup  d'e^alogie  avec  celles  à  Taide  des- 
quelles on  réduit  les  fractions  au  même  dénominateur.  On  peut 
même  pousser  Tanalogie  plus  loin,  et  donner  aux  radicaux  un 
indice  commun  égal  au  plus  petit  multiple  commun  de  leurs  indices. 
En  effet,  soit  \l  le  plus  petit  multiple  commun  aux  indices,  m, 
^)  P}  9  »  de  sorte  que  l'on  ait  : 

en  multipliant  l'indice  et  l'exposant  du  premier  radical  par  m\ 
et  ceux  des  autres  par  rij  p\  q\  respectivement,  les  radicaux 
deviennent, 

"V^,    "V^P^',     "v'cS^,     73^^'* 

UQ  VÔ^»       V^»       VcS',       yW\ 

s  II.  Opérations  sur  les  radicaux. 

iOI.  Multiplication.  Lorsque  les  radicaux  ont  le  même  indice^ 
pour  faire  leur  produit,  on  multiplie  les  quantités  placées  sous  les 
signes,  et  Von  affecte  le  produit  du  signe  commun.  Ainsi  : 

V^xV^Xy^X  5^5=70^.  [3] 

Pour  le  prouver,  il  sufflt  de  remarquer,  qu'en  élevant  les  deux 
membres  à  la  puissance  m"*,  on  obtient  des  résultats  égaux.  Car 
le  second  devient  abcd,  par  définition  ;  et  comme  la  puissance  m** 
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d'un  produit  est  le  produit  des  puissances m*^  des  facteurs  (20), 
lo  premier  membre  devient  : 

(7â  X^bX  'sic  X  "y/dT  =  Cy/âT  (7^)"  (7^)*  (v^d)*  =  a  bcd. 

Si  les  radicaux  rCont  pas  le  même  indice,  on  les  ramène  à  un  in- 
dice commun  (100),  et  on  applique  la  règle  précédente.  Ainsi  : 

Si  les  radicaux  ont  déi  coefficients  numériques  ou  littéraux,  on  en 
fait  le  produit.  Ainsi  : 

102.  Division.  Lorsque  les  radicaux  ont  le  même  indice,  pour 
diviser  le  premier  par  le  second,  on  divise  les  qu/intités  placées  sous 
les  signes,  et  Von  affecte  le  quotient  du  signe  commun.  Ainsi  : 


Pour  le  prouver,  il.suffit  de  renmrquer,  qu'en  élevant  les  deux 
membres  à  la  puissance  m"%  on  obtient  des  résultats  égaux.  Et, 

en  eiîety  le  second  devient,  par  définition,  p  Quant  au  premier^ 

comme  la  puissance  m"^  d'une  fraction  est  le  quotient  des  puis- 
sances fn"^'  de  ses  deux  termes  (87),  il  devient  : 

'VaV^_Ç^'aT_a 

Si  les  radicaux  ont  des  indices  différents,  on  les  ramène  au  même 
indice,  et  l'on  applique  la  règle  précédente.  Ainsi  : 


l'coefficients,  on  en  j 


Si  les  radicaux  ont  des'coefficients,  on  en  fait  le,quotient.  Ainsi  : 

3^ 

kky 

t05.  Puissances  d'un  radical.  Pour  élever  un  radical  à  une 
puissancei,  on  élève  à  celte  puissance  la  quantité  placée  sous  le  ra- 
dical. Ainsi  : 
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Pour  le  prouver,  il  suffît  de  remarquer,  qu*en  élevant  les 
deux  membres  à  la  puissaoce  m**,  on  obtient  des  résultats 
é<raai.  Et,  en  effet,  le  second  devient,  par  la  définition,  a''. 
Quant  au  premier,  comme  la  puissance  m*~  de  la  puissance  p** 
d'une  quantité  est  égale  à  la  puissance  prrtr*  ou  à  la  puissance 
OT|)*  de  cette  qaantité,  et  réciproquement,  on  a  : 

i("^)'r=(7^-r=(y5^"'=i(7^-n '=(«•)'=«-. 

Après  l'opération,  on  simplifie  le  radical,  s'il  y  a  lieu  (99). 
Si  k  radic€U  a  un  coefficient ,  on  rélève  à  la  mime  puissance. 
Ainsi  : 

104.  Raones  d'un  RADICAL.  Pour  extraire  une  racine  (f  un 
raàiealj  on  multiplie  Findice  du  radiccU  par  rindice  de  la  racine^ 
et  Ton  sin^lifie  ensuite  le  résultat,  s'il  y  a  lieu.  Ainsi  : 

^^^=7?:  [6] 

Pour  le  prouver,  il  suffit  de  remarquer  qu'en  élevant  les  deux 
membres  à  la  puissance  mp"',  on. obtient  des  résultats  égaux. 
Et,  en  effet,  le  second  devient  alors,  par  la  définition,  a*.  Quant 
au  premier,  comme  la  puissance  mp***  d'une  quantité  est  égale  à 
la  puissance  tn"*  de  la  puissance  p*^  de  cette  quantité ,  on  a  : 

(;=^r=  { (v^r  j-=  (v^.)- =0-. 

§  III.  Des  exposants  fractionnaires. 

105.  DÉFINITION.  On  a  VU  (08)  que,  pour  extraire  la  racine  p** 
d'une  quantité  a^  dont  Texposant  est  multiple  de  llndice,  il 

suffît  de  diviser  Texposant  par  l'indice.  Ainsi  |/a"*'  =  a*".  Mais, 
si  la  divisioa  n'est  pas  possible,  la  règle  ne  s'applique  plus,  et  la 

racine  p**  de  tf*  s'écrit  alors  J^ô".  Si,  toutefois,  on  appliquait 

encore  la  règle  précédente  à  ce  cas,  on  devrait  écrire  a?.  On 
conservera  donc  à  cette  règle  toute  sa  généralité,  si  l'on  convient 

m 

de  représenter  le  radical  C'a*  par  le  symbole  a'-  . 
Nous  admettrons,  comme  définition,  qu'une  lettre  a,  affectée 

d>un exposant  fractionnaire  ^ ,  représente  un  radical  qui  a  pour 
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exposant  h  numérateur  m,  et  pour  indice  le  dénominateur  p.  Et 
nous  allons  voir  que  cette  notation  nous  permettra  d'énoncer 
plus  simplement  les  résultats  précédents. 
Mais»  avant  d'en  montrer  les  avantages,  nous  ferons  remar^ 

quer  qu'elle  n'implique  pas  contradiction  ;  et  que  l'expression  a' 

m 
conserve  la  même  valeur,  si  on  y  remplace  l'exposant  —  par  une 

fraction  égale  -7  •  En  d'autres  termes,  si  l'on  a  —  =  -7» 
°      p  '  P      P 

on  aura  aussi  a^=  a>^, 

c'est-à-dire,  en  vertu  de  nos  conventions, 

Or  cette  dernière  égalité  est  évidente  :  car  si  l'on  réduit  ces  deux 
radicaux  au  môme  indice,  ils  deviennent  v  ^"''  et  ya"^'  ;  et  l'on 

voit  qu'ils  ont  alors  le  même  exposant,  puisque  l'égalité  —  =  --; 

entraîne  l'égalité  mp'  =  m'p. 

i06.  Généralisation  de  la  règle  des  exposants  pour  la 
MULTiPUCATioN.  On  a  démontré  (28),  pour  les  exposants  entiers 
et  positifs,  la  formule 

a*"Xa''=a^'*'\  [1] 

Cette  formule  est  encore  vraie,  si  l'un  des  exposants  m  ou  n,  ou 
U>us  les  deux,  sont  fractionnaires. 

Supposons  d'abord  m  fractionnaire  et  égal  à -,  n  restant  en- 
tier ;  nous  aurons,  d'après  la  définition  et  le  principe  I  (97)  ; 

or,  si  l'on  applique  notre  convention  à  cette  dernière  expres- 
sion,  elle  devient,  a  <   ou  a^     ; 

donc  a''xa''=:a'^     • 


Si  maintenant  les  deux  facteurs  ont  des  exposants  traction* 

P  r 

1res,  m  =  -,  n=-, 
q  t 


naires,  »w=^»  n=-:,  on  aura: 
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or  ee  dernier  radical  peut  s'écrire,  d'après  nos  conventions» 


a  «*     ou   o«**; 
donc  a^'X.a^^a''  \ 

107.  GiNÉRALISATION  DE  LA  RÈGLE  DES  EXPOSANTS  POUR  LA 

DIVISION.  On  a  (80),  pour  des  valeurs  entières  et  positives  de 
metden: 

ar:ar=ar-''.  [2] 

Cette  formule  est  encore  vraie,  si  m  ou  n,  ou  tous  les  deux, 
sont  fractionnaires. 

Supposons  d'abord  m  =  -,  et  n  entier  ;  nous  aurons  : 

(f':ar=a^:ar=^y/c^:a^sz  y^:  î/^=  )/aF^i 
or  ce  dernier  radical  peut  s'écrire,  d'après  nos  conventions, 

a  «      OU    a«  *;  ' 

donc  a'^:a^=:a'^    . 

Supposons  ensuite  m  entier»  et  n  =  ^  ;  il  viendra  : 

g 

ar:ar=ùr:a^=ar:  î/^==v^â=5  :  J^â'=ya"«-»  • 

or  ce  dernier  radical  s'écrit,  d'après  nos  conventions. 


a  *     ou  a    *; 
on  en  conclut:  a'^:a*=a    •. 

Supposons  enfin  tn=-,  n=:-  ;  il  viendra  : 

et,  comme  ce  dernier  radical  s'écrit,  d'après  nos  conventions. 


a«*     ou    a'  'j 


on  en  conclut  :  a«  :  cf=  a«"  ^. 


108.  GÉNiRALISATIOM  DE  LA  RÈGLE  DES  EXPOSANTS  POUR  LA 
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FORMATION  DES  PUISSANCES.  On  a  démontré  (89),  pour  les  Tab- 
leurs entières  et  positives  de  m  et  de  n,  la  formule 

(a")*=a"».  [3] 

Cette  formule  est  encore  vraie,  quand  m  ou  n,  ou  tous  les  deux, 
sont  fractionnaires. 

Supposons  d*abord  m=^^  n  entier  ;  on  a  : 
et  comme,  d'après  nos  conventions, 

on  enconciut:  {a"*)*=a'''"=a"*\ 

Supposons,  au  contraire,  nk  entier  et  n  =  -  ;  on  a  r 

(ûr)*=(a*)«  =  ^(?7=vâ*'=a'  =a"''«  =  a«^. 
Supposons,  enfin,  m=-,  n=-;  nous  aurons: 

109.  Généralisation  de  la  règle  des  exposants  pour  l'ex- 
traction DES  racines.  On  a  vu  (i05)  que,  pour  des  valeurs  en- 
tières et  positives  de  m  et  n,  on  a  la  formule 

v/â*=a",  [4] 

formule  démontrée  quand  n  est  divisible  par  m,  formule  de  con- 
vention quand  la  division  n'est  pas  possible.  Cette  formule  est 
\raie,  quand  m  ou  n,  ou  tous  les  deux,  sont  fractionnaires. 

Supposons  d'abord  m  entier,  et  n=: -;  nous  aurons  : 

or,  d'après  nos  conventions,  'yfâ^  s'écrit 

a"»«     ou     a«     ; 
donc  v'a*'=a«  '  =-a"*» 
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Supposons,  en  second  lieu,  m  =^,  n  restant  entier.  La  ra- 
dne,  d*iDdice  -,  de  la  quantité  a*,  est  le  nombre  dont  la  puis- 
sance '  est  égale  à  a\  Désignons  ce  nombre  par  x^  de  telle 
sorte  que 

x^=:a\    ou    v^'=o*. 

Si  Ton  ëlë?e  les  deux  membres  à  la  puissance  9*^,  puis  si  l'on 
extrait  des  résultats  la  racine  jT* ,  on  aura  successivement  : 


•  :« 


donc  a?=V^a*=û  *«=:a". 

E    

Supposonsenfin  m=-,  n=-;i/a^  est  la  quantité  a?,  dont 
la  pmssancc  -  est  égale  à  a*;  on  a  donc  : 

afl^zôFf    ou    v^i'=v^â\ 

£le?ant  les  deux  membres  à  la  puissance  9^,  puis  extrayant  des 
résultats  la  racine  p^,  nous  aurons  successivement  : 

donc  a?=ry''a*=a*''=a"», 

ilO.  GÉNéRALISATION  DANS  LE  CAS  OU  LES  EXPOSANTS  FRACTION- 
NAIRES SONT  NÉGATIFS.  Nousavons  supposé,  dans  ce  qui  précède, 
que  les  nombres  m  et  n  sont  positifs.  Les  diverses  formules  que 
nous  avons  généralisées  sont  encore  vraies ,  lorsqu'on  donne 
aux  exposants  fractionnaires  des  valeurs  négatives,  pourvu  que 

Ton  convienne  de  représenter  par  le  symbole  a""  l'expression 

1  1 

"ê  (80),  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  l'expression  — =  (108). 

V 
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En  effet,  si,  pour  toutes  les  valeurs  positives,  entières  ou  frac- 
tionnaires de  m,  on  a  toujours  la  formule 

^      1 
a"' 

les  raisonnements  qui  nous  ont  servi,  dans  le  chapitre  précé- 
dent (89  à  92),  à  étendre  les  formules  aux  cas  où  les  expo- 
sants sont  entiers  et  négatifs,  s'appliquent,  sans  modifications, 
aux  cas  où  ces  exposants  sont  fractionnaires  et  négatifs. 

Remarquons  que  la  formule  [2]  (107)  n*est  vraie,  quand  on  a 
^^<Zt^i  qu'autant  qu'on  adopte  la  nouvelle  convention  que  nous 
venons  de  faire. 

Une  seule  généralisation  reste  à  faire,  dans  le  cas  de  l'extrac- 
tion des  racines.  On  a  (109),  pour  toutes  les  valeurs  positives 
de  met  de  n,  entières  ou  fractionnaires,  la  formule 

Cette  formule  est  encore  vraie,  quand  m  ou  n,  ou  tous  les  deux, 
sont  négatifs. 
Supposons  d'abord  n  négatif  et  égal  à-^n',  m  posilifi  on  a  : 


or,  d'après  nos  conventions,  cette  dernière  expression  s'écrit 


— •• 


a  •",    ou    a~*''"; 

■'—  -S- 

donc  \/a^= ar^  •  "•  =  a*. 

Supposons  ensuite  m  négatif  et  égal  k  -^m^  n  restant  posi- 
tif; "Va*  «st  une  quantité  a?,  dont  la  puissance  (—m')  est  égale 
a  a*".  Ainsi 

ar^=a%    ou    -^=a%    ou    aT's-isa-*, 
et,  par  suite,     a?=  v'ô^ =a"^=c*  •  -  '^^z  a*. 
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Supposons  enfin  m=— m',  n=— n';  -^^  est  la  quantité  x 
qui,  élcTée  à  la  puissance  (—m'),  reproduit  cr*'.  Ainsi,  l'on  a  : 

ar-=a-',    ou    ^  =  ^;     d'où    ar'=a-'. 

Od  tirede  là  :         x=/cP=  a^=or^  =  (?. 

En  résumé,  toutes  nos  formules  pour  la  multiplication,  la 
division,  l'élévation  aux  puissances  et  l'extraction  des  racines, 
sont  générales  :  elles  s'étendent  à  toutes  les  valeurs  positives  ou 
négatives,  entières  ou  fractionnaires,  des  exposants  et  des  in- 
dices. 

$  IV.  Application^ 

111.  Rendre  rationnel  le  dénominateur  dune  fraction. 
Lorsque  le  dénominateur  d'une  fraction  contient  un  ou  plu- 
sieurs radicaux,  il  est  souvent  u«le,  principalement  au  point  de 
Tue  des  approximations  numériques,  de  le  débarrasser  de  ces 
radicaux,  de  le  rmdrt  rationneL  Nous  en  donnerons  quelques 
exemples. 

!•  Soit  —  :  on  multiplie  les  deux  termes  par  y'â ,  et  Ton  a  : 

fn fn\/a 

fît 

^*  ^^^  î/aW6  *  ^"  multiplie  les  deux  termes  pary^â— ^; 
le  dénominateur  devient  la  différence  de  deux  carrés,  et  Ton  a  : 

y_ .^(y/fl  — v^6)_mfv/à  — y/fe) 

3-Demême:     _g?_3 -^  ^  (v^«  4- v^^) 

V^a  —  ^b  o>  —  b 

4»  De  même  encore  : 

^  ^^'  ^  — ^g  ■  /  »  ^°  multiplie  les  deux  termes  par 
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En  effet,  si,  pour  toutes  les  valeurs  positives,  entières  ou  frac- 
tionnaires de  m,  on  a  toujours  la  formule 

a-' 

les  raisonnements  qm  nous  ont  servi,  dans  le  chapitre  précé- 
dent (89  à  92),  à  étendre  les  formules  aux  cas  où  les  expo- 
sants sont  entiers  et  négatifs,  s'appliquent,  sans  modifications, 
aux  cas  où  ces  exposants  sont  fractionnaires  et  négatifs. 

Remarquons  que  la  formule  [2]  (107)  n*est  vraie,  quand  on  a 
nKinj  qu'autant  qu'on  adopte  la  nouvelle  convention  que  nous 
venons  de  faire. 

Une  seule  généralisation  reste  à  faire,  dans  le  cas  de  l'extrac- 
tion des  racines.  On  a  (109),  pour  toutes  les  valeurs  positives 
de  m  et  de  n,  entières  ou  fractionnaires,  la  formule 

Cette  formule  est  encore  vraie,  quand  m  oun,  ou  tous  les  deux, 
sont  négatifs. 
Supposons  d'abord  n  négatif  et  égal  à-^n',  m  positif»  on  a  : 


or»  d'après  nos  conventions,  cette  dernière  expression  s'écrit  : 

a  •",    ou    a-*'".*; 

«'—  • 

donc  Vû"=a"*'-'"=:a*. 

Supposons  ensuite  m  négatif  et  égal  à  ^m',  n  restant  posi- 
tif ;  "^â*  ^st  une  quantité  a?,  dont  la  puissance  (—m')  est  égale 
a  a\  Ainsi 

(r^=a%    ou    ^=a%    ou    af^=ji==a-, 
et,  par  suite,     a?=v/'F*=â«'=c"--*'=a^. 
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Supposons  enfin  m = — m\n^^ — n'  ;   ^cr^  est  la  quantité  x 
qui,  tievëe  à  la  puissance  (—m'),  reproduit  ir"'.  Ainsi,  l'on  a  : 


ar^  zrza"'^^    ou    ^;;;;>  =  -;^;     d'où    af''==a»'. 


On  tire  de  là  :         x=^âP=z  a*^  =  ar^^cF. 

En  résumé,  toutes  nos  formules  pour  la  multiplication,  la 
division,  Félévation  aux  puissances  et  Textraction  des  racines, 
sont  générales  :  elles  s'étendent  à  toutes  les  valeurs  positives  ou 
négatives,  entières  ou  fractionnaires,  des  exposants  et  des  in- 
dices. 

$  lY.  Application^ 

iil.  Rendre  rationnel  le  nâfOMiNATEUR  dune  fraction. 
Lorsque  le  dénominateur  d'une  fraction  contient  un  ou  plu- 
sieurs radicaux,  il  est  souvent  utile,  principalement  au  point  de 
vue  des  approximations  numériques,  de  le  débarrasser  de  ces 
radicaux,  de  le  rendre  rationnel.  Nous  en  donnerons  quelques 
exemples. 

1*  Soit  -7=  :  on  multiplie  les  deux  termes  par  v^ ,  et  l'on  a  : 
Va 

m tn^a 

2*  Soit  -= ;=  ;  on  multiplie  les  deux  termes  par  ^a— v^; 

V  a  +  }/b 

le  dénominateur  devient  la  différence  de  deux  carrés,  et  l'on  a  : 

m      m  {)/â  —  v^^ m  f  y^â  —  y/h) 

^a+)/b~  Wiy—  {y/bf  ""       a  —  à 

^    -.       .  m  m(}/a  +  Jb) 

3«Dememe:     -= ;==     ^       /   ■* 

y/a-^yjb  a—à 

4*  De  même  encore  : 

m     m(a_^^)  . 

adz/b  a*  — * 

tn 
5»  Soit  -;= = ;=  ;  on  multiplie  les  deux  termes  par 

va  —  v6-f-vc 
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y^â  —  \/F  —  v/ê  ;  alors ,  en  considérant  v/o  —  ^  comme  nne 
seule  quantité ,  on  voit  que  le  dénominateur  est  encore  le  pro- 
duit d'une  somme  par  une  différence  ;  et  l'on  a  : 

m  m(v/â  — v/5  — y/c)  __m(v/a— \/fe— \/c)  , 

et  le  dénominateur  ne  contenant  plus  qu'un  seul  radical,  on  est 
ramené  au  quatrième  cas. 

Ml 

60  gQît  _ ^ s  ;  on  considère  le  dénominateur 

comme  composé  de  deux  termes  W^—^b)  et  (c— v/5),  et  Ton 
multiplie  par  leur  différence.  On  a  ainsi  : 

m  m  (y/g — ^b — c + \/^) 

y5 — yll+c--}/d     a+b^2/âb—(?—d+icy/2 

mjyja  —  y/S  +  V^  —  g) 
~(a-}.6  — c*— d)  — 2^â5  +  2c\/5' 

et  le  déaominttteur  ne  contenant  plus  que  trois  termes,  la  solu- 
tion est  ramenée  au  cinquième  cas. 

?•  Soit  maintenant  3.    ,  3,-,.  On  sait  que 

(«  +  P)(a«-ap  +  p»)  =  a»+p«. 

On  multiplie  donc  les  deux  termes  par  ^^  —  ^55  +  v^,  et 

Ton  a  :  _       __ 

m       _  m(g^V  — ^g^  +  yp) 

S^"  De  même  : 

m       _m(y^+s/g6+v/y) 
W^Tp-  g-6 

EXERCICES. 

I.  Simplifier  l'expression 


nn  trou?e 


(n+D  v^n— 2 


• 


(n-1)  /n+2 
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n.  Vérifier  que  la  yaleor 

il*  Il 

umiile  Pexpression  s*  +  3]%(4-2o 

quels  que  soient  p  et  q. 

ni.  Vérifier  régaUté 

Li  II  II 

Il  suffit  d'éleyer  au  carré  les  deux  membres,  pour  obtenir  une  identité. 

IV.  Réduire  l'expression 

«— v'*'  — 1     «+ vï^=T' 
On  trouve  4ap  ^x» 1. 

V.  Simplifier  l'expression 

3 

On  tronre  x—y/x^y^ 

«+y 

VI.  Simplifier  l'expression 

>/a*  +  s/â^  +  V  b»  +  V^^- 

3  3    3 

On  troare  (a»"  4-  b»)  », 

VII.  Que  devient  l'expression 

1  —  gg .  /l  4-  fra; 
1  +  03?  Vl— &«• 

quand  on  y  fait  «=i  i/~—  1  ? 

u  V   6 

EOe  devient  égale  à  l'unité. 

VIII.  Que  devient  l'expression 

2  (tti? — v^tJITT  y/v^^)t 
quand  on  y  fait  2u=aj  +  î,      2r=y+î? 

Elle  devient  égale  à  f  +  !f. 

y     « 

IX.  Que  devient,  dans  la  môme  hypothèse,  l'expression 

2  (uv  +  Vî?^  v^o»  — 1;? 

Elle  devient  égale  à  xy  +  --- . 

2y 
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X  Que  devient  l'expression 

2dV  !+«' 


quand  on  y  fait  f=i  (V^g-  V^J)  » 

Elle  devient  égale  à   a+b. 
XI.  Que  devient  l'expressaion 

Va  4- a?  4-  v'a — » 


quand  on  y  fait  a:=  tj-^t  ' 

Elle  devient  égale  à  h. 


Va  +  «  —  i/o—»' 
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DES  ÉQUATIONS  DU  PREMIER  DEGRÉ. 
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CnAPITRE   I. 

PUKCIPES  GÉNÉRAUX  RELATIFS  AUX  ÉQUATIONS 

CONSIDÉRÉES  ISOLÉMENT. 

S  I.  Définitions. 

112.  Égalité.  Deax  quantités  séparées  par  le  signe  =  for- 
ment une  égcUiti. 

115.  iDENTiré.  On  nomme  idetuM  l'expression  d*unc  égalité 
qui  a  lieu  entre  denx  quantités  numériques ,  ou  entre  deux  for- 
mules,  indépendamment  de  toute  valeur  particulière  Mribuie  aux 
lettres  qu*elûs  renferment.  Ainsi 

5  =  5,  8  =  7  +  1, 

a'^'Xa''=a'^, 
sont  des  identités. 

114.  ÉQUATION.  On  distingue  plus  spécialement,  soUs  le  nom 

d'éçtÂOtion^  une  égaiité  qui  ri  a  lieu  que  pour  certaines  valeurs  par- 

ticulières  des  lettres  qu*elîe  renferme,  et  qui  peut,  par  suite,  servir 

à  la  détermination  de  ces  valeurs.  Ainsi 

3x — 13  =  15—07 

• 

est  une  équation  :  elle*  n*a  lieu  que  pour*  la  valeur  particulière 
ic  =  7. 

Une  équation  a  deux  membres;  ce  sont  les  deux  expressions 
séparées  par  le  signe  =.  Le  prmiier  membre  est  à  gauche,  le 
second  est  à  droite  du  signe. 

Les  lettres ,  dont  certaines  valeurs  particulières  transforment 
réquation  en  identité,  se  nomment  les  inconnues  de  l'équation; 
Alo.  B.  I"  Partie.  C 
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et  ces  valeurs  particulières  sont  les  solutions  ou  les  racines  de 
l'équation.  On  représente  ordinairement  les  inconnues  par  les 
dernières  lettres  de  l'alphabet,  x^  y,  z.... 

Résoudre  une  équation,  c'est  déterminer  ses  racines.  On  dit 
que  les  racines  d'une  équation  vérifient  cette  équation,  satisfont 
à  cette  équation ,  parce  qu'elles  la  transforment  en  identité. 

La  résolution  des  équations  est  la  partie  la  plus  importante,  et, 
d'après  quelques  auteurs,  le  but  véritable  de  l'algèbre. 

il5.  Équations  équiyalentes.  On  dit  que  deux  équations, 
qui  renferment  les  mêmes  inconnues,  sont  équivalentes^  lors- 
qu'elles admetianl  Us  mimes  solutions.  On  peut  toujours  substituer 
à  une  équation  une  équation  équivalente. 

116.  ÉQUATION  A  UNE  OU  PLUSIEURS  INCONNUES.  On  distingue 
les  équations  d'après  le  nombre  des  inconnues  qu'elles  renfer- 
ment :  aiofii  on  a  des  équations  à  une  inconnue  âs,  à  deox  in- 
connues â;  et  y,  à  trois  inconnues  a;,  y,  Zj  et  ainsi  de  suite. 

117.  Degré  d'um  iîquation.  Lorsque  les  deux  membres 
d'une  équation  sont  des  expressions  rationnelles  et  entières  par 
rapport  aux  inconnoes  qu'elle  renferme,  le  degré  de  Péquation  est 
la  somme  des  eocposants  des  inconnues  datis  le  terme  ci  eette  somme 
est  la  plus  grande. 

Exemples.  3» — 7 = 8 — 2« 

Mt  uDe  équation  du  premier  degré^  à  une  inconnue  x, 

4«y— 3«=2  — 5y 
«st  une  équation  du  maoi^  degré,  A  deux  inconnues  x^  y, 

$  II.  Principes. 

118.  Théorâme  I.  On  peut  ajouter  une  même  quantité  aiÂX  deux 
membres  d^une  équaJtion^  sans  altérer  les  conditions  qu'elle  impose 
au9  inconnues:  en  d'autres  termes,  on  forme^  par  cette  addition ^ 
une  équratUm  équivalente  à  la  première, 

fin  effet,  soisnt  A  et  B  les  deux  membres^de  cette  équation, 

A  =  B;  [1] 

^ffxntam  aux  deux  membres  la  quantité  m;  nous  aurons  : 
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Toute  solution  de  l'équation  [1]  donne,  par  hypothèse,  à  A  et 
à  B,  des.  valeurs  numériques  égales  :  donc  si  l'on  ajoute  à  ces 
valeurs  la  valeur  numérique  correspondante  de  m,  on  obtient 
des  nombres  égaux.  Or  ces  nombres  sont  les  valeurs  numéri- 
ques des  deux  membres  de  l'équation  [2].  Donc  toute  solution 
del'équation  [1]  vérifie  l'équation  [2]. 

Réciproquement,  toute  solution  de  l'équation  [2]  donne  à 
(k+m)  et  à  (B-f-^)  des  valeurs  numériques  égales  :  donc  si 
1  on  retranche  de  ces  valeurs  la  valeur  numérique  correspon- 
dante de  m,  les  restes  sont  égaux  :  or  ces  restes  sont  les  valeurs 
numériques  de  A  et  de  B.  Donc  toute  solution  de  l'équation  [2] 
vérifie  l'équation  [1]. 

Les  deux  équations  sont  donc  équivalentes. 

119.  Remarque,  m  désignant  un  nombre  quelconque  qui 
peut  être  positif  ou  négatif,  on  n'ajoute  rien  à  la  généralité  de 
l'énoncé  précédent,  en  disant  :  on  peut^  sans  altérer  la  signifi- 
cation iTune  équaHon,  augmenter  ou  diminuer  les  deux  mmbres 
(funméme  nombre. 

f  !M).  Ck)ROLLAIR£  I.  TRANSPOSmON  BBS  TERMES.    On  peUt  tOU- 

jovers  faire  passer  un  terme  quelconque  d'une  équation  d'un  membre 
dans  VatUre,  pourvu  que  fon  change  son  signe. 

En  effet,  si  le  nombre  m  est  égal  et  de  signe  contraire  à  l'un 
des  termes  de  Féquation,  il  le  détruira  ;  et  ce  terme  disparaîtra 
du  membre  où  il  se  trouvait,  pour  reparaître  dans  l'autre  avec 
un  signe  différent.  Par  exemple,  soit  l'équation 

en  ajoutant  (—s)  aux  deux  memliTes,  on  obtient  : 

2=5—3»^»; 

elle  terme  x  est  passé,  comme  on  Toit,  d'un  membze  lana  Tautre,  en  chan- 
geant de  signe. 

121.  CoROLLAHiE  IL  On  peut  changer  simultanément  Ics  Signes 
de  tous  les  termes  iune  équation.  Car  cela  revient  à  transposer 
tous  les  termes  du  premier  membre  dans  le  second,  et  tous  les 
tenues  da  second  dans  le  premier.  Par  exemple»  soit  l'équation 

s— «=16— 2«; 
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transposons  tous  les  termes  ;  nous  aurons  : 

•   2«— 15=«  — 3; 

ou^  ce  qui  est  la  même  chose, 

«— 3=2x— 15; 

et  tous  les  termes  ont,  comme  on  voit,  changé  de  signe. 

122.  Théorèbie  il  On  peut  multiplier  les  deux  membres  d^une 
équation  par  une  mime  quantité j  sans  altérer  les  conditions  qu*eUe 
impose  aux  inconnues^  pourvu  que  la  valeur  numérique  du  multi- 
plicateur ne  soit  pas  nulle.  On  forme^  par  cette  multiplication  ^  une 
équation  équivalente  à  la  premièrcn 

Pour  le  prouver,  soit  ï'équalion  proposée  : 

A  =  B;  [l] 

multiplions  les  deux  membres  par  m;  nous  aurons  : 

Am=Bm.  [2] 

Or  toute  solution  de  Téquation  [1]  donne  à  A  et  à  B  des  valeurs 
numériques  égales  :  donc  si  l'on  multiplie  ces  valeurs  par  la  va- 
leur numérique  correspondante  de  m,  qui  n*est  pas  nulle^  les 
produits  seront  égaux.  Or,  ces  produits  sont  les  valeurs  corres- 
pondantes des  deux  membres  de  Téquation  [2]  :  donc  toute  so- 
lution de  réquation  [IJ  est  solution  de  l'équation  [2]. 

Réciproquement,  toute  solution  de  1  équation  [2]  donne  des 
valeurs  égales  à  km  et  à  Bm;  donc,  si  Ton  divise  ces  deux  nom- 
bres par  la  valeur  correspondante  de  m,  qui  n'est  pas  nulU^  les 
quotients  sont  égaux;  et  comme  ces  quotients  sont  les  valeurs 
numériques  de  A  et  B,  toute  solution  de  Téquation  [2]  est  solu- 
tion de  réquation  [1]. 

Ainsi,  les  deux  équations  sont  équivalentes. 

125.  Puisque  Ton  peut  multiplier  les  deux  membres  d'une 
équation  par  un  nombre  quelconque,  on  peut  aussi  les  diviser  par 
un  nombre  quelconque;  car  diviser  par  m,  revient  à  multiplier  par 

— >  11  faut  seulement  que  le  nombre  m  par  lequel  on  divise,  ne 

soit  jamais  nul. 

124.  Remarque  importante.  Le  principe  précédent  suppose 
essentiellement,  que  le  multiplicateur  m  est  différent  de  zéro  : 
les  équations  [1]  et  [2]  ne  sont  équivalentes  qu*&  cette  condition. 
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Et  en  effet  «  la  seconde  peut,  si  l'on  transpose  tous  les  tenues 
dans  le  premier  membre,  se  mettre  sous  la  forme  : 

(A— B)m  =  0.  [2] 

On  ?oit  que  toute  solution  de  Téquation  [1],  rendant  A  égal  à 
B,  ou  A — B  égal  à  zéro,  vérifie  encore  Téquation  [2].  Mais  la 
réciproque  n'est  plus  vraie,  si  m  peut  être  nul  ;  car  alors  Téqua- 
lion  [2]  pourra  être  vérifiée,  sans  que  A  devienne  égal  à  B. 

ExKVPLB.  Soit  l'équation 

3— «=15— 2*.  [I] 

Multiplions  ses  deux  membres  par  (s~l)  ;  nous  obtiendrons  la  nouyelle  équa- 
tion 

(3-»)(«-l)=(15-2ic)  («-1).  [2] 

La  solution  s=12,  qui  vérifie  la  première ,  vérifie  évidemment  la  seconde. 
Mais  la  valeur  x^  1 ,  qui  annule  le  multiplicateur  {x —  1) ,  satisfait  à  la  seconde, 
puisqu'elle  rend  nuls  ses  deux  membre  ;  et  cependant  elle  ne  vérifie  pas  la  pre- 
mière. 

Ainsi  la  midtiplication  des  deux  membres  de  réquatùm  par  un 
fadeur^  contenant  les  inconnues^  peut  introduire  des  soliUions  étran- 
gères. Ces  solutions  ifUroduites  sont  celles  de  VéqtuUion  qu'on  obtien- 
draitf  en  égalant  à  zéro  le  multiplicateur,  comme  on  le  voit  dans 
l'exemple  précédent.  Par  conséquent,  lorsqu'on  aura  été  obligé 
de  multiplier  les  deux  membres  par  un  pareil  facteur^  on  devra, 
après  avoir  résolu  l'équation  résultante,  étudier  les  solutions 
obtenues,  et  rejeter  comme  étrangères  celles  qui  annuleraient 
le  facteur  sans  vérifier  l'équation  proposée. 

U  résulte  de  là,  qu'en  divisant  les  deux  membres  par  une  exprès^ 
sion  contenant  les  inconnues,  on  s'expose  à  supprimer  une  ou  plu- 
sieurs solutions  :  mais  les  solutions  ainsi  supprimées  sont  celles  de 
réquatian  qu'on  obtiendrait  en  égalant  à  zéro  le  diviseur.  Par  con- 
séquent, lorsqu'on  aura  été  obligé  de  diviser  les  deux  membres 
par  une  pareille  expression,  on  devra  résoudre  non-seulement 
l'équation  résultante,  mais  encore  l'équation  auxiliaire  obtenue 
en  égalant  le  diviseur  à  zéro,  et  étudier  les  solutions  de  cette 
dernière  pour  les  rétablir,  si  elles  ont  été  réellement  supprimées. 

Si  le  multiplicateur  ou  le  diviseur  m,  sans  contenir  les  incon- 
nues, est  une  expression  littérale,  la  transformation  est  permise  ; 
mais  il  faudra  éviter,  dans  la  suite  des  raisonnements,  les  hypo- 
thèses qui  rendraient  cette  expression  égale  à  zéro. 
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198.  COROLLAmB.  ËTANOOXSSEMEirr  DES  DÉNOMINATEURS.  LOTS^ 

qu*une  éqwition  renferme  des  termes  flractkmnaUreSy  on  la  ramène 
à  la  forme  entière,  en  multipliant  tous  les  termes  par  le  produit  des 
dénominateurs,  ou  même  par  le  plus  petit  multiple  commun  à  tous 
ces  dénominateurs  :  et  Ton  obtient  ainsi,  en  généra) ,  une  équation 
équiralente  à  la  première.  Cette  règle  est  la  conséqnenee  évi- 
dente du  Théorème  II  et  des  principes  sur  les  fraetions. 

ExBMPLB  L  Soit  réquation 

niTjlttplions  les  deux  membres  parle  produit  «  («4*  1);  nous  aurons  : 

2x(«+l)=«+l +  («—!)  («+l)«+3«, 
ou  2x»  +  2«=x  +  l+«»— »+3«.  [2] 

n  faut  remarquer,  toutefois,  que  le  facteurs  (s-f-l)»  ^8>^  ^  <*n>f  donne 
pour  solutions  ssQ,  s=— 1.  Ce  sont  les  seaks  solutions  que  la  multiplica- 
tion ait  pu  introduire.  Or,  elles  ne  Térifient  Téquation  [2J  ni  Tune  ni  Tautre  : 
donc  les  deux  équations  [1]  et  [2]  sont  équivalentes. 

Exemple  IL  Soit  Téquation 

.i«.  JL. î_  m 

On  Toit  qu'il  suffira  de  multiplier  les  deux  membres  par  (s'— a*);  car  ce  déno- 
minateur est  diyisible  par  les  autres  dénominateurs  (x  -f-  a)  et  (s — o).  On  aainâ: 

«  +  «  +  «— a=l.  [2] 

Gomme  réquation  s^— a' =0  n*a  pour  solutions  que  crr+aet  «=—0,  les- 
quelles ne  Térifient  Féquation  [2]  ni  Tune  ni  Tautre,  les  équations  [1]  et  [2] 
sont  équivalentes. 

Exemple  III.  Soit  encore  Féquation 

2>  1 

si  ron  multiplie  les  deux  membres  par  x— I,  on  a  : 

*— 1— «»=— 1— 6«+6.  pj 

Cette  dernière  équation  admet  pour  solutions  6  et  I  :  mais  le  nombre  6  Térifie 
seul  réquaUon  [1]  ;  et  la  taleur  s=  1,  qui  amiule  le  muttiplicateur  ^—  f),  doit 
être  rejetée. 

ISt6.  THéoRÊBU  m.  "Lorsqu^on  élève  à  une  mtme  puissance  les 
deux  membres  d'une  équation,  on  introduU^  en  générai,  des  sêlu^ 
lions  étrangères.  En  effet»  soit  l'équation 

A  =  B.  [1] 
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Si  Ton  élève  les  deux  membres  au  carré,  on  a  : 

k*rs1f.  [2] 

On  YoU  que  toute  solution  de  la  première  est  solution  de  la  se- 
conde. Hais  cette  dernière,  pouvant  s'écrire  sous  la  forme 

A»— B»=0,    ou    (A-.B)(A  +  B)=0, 

renferme  à  la  fois  les  sdntioiis  des  deux  équations, 

A  — B=0,    A+B=0. 

EDe  ÈSt  donc  plus  générale  que  la  première. 

De  même  l'équatMA         A*  ss  B* 

peut  s'écrire  A*»  —  B* = 0, 

ou      (A— B)(A— *+BA-^+lPA-^+....+B-^»)  =  0. 

Elle  admet  donc^  osire  les  sololioas  de  l'équatloa  £1]  qui  aima* 
lent  le  premier  facteur,  celles  de  l'é^iatka 

A— *-hBA-*+B«A*-»+....  +  D^  =  0, 

qui  ammlent  le  second  fticteur. 

Lors  donc  que  Ton  est  obligé,  pour  résoudre  une  équation, 
d'élever  ses  deux  membres  à  la  même  puissance,  il  faut,  après 
avoir  résolu  l'équation  résultante,  étudier  les  solutions  obtenues, 
et  rejeter  comme  étrangères  celles  qui  ne  vérifieraient  pas  l'é- 
quation proposée.  Par  exemple,  soit  l'équation 

Si,  pour  résoudre,  on  élève  les  deux  membres  au  carré,  on  a: 

Or,  on  peat  Ptcoanattre  (|M  eette  demiàra  équation  est  vérifiée  par  «£s  9  et 
par  s =8.  Mais,  si  la  valeur  x=9  conyieot  à  l'équation  proposée,  U  valeur 
«=  8  ne  coBiieDt  pat,  et  doit  étn  vejetée. 

On  se  rend  cotnpte  de  ce  résultat,  en  remarquant  que  Téqua-^ 
tion  [2]  n'est  pas  seulement  le  carré  de  l'équation  [1];  elle  est 
aussi  le  carré  de  l'équation 

laquelle  admet  pour  solution  ^^  ==:S. 
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CHAPITRE  IL 

BÉ80LUTIOx\  DE  L'ÉQUATION  DU  PREHIEa  DEGRE 

A  UNE  SEULE  INCONNUE. 

S  I.  Règle  pour  résoudre  Téquation. 

187.  Exemples.  Les  prindipes,  exposés  dans  le  chapitre  pré« 
cëdenty  suffisent  pour  résoudre  une  équation  du  premier  degré 
à  une  inconnue.  Donnons-en  quelques  exemples. 

ExBMPLe  I.  Soit  l'équation 

On  chasse  d'abord  les  dénominateurs  (125) ,  en  multipliant  les  deux  membres 
par  84,  qui  est  leur  plus  petit  multiple  commun.  L'équation 

262*  — 112  — 21«=20» +  168»  + 1092  [2] 

est  équivalente  à  la  première;  car  le  multiplicateur  est  numérique  (122). 

On  fait  ensuite  passer  dans  un  membre  les  termes  qui  contiennent  Tinconnue, 
et  dans  l'autre  ceux  qui  ne  la  contiennent  pas  (121)  :  on  obtient  ainsi 

252*— 21a;-20aJ— 168»  =  1092  +  112, 

ou,  en  réduisant  les  termes  dans  chaque  membre, 

43«=1204,  [8] 

équation  équivalente  à  l'équation  [2J,  d'après  le  principe  (If  8). 

Enfin  on  divise  les  deux  membres  par  43  (122),  et  Ton  obtient  l'équation 
équivalente 

«=28.  [4]' 

Or,  cette  dernière  équation  est  vérifiée,  quand  on  y  remplace  x  par  28  :  et 
elle  n'a  pas  d'autre  solution.  Donc  l'équation  [1]  admet  la  solution  28.  et  n'en 
admet  pas  d'autre. 

On  vérifie  la  solution  en  remplaçant  «  par  28  dans  l'équation  [1]  ;  les  deux 

2 
membres  deviennent  égaux  à  75-» 

V 

ExEMPU  II.  Les  eoefSeients  peuvent  être  algébriques.  Soit  l'équation 

Cia  +  t)y  g'b»        o,T,t..     Soie  ,,, 

On  multiplie  tous  les  termes  par  a  (a  +  b}*,  plus  petit  multiple  commun  des 
dénominateurs  :  l'équation  nouvelle 

(2a  +  b)  5»  (o  +  h)  «+ o»&>  p] 

=3ac(a  +  6)»aj  +  6  (a  +  b)»«— 3o»6c  (o  +  5)« 

est  équivalente  à  la  première,  pourvu  que  Ton  ne  fasse  pas  ultérieurement  l'hy- 
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pothè9ea=0,  ou  Thypothèse  5=  — a,  dont  chacune  annule  le  multiplica- 
teur (124). 

Ou  fût  passer  les  termes  inconnus  dans  un  membre  et  les  termes  connus  dans 
l'aatre.  Uéqoation 

a»ft«+3a>bc(a  +  b)» 

=  3  oc  (o4-W*«+&  (a  +  b)»«—  (2a  +  &)  b*(a  +  &)  »         [3] 

est  équivalente  à  la  seconde. 
Pais  on  met  x  en  facteur  commun  dans  le  second  membre,  ce  qui  donne  : 

oV  +  3a>bc  (a  +  5)»={3ac(a+b)»+b(o  +  6)»— (îo  +  b)5«  (o  +  b))*, 

et  Ton  (^TÎse  les  deux  membres  ^  le  coefficient  de  x.  On  a  ainsi  une  nourelle 
équation  : 

*""3oc(a+b)»  +  6(o  +  6)^— (2a  +  6)l>>(a  +  &)*  '*^ 

qui  sera  éqdTalente  aux  autres ,  si  quelque  hypothèse  n*annule  pas  le  dénomi- 
nateur. 
Or,  le  numérateur  est  égal  à  a'6  (  ab + 3c  (a  +  b)'  ) .  Les  deux  derniers  termes 

du  dénominateur  peuTent  s'écrire 

b(a+6)l(a  +  t)'-5(2a  +  6)), 
ou, en  réduisant,  '  h{a-\-h)  a^. 

Donc  le  dénominateur  s'écrira  : 

3oc(a-h5)»-*-o>6(a+5), 
ou,  en  mettant  a  (a  +  b)  en  facteur  commun, 

a(a+b)(a&  +  3c(a  +  &)M« 
Donc  enfin  la  yaleur  de  x  peut  s'écrire  : 

o»b{o&4-3c(a  +  b)M  .-, 

a{a-\-  b){ab  +  3c  (a+  b)*  j  '  •-  ' 

ou,  en  supprimant  les  facteurs  communs, 

<ib  1^1 

Comme  le  dénominateur  de  la  formule  [5]  devient  nul,  soit  pour  a=0,  soit 
pour  h=^a,  soit  pour  c=—  \h\t*  *^  faudra  s'abstenir,  dans  les  appli- 
cations, de  ces  trois  hypothèses. 

On  vérifie  aisément  que  la  solution  trouvée  satisfait  à  l'équation  [1]. 

128.  RiGLE  GÉNÉRALE.  Od  coDclut  de  ces  raisonnements  la 
règle  suivante  :  Pour  résoudre  une  équation  du  premier  degré  à 
une  inconnue:  1*  on  chasse  les  dénominateurs;  %^  on  transpose  dans 
un  membre  les  termes  çui  renferment  Finconnuef  et  dans  Vautre 
ceux  qui  ne  la  contiennent  pas;  3*  on  réduit  dans  chaque  membre 
les  termes  semblables;  k^  on  divise  le  terme  indépendant  de  ^inconnue 
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par  le  coefficieni  de  cette  inconnue.  Le  quotient  est  la  yakor  de 
rinconnue,  sous  la  réserve  des  restrictions  que  nous  avons 
énoncées.  On  vérifie  â*ailleurs  cette  valeur,  en  la  substituant 
dans  réquation  proposée,  qui  doit  se  transformer  en  identité. 

$  II.  Ëquations  qui  se  ramènent  au  premier  degr6. 

Une  équation,  qui  n'est  pas  du  premier  degré,  peut,  dans  cer- 
tains cas,  y  être  ramenée,  à  l'aide  de  quelques  transformations. 
Nous  en  donnerons  quelques  exemples. 

129.  L'équation  est  irrationnelle. 

Exemple  I.  Soit  récpiation* 

V^4+7'==4— v'ïi  Ul 

Si  Ton  élère  les  deux  membres  an  carré,  il  vient  : 

4+«=16— 8v^ï+«,  [ï] 

où  f  en  faisant  passer  les  termes  inoonnas  à  ganche ,  les  autres  à  droite,  et  sup- 
primant ceux  qui  se  détruisent, 

8v'«=12,    ou    2V»==3.  [Z] 

Élevant  encore  au  carré,  on  a  : 

[4]  4«=9,      d'où      «=j.  [5] 

Gomme  toute  solution  de  l'équation  [IJ  vérifie  toutes  les  suivantes,  qui  en 

9 

sont  des  conséquences,  et  que  Téquation  [5]  n'admet  que  la  solution  s  =r  ^  ,    il 

4 

est  clair  que  Téquation  [1]  n'en  saurait  admettre  d'autre.  Mais  il  n*est  pas  cer- 
tain que  cette  valeur  satisfait  effectivement  à  cette  équation:  car  on  a,  par  deux 
fois,  élevé  l'équation  au  carré ,  opération  qui  peut  introduire  des  solutions 

étrangères  (126).  Il  est  donc  nécessaire  de  vérifier  la  solutioh  trouvée  par  une 

g 
sul)stituiion  directe.  Or,  en  remplaçant  «  par  j,  le  premier  membre  de  l'éqoa- 

tion  [1]  devient  : 

^4— =v/r7i"=v/f=|. 

et  le  second  4— v'î=  4  —  i/-=  4  —  ?  =--. 

LaTérificatioB  réussit  donc;  mais  elle  était  indispensable. 


*  Dans  cette  équation,  \/4-}-«  et  ^«désignent  des  nombres  positifg  :  nous 
laissons  de  cAté,  pour  le  moment,  la  double  valeur  qu'on  peut  leur  attribuer. 
11  en  sera  de  même  dans  le  reste  de  ce  obapitre. 
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n.  Soit  tncore  i'équatlon 

Pour  fkîre .disparaître  du  des  radicaux,  on  VigoU  dans  on  membre,  en  éerivant 

^x  —y/\^xz=.  v/7—  1 ,  [2] 

et  rm  élèTe  au  carré  les  deux  membres  ;  il  Tient  : 

»— •r^^=«— 2  v'r+ 1,  [3] 

oô,  simplifiant  «t  ehangeant  les  signes, 

vT^r7=:2  ^—1.  [4] 

meimt  de  Boavaaa  aa  oarré,  on  a  : 

1— «=4«— 4  V»+l,  [5J 

ou,  simplifiant  et  transposant, 

4  V«=5«.  [6] 

Élerant  au  carré  pour  k  troisième  fois^  nous  sTons  : 

16x=25«»,  f7l 

éqiatioB  que  Ton  pent  écrire,  en  mettant  tons  les  termes  dans  le  premier 
mambre, 

«(16-25«)=0.  18] 

Pour  qu'un  produit  de  deux  lacteurs  soit  nul,  il  faut  et  il  suffit  que  l'un  des 
(acteurs  soit  nul.  Les  solutions  de  l'équation  [8]  sont  donc  : 

L'équatinn  [1]  n^admet  pas  d'autres  solutions  que  celles-là.  Pour  savoir  si  elle 

les  admet  efiBCtiTemeni,  faisons  la  substitation  directe.  La  valeur  s=0  donne  : 

r—  *  16 

—  V~  1= 1 ,  ce  qui  ne  signifie  rien  ;  et  la  valeur  x=ij-t  donne  : 

25 


25      V25       V  25     .  • 


ou,  réduisant,  r — 7  —  ^» 

ce  qui  n^est  pas  vrai.  Ainsi  aucune  des  deux  solutions  ne  convient  à  Téqua- 
tion  [1]. 
n  est  fàcûe  de  voir  que  la  valeur  x=:0  vérifie  l'équation 


\/i  +  v'«+  Vl-«  =  1; 


Ifi 
que  la  valeur  x=^^  vérifie  l'équation 


et  que  ces  équations  conduisent  toutes  deux  à  la  même  équation  [7l ,  en  sui- 
vant la  même  marche  que  pour  Téquation  proposée. 
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ioO.  L'équation  ne  renferme  l'inconnue  qu'à  une  certaine 
puissance  ;  alors  elle  peut  être  considérée  comme  étant  du  pre- 
mier degré,  si  Ton  prend  cette  puissance  pour  l'inconnue. 


Exemple  III.  Soit  réquation 


"■    +T^.  =  26-  W 


1+2«^1  — 2a? 

On  multiplie  les  deux  membres  par  le  produit  (1 +2ir]  (1  ^2x) ,  ou  par  (l—kx*); 
il  vient  : 

a(l— 2*)  +  a(l+!2«)=25(t— 4«»),  [2] 

ou,  effectuant  les  multiplications,  et  supprimant  les  termes  qui  se  détruisent, 

2a=25— 81»».  [3] 

Si  l'on  considères'  comme  Tinconnue^  cette  équation  est  du  premier  degré, 
et  on  en  tire  : 


,      6— o  ft  /b—a  ... 


151.  L'équation  ne  renferme  l'inconnue  que  sous  un  radical; 
elle  est  du  premier  degré,  si  l'on  prend  ce  radical  pour  in- 
connue. 


Exemple  IV.  Soit  l'équation 

ax — y       y/âx  —  b 


=  <?•  [1] 


Comme  le  numérateur  de  la  première  fraction  est  divisible  par  son  dônomlna- 
teur,  l'équation  peut  s'écrire  : 

ou,  en  chassant  le  dénominateur, 

c  Vax—  cb  —  ^S + b  =0*,  [3] 

équation  du  premier  degré,  si  Ton  prend  poar  inconnue  le  radical  ^âxi  On  a, 
en  transposant  les  termes  : 

(c— 1)  ^ôï=c»  +  c6— &;  [4] 

et  par  suite. 

Klèvant  cette  équation  au  carré,  et  divisant  par  a,  on  a: 
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S  III.  Solution  de  quelques  problèmoi 

Nous  donnerons,  dès  à  présent,  quelques  exemples  de  Tutilité 
des  équations  dans  la  solution  des  problèmes. 

18.  PBOBLàMB  I.  Tnmver  VescompU  en  dedans  d'un  biUet  de  1600/^.  payable 
dans  h  wwis,  le  tau»  de  Vintirêt  étant  6  pourlOO  par  an. 

L'escompte  en  dedans  d*un  billet  est  Tintérèt  de  sa  valeur  actuelle.  Dési- 
gnons cet  escompte  pars;  on  remettra  au  porteur  1500 — s;  et  il  faudra  que 
cette  somme,  placée  à  6  pour  100  pendant  5  mois,  rapporte  un  intérêt  x.  Or, 
IQOfr.,  rapportant  6fr.  en  1  an,  rapportent  en  1  mois  0',50,  et' en  5  mois  2',&0; 
1  b.,  dans  le  même  temps,  rapporte  donc  0',025;  et  (1500— x)  rapportent 
O',025x(1500— s).  On  doit  donc  avoir  Téquation 

(1500— «)X0,W5=», 

ou,  en  effectuant  les  calculs, 

1500X0,025 -0,025a?=«, 

équation  du  premier  degré,  d'où  Ton  tire 

1B00XM26_ 
*~" 1,025       -36,585.... 

On  remettra  au  porteur  du  billet  l'excès  de  1500  fr.  sur  Tescompte,  ou  1463^41. 

iSS.  PaoBLfeiiE  II.  On  a  deux  lingots  d'argent,  dont  les  titres  sont  0,775 
et  0,940  ;  quel  poids  doit-on  prendre  de  chacun  éCeuxpour  former  25  grammes 
d'alliage,  au  titre  de  0,900  ? 

Soit  X  le  nombre  de  grammes  que  Ton  doit  prendre  dans  le  premier  lingot  : 
i25— or)  sera  le  poids  que  Ton  devra  prendre  dans  le  second. 

Le  poids  de  l'argent  contenu  dans  x  grammes  du  premier  lingot  est  je  x 0,7 75. 

Le  poids  de  l'argent  contenu  dans  (25 — x)  grammes  du  second  lingot  est 
^25—j:)x  0,940. 

La  quantité  totale  d'argent  contenue  dans  TaUiage  est  donc 

«X  0,775+ (25— af)X0,940. 

D'un  autre  côté,  puisque  le  titre  de  Talliage  est  0,900,  la  quantité  totale  d'ar- 
gent que  les  25  grammes  d'alliage  contiennent  doit  être  égale ik  25x0,900;  on 
doit  donc  avoir 

•  «X0,775  +  (25— *)X0,940  =25X0,900, 

équation  du  premier  degré,  dont  on  déduira  x=6<',0606. 
Donc  on  doit  prendre  : 

du  premier  lingot 6(',0606, 

du  second  lingot. 18<',9394 

134.  Problème  III.  Paris  et  Rouen  sont  distants  de  137  kilomètres.  Le  char- 
bon  coûte  d  Paris  4',25  les  100  kilogrammes,  et  à  Rouen  4',75;  les  frais  de  trans- 
port étasUf  par  tonne  et  par  kilomètre,  de  0',09,  quel  est  le  point  du  chemin 
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pour  lequel  il  y  a  avantage  égal  à  faire  verdir  le  charbon  de  Tune  ou  d$  VaiOn 
vHU? 

Soit  s  la  distance  du  point  cherché  à  Paris  ;  (137— d?)  sera  sa  distance  à 
Rouen. 

Une  tonne  de  charbon  achetée  à  Paris  coûte  42'j50. 

Les  frais  de  transport  de  cette  tonne  à  la  distance  w  sont  sX  0>09L 

Le  prix  de  revient  d'une  tonne  achetée  à  Paris  est  donc 

42,50 +«X0,09. 

Une  tonne  achetée  à  Rouen ,  et  transportée  à  la  diataoce  (137  —c}, coûtera  de 
même 

47,50+ (137—»)  X0«,09. 
On  aura  donc 

42,50 +  «X 0,09=47,50  +  (137  — «)  xOt», 

équation  du  premier  degré,  d'où  Ton  tirera 

«  =  96S2777....; 

donc,  distance  de  Paris  au  point  cherché....        96^,278, 

distance  de  Rouen '  40S722, 

prix  de  la  tonne 51S16'  !• 

135.  Rebiarque  sur  la  mise  en  équation  des  problébies. 
Ueiirt  un  problème  m  équation^  c'est  exprimer,  par  une  oa  plu- 
sieurs équations»  les  conditions  imposées  par  son  énoncé  aux 
quantités  inconnues.  Il  est  impossible  de  donner,  pour  y  arri- 
ver, une  règle  complètement  générale.  Nous  nous  bornerons, 
*  pour  le  moment,  à  Tindication  suivante. 

En  examinant  avec  soin  renoncé  d'un  problème»  on  verra 
presque  toujours  qu'il  s'agit,  pour  le  résoudre,  de  rendre  cer- 
taines quantités  égales  entre  elles.  Après  avoir  reconnu  quelles 
sont  ces  quantités,  on  cherchera  les  formules  qui  en  expriment 
les  valeurs;  et,  en  égalant  ces  formules,  on  obtiendra  les  équa- 
tions demandées.  Reprenons,  par  exemple,  les  trois  problèmes 
traités  plus  haut. 

Problème  I.  Trouver  l'escompte  de  1 500  fr.  payables  dans 
cinq  mois,  c'est  trouver  une  somme  qui,  placée  pendant  cinq 
mois  et  augmentée  de  ses  intérêts  pendant  ce  temps,  devieime 
égaie  à  1 500  fr. 

Problème 'II.  Allier  de  l'argent  à  0,775  avec  de  l'argent  à 
0,940,  de  manière  à  former  25  grammes  d'alliage  à  0,900;  c'est 
faire  en  sorte  que  la  quantité  totale  d'argent  contenue  dans  les 
S5  grammes  d'alliage  soit  égale  à  0,900  X  2S>. 
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Problème  III.  Il  faut  faire  en  sorte  que  le  prix  d'une  tonne 
de  charbon,  transportée  de  Paru  au  point  cherché,  soit  égal  au 
prix  d'une  tonne,  transportée  de  Rouen  au  même  point. 

Remarque.  Dans  presque  tous  les  problèmes  relatifis  à  des 
nombres,  la  mise  en  équation  n'est,  pour  ainsi  dire,  que  la  tra- 
duction, dans  la  langue  algébrique,  de  l'énoncé  proposé  en 
langage  ordinaire.  Il  peut  arriver  cependant,  que  renoncé  ne  pa- 
raisse pas  pouvoir  immédiatement  se  traduire  en  formule;  mais, 
en  s'attacbant  au  sens  plutôt  qu'aux  paroles,  on  ne  trouvera 
presque  jamais  de  difficulté  sérieuse.  Nous  reviendrons  sur  la 
mise  en  équation,  quand  nous  nous  occuperons  spécialement 
des  problèmes  du  premier  degré. 

EXERCICES. 


I.  Résoudre  Féquatioii 

3+2» 

5+2*                 4x^-2 

l+2x 

7+2»"^*      7+16JP+4*' 

On  trou?« 

7 
*=8- 

II.  Résoudre  réquation 

6~5g       I^W   _ 3*4-1  _  10a?— 11  ,  Jl_^ 
15        14(«— 1)""     21  30       "*"l05* 

On  troure  s =4. 

in   n^u^r^     *      4(2x-3)-3(3»-ï)_3  /*i±2\ 
in.  Résoudre    j ^^^3^^ Usû^/ 


On  trouve 


issy,  etopsa 


IV.Réaoudre  V^l  —  V** —«»=«  — 1. 

5 

OntFOUTe  «=T     et      «=* 

Cette  dernière  valeur  ne  convient  pas. 


V.  Résoudre 


On  trouTO  »=—  j, 

valeur  qui  ne  convient  pas. 
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YI.  Résoudre  ■  —  ,       -  =  ^». 

2a  1^6 
On  trouye  «=-——-. 

0+  1 

VII.  Résoudre  V^+V«+  s/o— vî=V ^' 

(b— 2a)« 


On  trouve  «=:a*  — 


276 


VllI.  Résoudre  i+ 1  =  \/  1  +  i/-iT-+  ri- 

ha 
On  trouve  a:=  — —  , 

o 

valeur  qui  ne  convient  pas. 


IX.  Résoudre         \/«+ V*  —  V^«—  V  «  =1  4  / — ^^ 

2  y  «+v^« 


On  trouve 


25     ♦ 


X.  Résoudre  2dî+2  Va*+^'= 

On  trouve  «='--• 

4 


5a> 


V'o»  +  »»• 


XI.  Résoudra  >l^±^  +5îi±î=:V5, 

«a  c 


On  trouve  x=' 


XII.  Résoudre  l'équation 

Va— x  +  2\/a  +  a;=  ^a—x  +  yfâx  +  i*. 

On  trouve  x=— a,  «=0  et  «=:.^^. 

1025* 
Les  deux  dernières  ne  conviennent  pas. 

XIII.  Résoudre  Téquation 

On  trouve  s=a. 
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CHAPITRE  m. 


»  r 


PBEfCIPES  GEIVERAUX  RELATIFS  AUX  EQUATIONS 

SIHULTANÉES. 

S  I.  Définitions. 

ISB.STsrèMES  D*iQUATiONs.  On  entend  par  système  (Téquatîons, 
Tensemble  de  plusieurs  équations  qui  doivent  être  satisfaites  à 
la  fois.  Si  chaque  équation  ne  contenait  qu'une  seule  inconnue» 
on  la  résoudrait  isolément  d*aprës  la  méthode  du  chapitre  pré*- 
cédant;  et  il  y  aurait  autant  de  problèmes  distincts  que  d'équa- 
tions à  résoudre.  Hais  lorsque  les  inconnues  entrent  à  la  fois 
dans  plusieurs  équations,  la  question  devient  plus  difficile. 

On  nomme  solution  du  système  tout  système  de  valeurs,  qui, 
mises  à  la  place  des  inconnues,  transforment  les  équations  en 
identités. 

137.  Systèmes  ÉQUIVALENTS.  On  dit  que  deux  systèmes  d'é- 
quations, qui  renferment  les  mêmes  inconnues^  sont  équivalents, 
lorsque  les  valeurs  des  inconnues  qui  satisfont  à  l'un  et  à  l'autre 
sont  absolument  les  mêmes;  ou,  en  d'autres  termes,  lorsque  les 
équations  de  chacun  des  systèmes  entraînent  celles  de  Tautre. 

Lorsque  deux  systèmes  sont  équivalents,  on  peut  les  substi- 
tuer l'un  à  l'autre. 

S  îh  Principes. 

138.  Théorème  I.  Étant  donné  un  systèmt  dCéquatUms^  an  peut 
substituer  à  fum  quelconque  d'entre  elles  Véquation  obtenue  en 
ajoutant  membre  à  membre  les  équations  proposées.  Ainsi  les  sys- 
tèmes 

/A=À',  /A-|-B+C  +  D=A'+B'+C'+D',     [«] 

m^B=B',  jB=B', 

(D=:D',  (d  =  D', 

sont  équivalents. 

'  En  effet,  toute  solution  du  système  [1]  donne,  par  hypothèse, 
des  valeurs  numériques  égales  aux  deux  membres  de  chacune 
Alg.  B.  I"  Partie.  7 
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des  équations  de  ce  système  :  doue  elle  rend  égaux  aussi  les 
deux  membres  de  l'équation  [a]  ;  donc  elle  vérifie  le  système  [2]. 
Réciproquement,  toute  solution  du  système  [2]  rendant  égales 
les  valeurs  numériques  de  B  et  de  B',  celles  de  G  et  de  G',  celles 
de  D  et  de  D',  rend  égales  celles  defl+G+D  et  de  B'+ G'+D'; 
et  comme  elle  vérifie,  par  hypothèse,  Féquation  [o],  il  faut 
qu'elle  rende  égales  les  valeurs  numériques  de  A  et  de  A^  Donc 
elle  vérifie  le  système  [1]. 

139.  Remarques.  La  démonstration -préoédeito .est  indépen- 
dante du  flombro  des  équations. 

On  peut  n'ajouter  les  unes  aux  autres  qu'une  partie  des  équa- 
tions qui  composent  un  système  :  l'équation  résultante  remplace 
Tune  quilconque  de  telles  qui  rat  servi *à  la  former. 

On  a  le  droite  avant  (Rajouter  les  équations  membre  à  men^fre^ 
de  multiplier  chacune  d'elles  far  un  mombre  quelconque  ;  car  cette 
opération  (tâS)  n'altère  pas  les  conditions  qu'elles  imposent 
aux  incommes. 

11  va  sans  dire  que  l'on  peut,  dans  l'application  du  théorème, 
soustraire  jnembre  à  membre  certaines  équations,  au  lieu  de  les 
additionner. 

140.  Théorâme  II.  Lorsque  Tune  des  équations  d'un  système  est 
résolue  par  rapport  aune  inconnue^  on  peut  remplacer  cette  incon- 
nue par  sa  valeur  dans  les  autres  équations  :  on  ramène  ainsi  le  sys- 
tème  à  un  autre ^  ayant  une  inconnue  et  une  équationde  moins. 

Ainsi  le  système 

^=A, 

B=B',  [1] 

|C  =  G', 
D=D', 

< 

dans  lequel  B,  B',  G,  G',  D,  D'  renferment  toutes  les  inconnues 
d'une  manière  quelconque,  et  où  A  peut  renfermer  tontes  les 
inconnues  à  l'exception  de  x,  est  équivalent  au  système 

X  =A, 

Bi=B'i,  m 
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dans  lequel  Bt,  B'i,  Ct,  C'n  D|,  D '«,  sont  les  expressions  obtenues 
en  remplaçant  x  par  A  dans  B,  Ê\  G,  G",  D,  D'. 

Ed  eÔet,  toute  solution  du  système  [1]  rendant  égales,  par  hy- 
pothèse, les  valeurs  numériques  de  9  et  de  A,  il  est  permis  de 
remplacer  x  par  A  dans  les  équations  suivantes  :  or  les  résultats 
égaux,  que  l'on  obtient  ainsi,  scmt  les  valeurs  numériques  des 
membres  des  équations  du  système  [2].  Donc  ce  dernier  système 
est  vérifié  par  la  solution  du  premier.  Réciproquement,  toute 
solution  du  système  [S]  rendant  a;  égal  à  A,  il  est  permis  de  rem* 
placer  A  par  x  dans  lies  équatiras  suivantes,  ce  qui  ramène  au 
système  [1]. 

Les  deux  systèmes  sont  donc  équivalents* 

Cette  démonstration  est  indépendante  du  nombre  des  équa^ 
tions. 

141.  ËLDsiNATioN.  Lorsque,  dans  les  équations  B=B',C=:G'y 
D = D',  on  remplacer;  par  A,  cette  ineonnue  disparaît  des  équa» 
tiens.  On  dit  alors  qu'elle  est  éliminée.  En  général,  élimimr  un^ 
inconnue  entre  m  équations»  c*est  remplacer  le  système  proposé 
par  UQ  système  équivalent,  dans  lequel  (m-*-l}  éqjuations  ne 
contiennent  pas  cette  inconnue. 


CHAPITRE  IV* 

RÉSOLUTION  D'UN  NOMBRE  QUELCONQUE  D'ÉQUATIONS 
DU  PREMIER  DEGRÉ  ENTRE  UN  NOMDRE  EGAL  DIN- 
C0NNUE8. 

149.  Oopeut,  en  général,  déterminer  les  valeurs  d'un  nom- 
bre quelconque  d'inconnues,  lorsqu'on  connaît  entre  elles  un 
nombre  égal  d'équations  du  premier  degré.  Nous  allons,  dans 
ce  chapitre,  exposer  les  méthodes  qui  fournissent  les  solutionst 
en  conunençant  parle  cas  le  plus  simple,  celui  de  deux  équa- 
tions à  deux  inconnues. 


916409 
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S  1.  Résolution  dUvtf^ système  de  deux  équations  à  deux  inconnues. 
-      143.   FORBIE  GÉNÉRALE    DE   L'ÉQUATION.  DU  PREMIER  DEGRÉ  k 

DEUX  INCONNUES.  Si  Too  désigne  les  deux  inconnues  par  x  et  t/, 

une  équation  du  premier  degré  ne  peut  renfermer  que  trois 

sortes  de  termes  :  l""  des  termes  du  premier  degré  en  x  ;  2"*  des 

termes  du  premier  degré  en  y;  3*  des  termes  tout  connus.  Or 

on  peut  toujours  faire  passer  dans  l'un  des  membres  tous  les 

termes  qui  contiennent  soit  x,  soit  y,  et  y  réunir,  par  l'addition 

des  coefficients,  tous  ceux  qui  renferment  la  même  inconnue. 

Si  l'on  fait  de  même  passer  dans  l'autre  membre  tous  les  termes 

connus,  et  qu'on  les  réunisse  en  un  seul,  l'équation  prendra  la 

forme 

ax-^by=Cf 

a,  6,  c  désignant  des  nombres  connus.  C'est  sous  cette  forme 
que  nous  mettrons  les  équations  que  nous  aurons  à  résoudre. 

144.  l*'  Cas.  Il  peut  arriver  que  l'une  des  équations  ne 
renferme  que  l'une  des  inconnues.  Soit»  par  exemple,  le 
système 

3a?-f  7y=r79,  [I] 
8a?  =80.-     [2] 

L'équation  [2],  qui  ne  renferme  que  a;,  fournit  immédiatement 
(128)  sa  valeur,  â;=  10.  Si  l'on  substitue  cette  valeur  dans  l'é- 
quation [1],  elle  devient 

30+7y=79. 

Et  comme  elle  ne  contient  plus  alors  que  l'inconnue  y,  elle  en 
fournit  (128)  aussi  la  valeur,  y  =7. 

Ces  deux  valeurs,  a? =10,  y =7,  vérifient  évidemment  le  sys- 
tème. D'ailleurs  il  ne  saurait  çxister  d'autre  solution;  car  l'équa- 
tion [2]  n'admet  que  la  solution  a;  =  10;  et  pour  cette  valeur, 
l'équation  [l]  n'est  vérifiée  que  par  y =7. 

Ainsi,  pour  résoudre  le  système,  dans  ce  cas  particulier,  07i 
résout  celle  des  équations  qui  ne  renferme  qu'une  des  inconnues,  on 
substitue  dans  F  autre  équation  la  vcàeur  trouvée  pour  cette  inconnue, 
et  l'on  résout  F  équation  résultante  qui  fournit  Vautre  inconnue 


./ 
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I4)t.  2*  Cas.  Les  deux  éqaations  renferment  les  deux  incon- 
nues. On  ramène  ce  cas  au  précédent,  eu  éliminant  l'une  des 
inconnues  entre  les  deux  équations  (141).  Oh  peut  employer 
plusieurs  procédés  pour  opérer  cette  élimination. 

Méthode  par  substitution.  Soient  les  deux  équations  : 

7a?+3y=47,     [1]   ( 

6x—by=l0.     [2]   (  ^*^ 

On  peut  (tI8,  I2S)  remplacer  l'équation  [1]  par  l'équation 

47  —  70? 

y=— 3— , 

qu'on  obtient  en  faisant  passer  7x  dans  le  second  membre,  et 
en  divisant  ensuite  les  deux  membres  par  3  :  c'est  ce  qu'on  ap- 
pelle, résoudre  F  équation  par  rapport  à  y.  Le  système  (1)  est  ainsi 
remplacé  par  le  système  équivalent  : 


47— 7a?     rn 

y=— 3-,  [1] 

6a?— 5y=10.  [2] 


(2) 


47— 7a? 

On  peut  maintenant  (i40)  remplacer  y  par  — ^ —  dansl'équa- 
lion  [2]  ;  et  Ton  obtient  le  système  équivalent  : 

y=^,  [3] 

Et  l'équation  [4]  ne  renfermant  plus  que  l'inconnue  a?,  on  est 

ramené  au  premier  cas.  On  résout  donc  cette  équation  :  elle 

donne 

18a?— 235  + 35a? =30; 

d'où  Ton  tire  (128),  x=b.  Et  cette  valeur,  substituée  dans  l'é- 
quatiQn  [3],  donne  y=k.  Ces  deux  valeurs,  â?=5,  y=4,  for- 
mant la  solution  unique  du  système  (3)|  fournissent  la  solution 
unique  du  système  équivalent  (1). 

La  méthode  est  générale,  et  conduit  à  la  règle  suivante  :  On 
résout  Fune  des  équations  par  rapport  à  Vime  des  inconnues,  et  fon 
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SUBSTITOE  sa  valeur  dans  Vautre  équation.  Comme  cette  dernière  ne 
renferme  pltu  alors  que  F  autre  inconnue,  on  la  résout,  et  on  obtient 
la  valeur  de  cette  inconnue.  Puis  on  substitue  cette  valeur  dans  Vex- 
pression  de  la  première  ineonnue,  opération  qui  fournit  la  valeur  de 
eeHe-ci. 

146.  MÉTHODE  PAR  ADDITION  BT  SOUSTRACTION.  Reprenons  le 

système  : 

7a?+3y=47,    [1]  )  .. 

On  peut  toujours  rendre  égaux  les  coefficients  d'une  même  in- 
connue dans  les  deux  équations;  il  suffit,  pour  cela,  de  multi- 
plier les  deux  membres  de  chacune  par  le  coefficient  dont  cette 
inconnue  est  affectée  dans  l'autre.  Ainsi,  en  multipliant  la  pre- 
mière équation  par  5  et  la  seconde  par  3|  on  obtient  (128)  le 
système  équivalent  : 

35a:+15î/=235,     [3]   j 

18a?— 15y=30.      [4]  )  ^^ 

Les'  deux  coefficients  de  y  étant  alors  égaux  et  de  signes  con- 
traires, on  éliminera  cette  inconnue  en  ajoutant  les  deux  équa- 
tions. On  obtiendra  ainsi  une  équation 

5307=2  265,  [5] 

qui,  combinée  avec  Tune  des  équations  (2)  ou  avec  Tune  des 
équations  (1),  formera  un  système  (3)  équivalent  au  premier. 

On  sera  ainsi  ramené  au  premier  cas  (144).  On  tirera  de  [5] 
x=^  5  ;  et  substituant  cette  valeur  dans  Tune  des  équations,  dans 
l'équation  [1],  par  exemple,  on  obtiendra  la  valeur,  y=k. 

La  méthode  est  générale,  et  conduit  à  la  règle  suivante  :  On 
multiplie  chacune  des  équations  par  le  coefficient  dont  tune  des  in-- 
connues  est  affectée  dans  Vautre;  on  ajoute  alors  Vune  àVautre,  ou 
Von  RETRANCHE  Vunc  de  Vautre  les  deux  équations  résultantes^  sui- 
vant que  les  coefficients  égaux  de  Vinconnue  considérée  sont  de  signes 
contraires  ou  de  mime  signe.  On  obtient  ainsi  une  équation  à  une 
inconnue,  qui  fournit  la  valeur  de  cette  inconnue.  En  substituant 
cette  valeur  dans  Vune  des  équations  proposées^  on  en  tire  la  valeur 
de  Vautre  iticonnue. 

iKT.  REttARQufi.  Si  leâ  eocfOdentsque  reniât  rendre  égaux 
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ne  sent  pas  premiers  entre  eux,  on  peut  prendre  pour  coefficient 
commun  leur  plus  petit  multiple  commun  :  il  sufCt,  pour  cela,  d6 
diviser  ce  plus  petit  multiple  par  chacun  des  coefficients  de 
l'inconnue  à  élimineri  et  de  multiplier  chaque  équation  par  le 
quotient  correspondant.  Soit,  par  exemple^  le  système 

36x+   7y=323,  (  r-, 

5te-llî/  =  377.J  ^^ 

Le  plus  petit  multiple  commun  à  36  et  à  54  est  108  :  les  quotients  de  108 
par  36  et  54  eont  3  et  2.  On  multiplie  donc  la  première  équation  par  3»  et  la 
seconde  par  2;  et  Ton  a  \%  système  ôquiraient  : 

108i  +  2ly=960,  j  rj, 

108»— 22y  =  754r(  ^^ 

comme  le»  coefficients  de  x  ont  le  même  signe,  on  retanche  la  seconde  ôquft* 
tion  de  la  première  ;  ce  qui  donne  ; 

43y=321â; 
d'oA  y =5;  tt»  par  auitet,  xs=8. 

148.  Autre  remarque.  Lorsque  l'on  a  trouy^  par  la  méthode 
précédente,  la  yaleur  d'une  des  inconnues,  on  peut  chercher  dj- 
rectement  la  valeur  de  f  autre  inconnue  pepr  la  même  méthode,  au 
lieu  de  la  déduire  d'une  substitution. 

Ainsi,  dans  l'exemple  précédent,  pour  obtenir  x,  on  mul- 
tipliera la  première  équation  par  11  et  la  seconde  par  7  ;  ce  qui 
donnera: 

f  3960?+ 77^=3553, 
(3780?— 77^=2639; 

et,  en  ajoutant  les  deux  résultats,  on  trouvera, 

774a?=6192; 

d'où  l'on  tirera  :  x^S. 

nette  valeur  de  x  ne  peut  différer  de  celle  qu'a  fournie  la  sub- 
stitution :  car,  d'après  les  raisonnements  précédents,  le  sys- 
tème [1]  est  équivalent  à  l'un  quelconque  des  deux  systèmes, 

P]  |36j?+7y=323,  |3ar+7y=323;        W 

or  chacun  de  ces  derniers  ne  fournit  qu'une  solution  ;  il  est 
donc  nécessaire  que  cdte  sohuion  soit  la  même  pour  ces  deui 
systèmes. 
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149.  Corollaire.  On  voit  qu'en  général  un  système  de  deur 
équations  du  premier  degré  à  deux  inconnues  admet  une  solu- 
tion unique  et  déterminée. 

$  II.  Résolution  d'un  système  de  trois  équations  à  trois  inconnues. 

180.  RÈGLE.  Pour  résoudre  un  système  (l)  de  trois  équations  à 
trois  inconnues  x,  y,  z,  on  élimine  Vune  des  inconnues^  z  parexem- 
pUj  d'abord  entre  deux  des  trois  équations,  puis  entre  la  dernière  et 
Vune  des  deux  autres  :  on  emploie,  pour  cela,  soit  la  méthode  par 
substitution  (i4tt),  soit  la  méthode  par  addition  et  soustraction 
(146).  On  obtient  ainsi  deux  équations  à  deux  inconnues  x  et  y,  qui 
combinées  avec  Vune  des  équations  proposées,  forment  un  système 
(2)  équivalent  au  premier  :  les  raisonnements,  pour  le  prouver, 
sont  ceux  que  nous  avons  employés  dans  le  paragraphe  précé- 
dent. On  résout  le  système  des  deux  équations  enxetj;et  substi-- 
tuant  les  valeurs  trouvées  pour  ces  inconnues  dans  Vune  des  équa- 
tions proposées,  on  obtient  la  valeur  de  z. 

151.  Exemple  I.  Soit  d'abord  à  résoudre  le  système 

3a;  +  2y  +  4Jï  =  19, 
2x  +  5y  +  3;f=21, 
3«—  y+  *=  4. 

Pour  appliquer  la  méthode  précédente,  nous  devons,  par  exemple,  déduire  de 
l'une  des  équations  la  valeur  d'une  inconnue,  et  la  substituer  dans  les  deux 
autres.  Comme  on  peut  choisir  l'une  quelconque  des  trois  inconnues,  et  la  déduire 
de  Tune  quelconque  des  trois  équations,  il  y  a  neuf  manières  de  commencer  le 
calcul  ;  on  voit  que  la  plus  simple,  dans  l'exemple  proposé,  consiste  à  prendre 
la  valeur  de  y  dans  la  troisième  équation,  parce  que  l'on  n'introduit  pas  ainsi  de 
dénominateur.  On  obtient  : 

y  =  3aî  +  jjr— 4i 

et,  par  subttitution  de  cette  expression,  les  deux  premières  équations  de- 
viennent : 

3«  +  2(3a;  +  jr-4)  +  4;r=19, 
2a  +  5(3«  +  jjp— 4)  +  3x  =  2l; 

ou,  en  réduisant,  )  8*  +  6Jf=27, 

Ces  équations,  résolues  par  les  méthodes  exposées  (145, 140},  donnent 

«=I,  ar=3. 
Puis  ces  valeurs,  substituées  dans  l'expression  de  y^ 

y=3af  +  j»— 4, 


I 
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donnent  y^2; 

et  la  solation  cherchée  est,  par  conséquent| 

•    «=1,  y=2,  1=3. 

n.  Soit  encore  à  résoudre  le  système  d'équations  : 

a*+a*x+ay  4-5=0, 
6»  +  b»x  +  by -f;j=0, 
c=»  -f  c*«  +  cy  +jï=0; 

nous  appliquerons  la  seconde  méthode  (140).  Comme  a  n*a  pas  de  coefficient, 
Doos  retrancherons  successivement  la  première  équation  de  chacune  des  deux 
autres;  et  nous  obtiendrons  les  deux  équations  nouvelles,  indépendantes  de  z. 

15s— o«-|.(tï  — a»)x  +  (d  — a)y=0, 
I  c*  —  o*  +  (c»— oV+  (c  —  a)  y=0. 

Or  la  première  de  ces  équations  est  divisible  par  {h  —  a),  la  seconde  par  (c  —  a]  ; 
si  Ton  supprime  ces  facteurs,  elles  deviennent  : 

}  c^  4-  ac  +  a^  +  (c  H- a)  »  +  y  =  0 . 

Peur  les  résoudre,  on  peut  procéder  de  la  même  manière,  et  soustraire  la  pre- 
mière de  la  seconde  ;  on  obtient  ainsi  : 

c^  — 5»  +  a(c— 5)  +  (c— b)«=0; 

ou,  en  divisant  par  [e  —  b), 

c  +  b  +  a  +  «=0. 

De  là  on  tire:  »= — a^b — c, 

et,  par  suite, 

y=— b»— ab— a*— (b-f  a)x=ab4-ac+bc 

Enfin  ces  valeurs  de  x  et  y,  substituées  dans  l'expression 

;r  =  — o»— o»x  — ay, 
donnent 

$  ni.  Résolution  d'un  nombre  .quelconque  d'équations  du  premier  degré. 

158.  RÈGLE  GÉNÉRALE.  Pour  résoudre  un  nombre  quelconque 
(f  équations  renfermant  un  nombre  égal  d'inconnues^  on  peut  déduire 
de  Vune  d'elles  la  valeur  d'une  inconnue,  et  substituer  (140)  cette 
taleur  dans  toutes  les  autres  :  celles-ci  contiennent  alors  une  incon- 
nue de  moins;  et,  en  complétant  leur  système  par  F  équation  qui 
fournit  V expression  de  la  première  inconnue,  on  obtient  un  système 
équivalent  au  système  proposé. 

On  peut  aussi  éliminer  l'inconnue  entre  Vune  des  équations  et 
toutes  les  autres, par  laméthode  d'addition  et  de  soustraction  (146)  : 
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on  obtient  encore  un  système  équivaknt  (t«(8),  enjoignant  à  Ven-- 
sembh  des  éqiuitions  nouvelles  Véquaiion  dont  on  s^est  servi  pour 
faire  disparaître  cette  inconnue. 

Dans  tous  les  cas,  la  résolution  cTun  système  de  n  équations  à  n 
inconnues  est  ramenée  ainsi  à  la  résolution  de  (n — 1)  équations  à 
C:i  —  1)  inconnues.  La  résolution  de  ces  dernières  se  ramènera  de 
même  à  celle  de  (n — 2)  équations  à  (n — 2)  inconnues;  et,  en  con- 
tinuant ainsi,  on  sera  conduit  à  une  équation  ne  contenant  qu'une 
inconnue. 

Le  système  équivalent  au  système  proposé  renfurmwa  alors  n 
équations,  ainsi  composées  :  la  dernière  ne  renfermera  qu\ne  in- 
cAinnue,  la  (n — !)"•  renfermerez  cette  inconnue  et  une  autre,  la 
(a  —  2)"^  contiendra  ces  deux  inconnues  et  une  troisième....;  enfin 
la  première  contiendra  toutes  les  inconnues^  Et  U  est  évident  quon 
pourra  résoudre  successivement  toutes  ces  équations  en  commençant 
par  la  dernière  et  en  remontant  jusqu'à  la  première,  et  qu*on  ob- 
tiendra ainsi  les  valeurs  de  toutes  Us  inconnues. 

163.  Exemple.  Soit  Je  système 

«+2y  +  3jf+4t?=30, 

2«— 3y  +  5jr  — 2t;=  8,  i  r-^ 

3x--f  4y— 2x— ^  t7=:  1/  '  * 


4»—  y+6;sf— 3»=  8. 
La  première  équalioo,  résolue  par  rapport  à  jp^  donner 

4p=30— 2y-3sf— 4t?; 
et,  en  substituant  cette  valeur  dans  les  trois  autres,  on  trouve  : 

2yH-lU  +  13t'=  89, 1  p] 

9y+   6H-19»=112.| 

De  même,  la  première  des  équations  [2] ,  résolue  par  rapport  à  x,  donne  : 

J=57  — 7y— lOv; 

et,  en  substituant  cette  valeur  dans  les  deux  autres,  on  a: 

75y +  97 1=538,  j  ^. 

33y+41i?=230.  (  ^^^ 

On  tixB  de  U  demi^  ^=,2^2z^^ 

et  substituant  cette  valeur  dans  la  précédeotc,  on  a: 

126t'=o04.  W 
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AJiul  U  syitAme  équivalent  au  système  proposé  est  formé  par  les  équatiooi  : 

'«=30— 2y  — 3i— 4t;, 
f;r=r57— Ty— 10», 
*  230—41© 

,y=-^3— .  [5] 

1261?=  504. 

Or  la  dernière  de  ces  équations  donne  t?  =  4.  Cette  valeur,  substituée  dans  la 
précédente^  donne  y=r2.  Ces  deux  valeurs,  substituées  dans  la  seconde,  don- 
nent 2=3.  Et  enfin  ces  trois  valeurs,  substituées  dans  la  première,  donnent 
'=  1.  Ainsi  la  solution  est  x—1,  ys=2,  x=^f  o=4. 

154.  MÉTHODE  DE  Bezout.  Od  rësout  aussi  les  équations  du 
premier  degré  par  une  autre  méthode,  dite  des  coefficients  indé-- 
terminés,  dont  l'emploi  est  souvent  plus  commode. 

Soient  n  équations  du  premier  degré  à  n  inconnues, 

aX'{-by+  cz -{-»..      =*, 
agx+biy+0ix+...      =fc|,    . 

Ajoutons  ces  équations,  membre  à  membre,  après  les  avoir 
muUîpliées  respectivement,  à  l'exception  de  la  première,  par 
des  nombres  indéterminés Xi,X2,. . .  X«.i  ;  il  viendra  : 

[2]  X  (a+ai\+.  ..+a,^Vi)+y  (^+Mâ+-*  •+*i-iVi) 

et  cette  nouvelle  équation  peut  (i39}  remplacer  une  des  pro- 
posées, qiLds  que  soient  les  nombres  Xi,  >i, . . .  X.^. 

Or  nous  pouvons  déterminer  ces  nombres,  de  manière  que 
les  coefficients  des  inconnues  y,  z^.  • .  soiant  nuls,  c*est«à-dire 
que  les  équations, 

C  +  CiXj-f-.  ..  4-  Cn-lXn-l=0,  l  [3] 

soient  satisfaites  ;  car  il  suffira,  pour  cela,  de  résoudre  (n — 1) 
équations  à  (n —  1)  inconnues. 

On  résoudra  donc  le  sysLJme  [3]. 

Si  l'on  substitue  alors  dans  l'équation  [2]  les  valeurs  trouvées 
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pour  X^y  \  ...  K-h  cette  équation  ne  contiendra  plus  que  laseule 
inconnue  x;  car  elle  se  réduira  à 

elle  permettra  donc  d'en  déterminer  la  valeur,  qui  sera  : 

k-\-  «1  Al  +  .  .  .  +^»- 1  Ah_|  . 

X  étant  connu,  le  système  ne  contiendra  plus  que  (n  ^  1)  incon- 
nues. 

La  méthode  que  nous  venons  d'indiquer  permet,  comme  on 
voit,  de  résoudre  n  équations  à  n  inconnues,  pourvu  que  Fou 
sache  résoudre  un  système  contenant  une  inconnue  de  moins. 

Gomme  nous  savons  résoudre  deux  équations  à  deux  incon- 
nues, nous  pouvons,  d'après  cela,  résoudre  un  système  de  trois 
équations  à  trois  inconnues;  partant,  un  système  de  quatre 
équations  à  quatre  inconnues,  et  ainsi  de  suite.  On  obtiendra 
ainsi,  quel  que  soit  le  nombre  des  équations  proposées,  la  valeur 
de  chaque  inconnue. 

1B8.  Modification  a  la  héthode.  La  méthode  des  multipli- 
cateurs permet,  d'ailleurs,  d'obtenir  directement  chaque  incon- 
nue, sans  calculer  aucune  des  autres.  Il  suffit,  pour  cela,  de 
procéder  pour  chacune,  comme  on  l'a  fait  pour  x.  Si  Ton  veut 
obtenir  y,  par  exemple,  on  égalera  à  zéro  les  coefficients  des 
(n —  1)  autres  inconnues  ;  on  trouvera,  en  résolvant  ces  (n  —  l) 
équations,  de  nouvelles  valeurs  pour  les  indéterminées  Xi,Xt,..>»_4; 
et,  en  substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  [2],  on  obtiendra 
une  équation  en  y,  qui  permettra  d'en  déterminer  la  valeur. 

Les  valeurs  que  l'on  obtient  par  ce  procédé  pourrr,  y,  z,... 
ne  peuvent  difTérer  de  celles  qu'a  fournies  le  premier.  En  effet, 
l'équation  [2]  doit  être  vérifiée,  quels  que  soient  les  nombres 
Xi,  Xa,...X».i;  il  est  donc  permis  d*y  faire  les  hypothèses  qui  an- 
nulent tous  les  coefficients  moins  un.  Le  second  procédé  fournit 
donc  la  solution  demandée  :  et  comme  cette  solution  est  unique, 
il  faut  qu'elle  soit  la  même  que  celle  qu'on  a  obtenue  par  le  pro- 
cédé primitif. 

150.  ExBMPLB.  Appliquons  cette  méthode  à  la  résolution  du  système: 

7«  +  2î/— 10x=18,  [  [Il 

6»  — 6y  — 15jf=  6.  J  , 
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On  multiplie  ia  deuxième  équation  par  h,  la  troisième  par  Xs,  et  Ton  ajoute 
les  produits  à  la  première  ;  on  a  ainsi  : 

(3  +  7>,  +  5Xa)  «+ (— 4  +  2X.  — 6)a)  y  +  (5 - lOXi  — 153JI 
=  9+18X.  +  6>j.  [2] 

Pour  obtenir  x,  on  égale  à  zéro  les  coefficients  de  y  et  de  jr;  ce  qui  donne  : 

1—4+   2X,—  6>4=0,  i   X,— 3).a=2, 

I      5-10X,-15Xj=0,  }2X,  +  3Xa=l. 

En  rtelvant  ces  deux  équations,  on  trouve  Xi  =  I,  Xs  =  ~  t.  On  substitue  ces 

valeurs  dans  Téquation  [2]  ;  elle  devient  : 

^3  +  7-|)  «=94-18-2;    d'où    ap=3. 

Pour  obtenir  y^  on  annule  les  coeflicier.U  de  op  et  de  jf  ;  on  a  ainsi  : 

j3+  7Xif  5).3=0. 
15  — lOX,— loXa=0. 

14  13 

En  résolvant  ces  deux  équations,  on  trouye  Xi=  "  ÎT»  ^  =  îî-  ^^  substitue 

ces  ifaleurs  dans  l'équation  [2],  qui  devient  : 

/^-4-??-^'iy  =  9-^+^;    d'où    y=î. 

\  *   11     iiy^        11  ^ir         *'    2 

Enfin,  pour  obtenir  Xj  on  écrit  les  deux  équations 

J      3+7X,+5Xî=0, 
|-4  +  2X,-6>,=0, 

1  17 

qui,  résolues,  donnent  >»  =:^,  Xa=— ^.    L'équation  [2]   devient,  pour  ces 

valeurs  : 

/        10  .  255\  18_102.    ^   j^  2 

^^"26"^'26r-^^26        26'    ^''^     ^  -  S' 

157.  Cas  où  les  coeppicienis  des  inconnues  sont  de  grands 
KOMBKES.  Lorsqu'on  a  à  résoudre  un  système  dans  lequel  les 
inconnues  ont  de  grands  coefficients,  il  est  ordinairement  avan- 
tageux d'employer  la  méthode  de  substitution.  Résolvons,  comme 
exemple,  le  système  suivant  : 

1,2345»+ l,3579y  +  8,642jï  —9,765744=0,  [1] 

7,447x  +5,225V  -6,336;f  —0,611327=0,  [2] 

l,5380a;+4,4444y—5,6T89;r4- 1.20011  =0.  [3] 

ta  première  de  ces  équations  donne,  pour  valeur  de  jï, 

1.^345-H,357{)y-9,765744 
'^  8,642  ' 
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Cette  Taleur,  Mbstituée  dans  Véquaiïon  [2],  donne  : 

En  multipliant  tous  les  termes  par  le  dénominateur  8,642,  on  obtient  : 

64,356974»  +  45.1544o0y—  61,875754  +  7,821792*  +  8,«03654y 
—5,283088=0, 

ou  72,17877* +  53,758lOy- 67,16884=0.  £4J 

La  même  valeur  de  x,  substituée  dans  l'équ^on  [3],  donnera  : 

J.5380x+4,4444»  +  5,6789x'-'^^^^-^^',^^;^-^'^^-^**  +  l,200n  =  0; 

d'où       13,291396«+38,408505y  — 55,458684+  7,010602« +7,711378y 

+  10,371351=0, 

c'est-à-dire  20,30200  «+  46,1 1988y  -  45,08733=0.  [5] 

La  question  est  maintenant  ramenée  à  la  résolution  de  deux  équations  à  deux 
inconnues  [4]  et  [5].  On  tire  de  Téquation  [5] 

_      20,302g -45.08733 
^'"  46,11988 

En  substituant  cette   valeur  de  y  dans  réqnation  [4],  on  obtient 

72.n877x-53.7581X^°-^\\'-y^^-67.15884=0. 

La  multiplicatiod  par  le  dénominateur  46,11988  donne 

3328,877»  —  1091 ,397x  +  2423,809-3097,358=  0, 
ou  2237,480x— 673,549=  0. 

Donc  «=^5^:^=0  301030 

^  »     2237,480        '""" 

Pour  trouver  la  valeur  de  y,  on  a  d'abord 

20,302*=  6,11151-, 
donc  45,08733—  20,302*= 38,97582, 

«t  »=??^^5^  =0  8460980 

^46,11988     ^'^°^*"' 

Si,  maintenant,  dans  Téquaiion 

1  >2345j+  1 ,8579v  —  9,765744 
8^642  ' 
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Doos  lulifititaaDB  à  a?  et  à  y  leurs  valeun  numériques,  nous  aurons 

l,234Sr  =  0,3716215, 
l,3D79y=l,1475586; 

dcoB  9,765744— l,2345x-  l,3579y=8,24656l, 


et 


-•-fs*"»*»»- 


Les  trois  inconnues  sont  donc 


«=0,301030,    y=0,8450980,    jr=0,9542425. 


tu 


1,2345» 
l,3579y 
8,642jk 


7,447» 
5,225y 


l,&d80»: 
4,4444y 


Vérification. 

0,3716215 
1,1475586 
8,2465637 

9,765744  —  9,765744 

2,241770         6,336;r 
:4,415637 


=0. 


=6,046080 
0,611327 

6,657407 


6,657407 

0,46298414 
3,75595355 
1,20011000 

5,4190477.     5,678:x=5,4190477. 


[1] 


m 


m 


s  lY.  Simplifications  et  remarques  dlTerses. 

158.  Cas  où  toutes  les  inconnues  n'entrent  pas  a  la  fois 
DANS  TOUTES  LES  EQUATIONS.  U  peut  arriver  que  chacune  des 
équations  ne  contienne  pas  toutes  les  inconnues.  Cette  circon- 
stance abrège  le  calcul;  car  on  peut  considérer  comme  éliminée 
d*une  équation  une  inconnue  que  cette  équation  ne  renferme 
pas.  n  faut  alors  commencer  l'opération  par  l'élimination  de 
rinconnue  qui  entre  dans  le  plus  pelit  nombre  d'équations. 

Considérons,  par  exemple,  le  système 

«X— 2X+  u=41,  [1] 

7y— 5x—    r=12,  [2J 

4y  — 3*4-2tt=:  5,  [3] 

8y— 4w-+3t=  7,  [4] 

9i-.&u=ll.  [5] 
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On  Toit  que  t  n'entre  que  dans  deux  équations;  on  tire  donc  de  [2|  : 

«=7y-5»— 12;  ^2] 

et  Ton  substitue  cette  valeur  dans  [4] ,  qui  devient  : 

24y  — 15jï— 4m=43.  [61 

En  joignant  cette  équation  [6]  aux  équations  [1],  [3]  et  [5],  on  forme  un  sys- 
tème de  quatre  équations  à  quatre  inconnues  x,  y,x,  u. 
Orx  n'entre  que  dans  les  équations  [l]  et  [3].  On  tire  donc  de  [3]  : 

et  Ton  substitue  cette  valeur  dans  [1],  qui  devient  : 

ny  — 2*+7u=56.  [7] 

En  joignant  cette  équation  [7j  aux  équations  [5]  et  [6] ,  on  obtient  un  système 
de  trois  équations  à  trois  inconnues  y ,  x,  u. 
Comme  y  n'entre  que  dans  les  équations  [6],  [7] ,  on  tire  de  [7]  : 

2;f— 7U  +  56  ,,, 

y= ï2 — '  PI 

et  l'on  substitue  cette  valeur  dans  [6],  qui  devient  : 

lU+18tt=69.  fSj 

Cette  équation  et  l'équation  [5]  forment  un  système  de  deux  équations  à  deux 
inconnues. 

On  tire  de  [S]  :  ti  = — - —  ; 

5 

et)  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  [8] ,  ona: 

0 

équation  à  une  inconnue ,  d*où  Ton  tire  :  x=^Z, 
Par  suite,  l'équation  [5]  donne  :  u  =  2; 

ensuite  l'équation  [7]  donne  :  y  =  4; 

puis  l'équation  [3]  donne  :  c=5, 

et  enfin  l'équation  [2]  donne  :  1  =  1. 

159.  Artifices  particuliers.  Il  arrive  quelquefois  que  les 
équations  présentent  une  certaine  symétrie  par  rapport  aux  in- 
connues; on  peut  alors  ordinairement  employer  des  procédés 
plus  expéditifs  que  les  méihodes  générales.  Nous  ne  saurions 
<lonner  de  règle  à  cet  égard  ;  mais  nous  allons  indiquer,  à  l'aide 
de  quelques  exemples,  les  artiiices  les  plus  usités. 
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EnvPLB  L  Soit  le  système 

»+y+Jf+«=a,  fl] 
y  +  j  +  «+«  =  &,  [21 
X  +  <+«  +  «=c,    [3J 

«+ç+«  +  y=d,  [41 
«  +  «  +  y  +  l=e.     [5] 

Siroaajoate  ces  cinq  équations  membre  à  membre,  on  remarque  que  cbaque 
inconnue  entre  quatre  fois  dans  la  somme  ;  de  sorte  que,  si  Ton  désigne  par  g 
la  soiune  des  seconds  membres,  (a  +  & + ^  +  d  +  ^)i  on  a  Téquation 

4(»+y  +  x+<+»)  =  «, 
ou  «+f +;f +«  +  !?  =  |.  [6] 

Ainsi  la  somme  des  cinq  inconnues  est  déterminée.  Et,  puisque  cbacune  des 
équations  proposées  contient  quatre  de  ces  inconnues,  il  suffira  de  les  retran* 
cber  sQcoessiTement  de  Téquation  [6]  pour  obtenir  chaque  inconnue.  On  aura 
ainsi  : 

r=--a,     «=|-&,    y=4-c,     ^=5-d,    *=~^' 

Exemple  II.  Calculer  les  longueurs  des  trois  côtés  d'un  triangle,  connaissant 
ks  longueurs  des  droites  qui  joignent  chaque  sommet  au  milieu^  du  côté  opposé. 

Désignons  par  a,  &,  e,  les  longueurs  inconnues  des  trois  côtés,  et  par  a,  %  ^ 
les  longueurs  des  médianes  correspondantes.  La  géométrie  fournit  immédiate- 
ment les  trois  équations  : 

Si  l'on  ajoute  ces  trois  équations  membre  à  membre,  on  a  : 

o»  j-  52  j-  fil 

d'où  Ton  tire  aisément  : 

Ainsi  Ton  connaît  la  somme  des  carrés  des  trois  côtés.  Si  l'on  retranche  main 
tenant  réqoation  [1]  de  Téquation  [4],  b'  et e- disparaissent;  et  Ton  a  : 


d'où  l'on  déduit  : 


tf=|(«î+P+f)-2a>-ï; 


0'  =  5pP'  +  2ï'-«»). 
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On  obtiendrait  de  même  &>  et  e',  en  retranchant  sueeessiTement  les  équations 
[2]  et  [3]  de  l'équation  [4].  Hais  il  est  pliis  simple  de  remarquer  qu'on  passe 
de  l^équation  [IJ  à  l'équation  [2],  en  Gageant  ^  en  c^,  e>  en  a*,  à*  en  &>, 
a"  en  p>;  on  obtiendra  donc  la  valeur  de  &*,  en  appliquant  cette  permutation 
de  lettres  à  la  formule  qui  donne  a^  ;  et  Von  aura  : 


On  troBTtva  de  néme  : 


b»  =  |0«»  +  2T»-P'). 


c»=J(2«*+2P»-f). 


Las  carrés  a%  6*,  c*  étant  CQQAua,  (ey  côtéq  eux-mêmes,  a,  h,  e  sont,  par  là 
môme,  déterminés. 

Exemple  III.  Résoudre  le  système 

mx-^ny+px  +qt?=*. 
On  a  démontré  (08)  que  Ton  a  : 

pr  le  numérateur  du  dernier  rapport  est  k;  donc  on  a: 

ak 

ma  -^  nb  '\-  pc-^  qd' 


x^ 


On  a  de  mémo  y  = ; — s—; \ — j. 


** 


"  mcTÇnS^^^'pc^Çqi' 


S  V«  Des  cas  où  e  nombre  des  inconnues  n*est  pas  égal  au  nombre 

des  équations. 

160.  Cas  où  le  nombre  des  équations  surpasse  celui  des 
iNCONiiUEs.  Soit,  par  exemple,  un  système  de  troi^  équatiOQ3 
entre  deux  incoimuesa?  et  y.  En  résolvant  deux  de  ces  trois  équa* 
tions  par  Tune  des  méthodes  connues,  on  obtiendra  les  valeurs 
de  xei  de  y,  qui  seules  peuvent  vërifter  le  système.  Mais,  pour 
qu'il  en  soit  ainsi,  il  faudra  que  ces  valeurs  satis£asseol  à  la 
troisième  équation.  Si  cette  condition  n'est  pas  remplie,  1$  sys» 
time  est  impossible. 
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5j— 2y=l, 

8«+  y=iJ, 

est  impossible,  poisqu'en  résolvant  les  deux  premières  équations,  on  troare 
2=1,  y=r2;  et  que  ces  valeurs,  substituées  dans  la  dernière,  conduisent  à 
rinpossibîtité,  10=12. 

En  général,  si  Ton  donne  (m+p)  équations  entre  m  incon- 
nnes,  on  pourra  résoudre  m  de  ces  équations,  et  obtenir  ainsi 
les  valeurs  qui  seules  peuvent  vérifier  le  système  ;  mais  il  faudra 
que  ces  valeurs,  substituées  dans  les  p  équations  restantes,  les 
vérifient  :  sinon,  le  système  sera  impossible. 

Si  les  coefficients  des  inconnues,  ou  quelques-uns  d'entre  eux, 
sont  des  lettres  dont  la  valeur  n'est  pas  déterminée ,  les  valeurs 
obtenues  pour  ces  inconnues  seront  des  formules  dépendant  de 
ces  lettres  ;  et  la  substitution  de  ces  formules  dans  les  p  équa- 
tions restantes  fournira  p  relations,  qui  exprimeront  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  que  devront  remplir  les  coefficients  lit- 
téraux, pour  que  le  système  soit  possible.  On  donne  &  ces  rela- 
tions le  nom  d'équations  de  ccndition. 

IX  +  y=2a, 
3« +4y --=20+36— 1. 

Les  dtvx  premièm  équaiions  donnent  x:=:a-{-b,  y=:a— 5;  et  cas  vatevs, 
substituées  dans  les  deux  dernières^  fournissent  les  équations  de  condition, 

j  5a  — 6=0  +  25, 
(Ta— 6=2o  +  36— 1; 
desquelles  on  tire  :  a=3,  l>=4. 

€i  1^  admet  ces  vaifivrs  de  «  et  de  6^  le  système  est  possible,  et  la  solution 

est: 

«=7,  y=— 1. 

161.  Cas  où  le  nombre  des  inconnues  surpasse  celui  des 
éQUATiORs.  Soit ,  par  exemple ,  un  système  de  deux  équations 
entre  trois  inconnues  rr,  y,  z.  Si  Ton  regarde  une  des  inconnues, 
f  par  exemple ,  comme  connue,  la  résolution  du  système  four- 
nira, comme  valeurs  de  a;  et  de  y ,  deux  formules  qui  contien- 
dront X.  On  peut  donc  donner  à  i  des  valeurs  arbitraires;  et 
pour  chacune  d'elles,  les  formules  fourniront  pour  w  et  pour  y 
des  valeurs  correspondantes.  U  système  admettra  donc  un  rumibre 
infini  de  soliuions.  On  voit  alors  au'il  est  indéterminé. 
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En  général,  si  Ton  donne  m  équations  entre  {m+p)  incon- 
nuesy  on  pourra  considérer  comme  connues  p  de  ces  inconnues, 
et  résoudre  les  m  équations  par  rapport  aux  m  autres  ;  on  ob- 
tiendra, pour  valeurs  de  ces  m  inconnueSy  m  formules  contenant 
les  p  premières.' On  pourra  donc  donner  à  ces  p  inconnues  telles 
valeurs  que  Ton  voudra  ;  et  les  formules  fourniront  les  valeurs 
correspondantes  des  autres.  Le  système  est  donc  indéterminé. 


EXEMPLE.  Soit  le  système:     |  ^IjÎ+S^-JLJ.' 


On  résout  par  rapport  à  jt  et  à  y,  en  Deàsant  passer  dans  les  seconds  membres  les 
termes  en  s  et  en  U  On  trouve  ainsi  les  deux  formules  : 

18  — x  +  12« 

7    r     • 
2  +  101  — I 

y= — -, — . 

Si  l'on  pose  arbitrairement,  x=2,  (=1,  on  trouve  â;=4;  v=3* 
$  VI.  Des  cas  d'impossibilité  et  d'indétermination. 

162.  Cas  d'impossibiuté.  Lorsque  le  nombre  des  inconnues 
est  égal  au  nombre  des  équations,  il  arrive  quelquefois  que  les 
méthodes  de  résolution  conduisent  à  des  résultats  contradic- 
toires. 

l.Soitlesysrtme:  UZZl^Zll 

Appliquons  la  méthode  d'addition  et  de  soustraction  (146)  :  pour  éliminer  y, 
multiplions  la  première  équation  par  7,  et  la  seconde  par  3;  il  vient: 

i63x— 84y=42, 
j  63«— 84y=45; 

équations  évidenunent  incompatibles,  puisque^  en  les  soustrayant  Tune  de  rautre, 
on  aurait  : 

0=3. 

Le  système  proposé  est  donc  impossible;  et  l'impossibilité  se  manifeste  par 
cette  circonstance^  que  Télimination  d'une  inconnue  fait  disparaître  Tautre,  de 
sorte  qu'il  ne  reste  plus  qu*une  égalité  entre  deux  nombres  inégaux. 


V  Soit  le  système  : 


2«— 3y  +  4;>f=7, 

3«— 2y+  x=8, 

11«— 9y+7x=:30. 
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En  élimiiiint  jr,  d'abord  entre  les  deux  premières  équations,  puis  entre  les  deux 
dernières,  on  obtient  les  deux  équations, 

j  10*— 5y=25, 

qui  sont  éyidemment  incompatibles.  Le  système  est  donc  impossible  ;  et  Tim- 
possibilité  se  manifeste  par  cette  circonstance,  qu'en  éliminant  x,  on  obtient 
deux  équations,  dont  la  différence  conduit  encore  à  Tégalité  absurde  :  0=1. 

163.  Cas  d'indétermination.  Il  arrive  aussi  parfois ,  qu^en 
résolvant  un  système  d^équations,  on  rencontre  des  égalités  qui 
ont  lieu,  quelles  que  soient  les  valeurs  des  inconnues. 

,.S0UUs,s««e:  |j;::gzS 

Si  Ton  cherche  à  éliminer  y,  en  multipliant  la  première  équation  par  5  et  la 
seconde  par  7,  on  trouYe  : 

j455j;+315y=1085, 
{455x+315v=1085, 

équations  identiques.  Ainsi  les  deux  équations  proposées  rentrent  Vune  dans 
Vautre.  On  n'a  donc,  à  proprement  parler,  qu'une  seule  équation  à  deux  incon- 
nues :  et  le  nombre  des  solutions  est  infini  (161).  On  voit  que  l'indétermination 
se  manifeste  par  cette  circonstance,  que  l'élimination  de  Tune  des  inconnues  fait 
disparaître  Vautre,  et  qu'il  reste  une  identité  :  0=0. 

Î2ar— 3y+4x=  7, 
3«— 2y+  x=  8, 
lia?— 9y+7;r=31. 

L'élimination  de  x  entre  les  deux  premières  équations,  puis  entre  les  deux  der- 
Dtères,  conduit  aux  deux  équations, 

jlO«— 5y=î5, 
1 10»— 5y=25, 

qui  sont  encore  identiques.  Comme  ces  deux  équations,  combinées*  avec  Tune 
des  trois  premières,  forment  un  système  équivalent  au  système  proposé,  on  voit 
qn*on  n'a,  en  réalité,  que  deux  équations  à  trois  inconnues.  Le  système  est  donc 
indéterminé;  et  l'indétermination  se  manifeste  encore  par  cette  circonstance, 
qae  Télimination  de  deux  des  trois  inconnues  conduit  k  une  identité. 

EXERCICES. 

I.  Résoudre  le  système  :  j  f  Toy—  > 

^   ^  h^-^ae  a6— e 

On  trouve:  «  =  -..>,         V-tt-k» 
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on  trouve:  .=^(-l-_c),      ,=!(«_ jl^). 

m.  RéaoudM  le  système  :  i*    V 

2+8=6. 

X     y 

On  prend  -  et  -  pour  inconnues  auxiliaires,  et  Ton  trouva: 

9^  ai  f>?^A» 


j^PlZil, 


P' 


op — 6g'         *     bp  — og' 
lY.  Résoudre  le  syntème  : 

(o«-b^  (5«+3îf>=2a6(4o— &), 


0+6'        »*~a— 5" 


V.  Résoudre  le  syrtèma:   f  ^/v^f^^^ 
On  trouva  :  s.=  16,  y = 25. 

(a4- 5)» — (o  +  c)  y  +  (b +c)  jr=0, 

obx — acy  +  bw = 1. 
On  trouve  : 

1  1  1 


vu.  Résoudre  le  système  :    Kl^'t  *.'"  t  ^'^  "=°' 

d*  +  d»«  +  d'y  +  di  +  tt=0. 

On  trouve:  »=— (o4-5  +  c4-d),  y:^ab+ac+ad-f  bc+bd+cd» 
;r= —  (abc  +  obd  +  aed  -i-bcdif  u = àbcd, 

VIII.  Résoudre  le  système  :  {  a"  +  b"  +  c''=d', 

g*  _  y  '_  X*  . 

et  éliminer  a,  h,  e,  entre  ces  équations. 

—  (l)-=©"'  (8"=G)''  (f)"=(l)". 

»m  aa  ■■  «• 
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IX.  RiflOQdre  le  système  : 


1+1+1=1. 
etMisuler:  tfi^  +  bf  • -f  cl*. 

On  trouTe  :  m=  -^^  "^JL  y 

i<a{  +  m(y  +  x+r)  =  *. 
Ci  +  m  (©+•»+ y) =p, 
d«  +  m(«  +  y+j)=g. 

Ob  eberehe  d'al)ord  la  sefiame  t  des  inooiinaes  : 

o  — m'        *     6— m*  c— I»'  d— m 


m 


CHAPITRE  V. 

RÉSOLifnON  DES  PROBLËlIfiS  BU  PREMIER  DEGRÉ. 

164.  La  résolution  d'un  problème  comprend  trois  parties 
distinctes  :  1*  la  mise  en  éqtmtUm;  2"*  la  résolution  des  équations; 
3*  la  discussion  de  la  solution. 

On  dit  qu'un  problème  est  du  premier  degré,  lorsque  Ton  est 
conduit,  pour  le  résoudre,  à  des  équations  du  premier  degré. 
Nous  avons  appris  &  trouver  les  solutions  de  ces  sortes  d'équa- 
tions :  nous  n'avons  donc  à  nous  occtiper  maintenant  que  de  la 
première  et  de  la  troisième  partie» 
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S I.  De  la  mise  en  équation. 

i6tt.  Règle  pour  la  mise  en  équation  d*un  problâme.  Nous 
avons  déjà  dit  (i35),  qu'il  est  impossible  de  donner,  pour  obte- 
nir les  équations  d'un  problème,  une  règle  complètement  géné- 
rale :  on  se  borne  ordinairement  à  Tindication  suivante. 

Après  avoir  étudié  avec  soin  F  énoncé  du  problème  y  on  représente 
par  Us  lettres  lijyj,.,  les  nombres  dont  la  connaùsance  fournirait  la 
solution  :  on  indique  sur  ces  lettres  et  sur  lês  données  la  série  des 
opérations  que  l'on  devrait  effectuer ^  si^  après  avoir  trouvé  les  valeurs 
des  inconnues,  on  voulait  vérifier  qu^ elles  satisfont  à  toutes  les  con- 
ditions de  renoncé.  Ces  calcuis  de  vérification  conduisent^  en  gêné- 
raly  à  des  résultats  qui  doivent  être  égaux  ;  en  égalant  les  formules 
qui  représentent  ces  résultats,  on  obtient  les  équations  du  problème. 

Montrons  par  des  exemples  comment  on  applique  cette  règle. 

166.  Problâhb  I.  Un  réservoir  plein  d*eau  peut  être  vidé  par  deux  robinets 
A,  B^  d'inégale  grandeur.  On  ouwe  le  robinet  k,  et  Von  fait  couler  le  quart  de 
Tcau.  Puit  on  ouwe  le  robinet  B,  et  on  les  laitte  couler  tous  les  deux.  Le  réser- 
voir achève  de  se  vider;  et  il  emploie,  pour  cela,  cinq  quarts  d^heure  de  plus  que 
le  premier  A  n*a  mis  de  temps  pour  vider  le  quart  de  Veau.  Si  Von  eût  ouvert 
lès  deux  robinets  dis  le  commencement,  le  réservoir  eût  été  vidé  un  qtutrt  d^heure 
plus  tôt.  On  demande  combien  de  temps  H  faudrait  au  robinet  A,  s'il  était  seul 
ouvert,  pour  vider  le  réservoir. 

Soit  X  le  nombre  d'heures  employées  par  le  robinet  A  pour  vider  seul  le  ré- 
servoir. 

Pour  en  vider  le  quart,  le  robinet  A  emploie  un  temps  f . 

4 

Pour  vider  les  trois  autres  quarts,  les  deux  robinets,  ouverts  ensemble,  em- 
ploient un  teïnps  r  +  t  . 

^  4 

Par  suite,  pour  vider  le  réservoir  entier,  ils  emploierdent  les  -  de  ce  temps, 

o 

X  ,  5 

D'un  autre  côté,  le  temps  total  employé  dans  l'expérience,  pour  vider  d'abord 
le  premier  quart  à  Taide  de  A,  puis  les  trois  autres  quarts  à  Taide  de  A  et  B,  est 


Hhï)' 


*  •  & 


Puisque  ce  temps  est  supérieur  d'un  quart  d'heure  à  celui  qu'auraient  employé 

X      & 

A  et  B  ouverts  ensemble  dès  l'origine,  c'est-à-dire  à  --|-^,  on  a  donc  l'équation: 
qui,  résolue,  donne  :  ff = 4^ 
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férificaiion.  Le  temps  employé  par  le  robinet  A,  pour  vider  le  quart  da  réser- 
Tjir,  est  1  heure  :  par  suite  le  temps  employé  par  les  deux  robinets,  pour  vider 
les  trois  autres  quarts,  est  1^  4:  t^i  ou  f*  :  et  le  temps  qu'ils  emploieraient  à 
Tider  le  réservoir  entier  est  les  4  de  f  d'heure  ou  3  heures.  D'un  autre  côté , 
dans  Teipérience,  le  réservoir  a  été  vidé  en  1^+  ^,  ou  en  3^  1/4;  l'expérience 
a  donc  duré  ^  d'heure  de  plus^  comme  l'exigeait  l'énoncé. 

169.  Pboblêmb  II.  Un  renardf  poursuivi  par  un  lévrier ,  a  60  sauts  dTavance: 
U  en  fait  9 ,  pendant  que  le  lévrier  n'en  fait  que  6;  mais  3  sauts  de  lévrier  va- 
lent 7  sauts  de  renard.  Combien  le  lévrier  fera-t-il  de  sauts,  avant  d^atteindre 
U  renard  ? 

Soit  X  le  nombre  de  sauts  que  fera  le  lévrier,  avant  d'atteindre  le  renard. 

Puisque  trois  sauts  de  lévrier  valent  sept  sauts  de  renard,  x  sauts  de  lévrier 

vaudront-^  sauts  de  renard  :  première  expression  du  chemin  (évalué  en  sauts 

de  renard),  que  doit  parcourir  le  lévrier. 

D'un  autre  côté^  pendant  que  le  lévrier  fait  6  sauts,  le  renard  en  fait  9  : 

9x 
donc,  pendant  que  le  lévrier  fait  s  de  ses  sauts^  le  renard  fait  —  des  siens,  et, 

9x 
puisque  ce  dernier  a  60  sauts  d'avance,  60  +  -t-  est  une  seconde  expression  du 

o 

chemin  (évalué  avec  la  même  unité) ,  que  doit  faire  le  lévrier. 

Ix  9âP 

On  a  donc  l'équation  :  -x-  =  60  +  -r-, 

o  o 

qui ,  résolue ,  donne  :  s = 72  sauts. 

Térifieation.  Les  72  sauts  de  lévrier  valent  }  de  72  ou  168  sauts  du  renard. 
Or,  pendant  que  le  lévrier  en  fait  72,  le  renard  en  fait  108;  et  ces  108  sauts, 
ajoutés  aux  60  sauts  que  ce  dernier  a  d'avance,^  complètent  bien  les  168  sauts 
de  renard,  chemin  du  lévrier. 

168.  PaoBLÈMB  m.  On  demande  de  trouver  un  nombre  de  quatre  chiffres j 
sachant  :  1*  que  le  chiffre  des  centaines  est  égal  à  la  somme  du  chiffre  des  uni- 
tés et  de  uhâi  des  di faines  ;  2*  que  le  chiffre  des  dixaines  est  égal  au  double  de 
la  somme  du  chiffre  des  mille  et  de  celui  des  unités  ;  3*  qu'en  divisant  le  nom- 
bre par  la  somme  de  ses  chiffres,  on  a  pour  quotient  109  et  pour  reste  9;  4*  qu'en- 
fin en  retranchant  le  nombre  du  nombre  formé  avec  les  mêmes  chiffres  rangés 
dans  V ordre  inverse,  on  obtient  pour  reste  819. 

Désignons  parx,  y,  jr,  v  les  chiffres  des  unités,  des  dizaines,  des  centaines 
et  des  mille.  La  première  condition  donne  immédiatement  l'équation, 

*=  »+y,  [1] 

et  la  seconde ,  y =2i7 +2âF.  12] 

Le  nombre  cherché  a  pour  valeur  lOOOv  +  100JK+  lOy +«  :  donc  la  3*  condition 
donne  l'équation  : 

10001?+ 100x+10y-f«=  109  (af+y +Jf  +  r)  +  9.  [3] 
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Eafin  la  quatrième. condition  fournit  rôquation  : 

1000«+100y  +  10;f+»— *(1000t>  +  100jr+10î/-|-«)=3W9.      [k] 

Avant  de  résoudre  ce  système  de  quatre  équations,  on  simplifie  les  deui  dot^ 
niôresi  qui  se  réduisent  à 

9017—    *— Uy—  I2»=3l,  [3] 

lll«+10y— lûx— lllt?=91.  14] 

On  élimine  d*abord  x  entre  [1],  [3]  et  [4],  et  Ton  trotiTe  i 

99«— 12y— I3aî=il,  [6] 

101»— lll«=9l.  [6] 

Puis  on  élimine  y  entre  [3]  et  \b],  oe  qui  dealke  : 

7$t>— 37»  =  1.  (7| 

Enfin  on  élimine  x  entre  [6]  et  [7]  :  et  Ton  trouTt  : 

03fal; 
et,  par  suite,  a=s2,    y =6,    jr^aS* 

Le  nombre  cherché  est  donc  1862. 
La  vérification  se  fait  immédiatem^nf* 

169.  Il  arrive  parfois  que  les  conditions  d*égalîlé,  données 
par  l'énoncé,  paraissent  surabondantes. 

Problèhe  IV.  Un  père  partage  son  hérittkge  entre  ses  enfants  d$  la  manière 
suivante  :  U  donne  au  premier  une  somme  a  et  la  n^* partie  du  reste  :  il  donne 
au  second  une  somme  2s^  et  la  n^'^rtie  de  ce  qui  fiM0,  après  le  ptéièvem^t 
de  ces  sommes  :  il  dotme  au  troisième  une  somme  3â  et  Us  h^  partie  de  ce  qui 
reste.  Et  ainsi  de  suite.  Il  arrive  que  Vhéritagêeet  emièfeirtent  paftdgé,  et  que 
tous  les  enfanU  ont  reçu  des  parts  égales.  On  demande  la  taleut  de  Vhériiage, 
le  nombre  des  enfanU  et  la  part  de  chacun  d'eux. 

Désignons  par  x  la  valeor  de  lliérifagd. 

La  part  du  premier  enfant  est  : 

a  -t*   '    ■»•■«'  ,         (fU  ■■     ni  f 

»     '  n 

Il  reste  pour  les  autres  : 

^_x+(n^i)a  m^Dix^aj 

«         '  n  • 

Le  second  enfant  prend  (Tatbord  %a. 

Il  reste  alors  :  ^ 

(n-i)    (x^a)  (n-l)x-(3n~na 

n  -*  i     **«  ^ 

U  part  du  second  enfant  est  doiio  : 

o^  .   (n-1)x-(3n~l)a                (n-l)  g+ (2n»-3n+ Da 
^  n»  *      ^^    ^i • 
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Patiqpie,  «Taprès  renoncé,  les  parts  doivent  être  égAleii  on  aura  Téquation  : 

n        ^  n» 

Eb  résdTant  cette  équation ,  on  troave  : 

Comme  npas  n*aTons  employé^  pour  trouver  la  formule  de  Théritage,  qne  les 
expressions  des  deux  premières  parts,  il  est  nécessaire  de  calculer  leurs  valeursi 
et  de  constater  qu'elles  sont  égales  à  celles  dont  Texpression  n*a  pas  servi,  puis 
de  déterminer  le  nombre  des  enfonts.  Or,  la  part  du  premier  est  : 

1      ou        ■  ,  .  ou     (n— l)a. 

fl  n 

La  part  du  second  est  : 

(n  — l)ap-K2n»— an+l)  g_  (n— iya-K?n*— 3n-H)a 
n*  '^  n^ 

(n*^n?)  a     ,       .. 
=        n«       =Cn-l)a. 

La  part  do  troisième  est,  d'après  renoncé  : 

,-2  (n-1)  a-3a^«+(n-0a^ 

n  .  n  ^        ' 

Et  Ton  verrait  de  même,  que  toutes  les  parts  sont  égales  à  (n  —  t)  a. 

En  divisant  la  valeur  de  ThérHage  par  la  part  d*un  enfant,  on  aura  le  nombre 
des  enfants.  Ce  nombre  est  donc  (n— 1). 

Et  Ton  reconnaît  que  toutes  les  conditions  de  l'énoncé  sont  remplies. 

170.  Emploi  d'inconnues  auxiliaires.  Lorsque  l'énoncé  d*un 
problème  ne  permet  pas  d'apercevoir  aisément  les  relations  qui 
doivent  exister  entre  les  données  et  les  résultats»  on  peut  quel- 
quefois faire  usage  à'inconnues  auxiliaires^  que  Ton  élimine 
ensuite  entre  les  équations  qui  les  renferment.  En  voici  un 
exemple,  tiré  de  Y  Arithmétique  universelle  de  Newton. 

PaoBLÈMB  y,  lia  fallu  n  bœufs  pour  manger  en  t  jours,  Vherhe  d'un  pré, 
dont  la  surface  M  a,  ainsi  que  celle  qui  y  croissait  uniformément  pendant  ce 
temps,  n  a  faUu  nf  baufs  pour  manger  en  l^jourt,  Vherted'Hn  autre  pri,  dont 
laswfat€  €$$  &%  ainsi  que  celle  qui  y  croissait  uniformémeiU  fendant  ce  temps. 
On  demande  eombieu  il  faudra  de  haufs,  pour  manger  en  b  jours,  l'herbe  d*un 
troisième  pré,  dont  la  surface  est  a,  ainsi  quf  Vherbe  qui  y  croit  uniformément 
pendani  ce  temps. 

On  suppose  que  la  haiiteor  de  Pherbe  était  la  même  dans  les  trois  prés,  avant 
natrodiietlon  dos  bCBifii;  et  on  la  déngne  par  y  :  on  suppose  encore  qne  ral- 
longement de  llierlte^  en  un  yona,  est  la  même  pour  les  trois  sui&ces  ;  «ton  la 
représente  par  x  :  y  et  j[f  sont  des  inconnues  auxiliaires.  Soit^  d'ailleurs,  tt  U 
nombre  des  I)œa&  à  introduire  dans  le  troisième  pré. 
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Puisque  la  hauteur  de  Therbe,  dans  le  premier  pré,  crott  chaque  jour  d'une 

quantité  Xy  son  accroissement,  pour  I  jours,  sera  tx;  et  la  hauteur  totale  de 

Therbe  serait  y  +  tx,B.\xhoui  de  ce  temps.  Par  suite,  le  volume  total  de  cette  herbe 

'   est  a  (y  +  ti).  Or,  cette  quantité  est  mangée  par  n  bœufs,  en  t  jours  :  donc  un 

seul  bœuf,  en  un  jour,  en  mange  une  quantité  représentée  par  l'expression 

Il  est  évident,  que  les  quantités  mangées  par  un  bœuf,  en  un  jour,  dans  le 
second  et  dans  le  troisième  pré,  sont  respectivement 

o^(y  +  fx)       tt(y+ei) 
n'f     '  «6      • 

Comme  ces  quantités  doivent  être  égales,  on  a  ainsi  les  équations  : 

a{y-htx)_a'iy4-fx)_a(y'\-9x) 
nt  n't'  e« 

On  tire  d'abord  de  la  première  y  en  fonction  de  X',  ei  Ton  trouve  : 

(an'^a'n)tfx 
y—    a'nt—an'f  * 

Puis,  on  remplace  dans  la  seconde 

m  ex     ' 

y  par  cette  valeur  :  x  disparaît  de  lui-même  ;  et  Ton  trouve  enfin 

_  g  (  an'I^jB—  t)  -t-  a^nt{f  —  6)  ) 
'~  oo'ô(«'— 0 

Newton  donne  l'application  numérique  suivante  : 

0=3»  arpents,  t  =  4  semaines,  n  =  12  bœufs, 

a' =10  f=  9  n'=2l 

a  =24  1  =  18  »=36. 


§  II.  De  la  discussion. 

171.  Ce  que  g*est  que  discuter  une  solution.  Lorsqu'on  a 
mis  un  problème  en  équation,  et  qu'on  a  résolu  le  système  ainsi 
obtenu,  la  solution  convient  aux  équations,  à  moins  qu'elle  ne 
se  présente  sous  une  forme  illusoire  dont  nous  parlerons  plus 
loin.  Mais  cette  solution  ne  convient  pas  toujours  au  problème 
posé.  Il  peut  arriver  en  effet,  que  certaines  conditions,  imposées 
aux  inconnues  par  la  nature  de  la  question ,  mais  non  repro- 
duites par  les  équations,  rendent  le  problème  impossible.  Étu- 
dier les  causes  de  celte  impossibilité,  c*est  discuter  la  solution. 
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Lorsque  les  données  sont  représentées  par  des  lettres,  et  que,^ 
par  suite,  les  valeurs  des  inconnues  sont  exprimées  par  des  for-" 
mules,  il  peut  arriver  que  le  problème  ne  soit  possible  qu'autant 
que  les  valeurs  des  données  sont  renfermées  entre  certaines 
limites.  Déterminer  ces  limites,  en  dehors  desquelles  il  y  a  im- 
possibilité, c*est  discuter  la  solution. 

Enfin,  étudier  toutes  les  circonstances  remarquables  que  peu- 
vent présenter  les  formules,  entre  les  limites  déterminées  par 
la  discussion,  c'est  encore  discuter  la  solution. 

Donnons  quelques  exemples  : 

198.  Problème  VI.  Dans  une  société  de  10  pereonneSf  on  a  fait  une  collecte 
pour  Ut  pauvre*  :  chaque  homme  a  donné  6  francif  chaque  femme  a  donné 
k  francs.  La  somme  totale  recueillie  est  de  45  francs.  On  demande  combien  il  y 
axait  (fhomineff,  combien  de  femmes? 

Soient  «  et  y  les  nombres  d'hommes  et  de  femmes.  On  a  d*abord  : 

«-hy=io. 

Puisque  chaque  homme  a  donné  6  francs,  x  hommes  ont  donné  6x. 
Puisque  chaque  femme  a  donné  4  francs,  y  femmes  ont  donné  4y.  Donc  on  a  : 

6a;+4y=45. 

En  rësolTant  ces  deux  équations,  on  trouve  : 

Discussion.  Cette  solution  fractionnaire  est  la  seule  qui  convienne  aux  équa- 
tions :  d'ailleurs,  ces  équations  sont  la  traduction  fidèle  et  complète  de  Ténoncé. 
Donc  le  problème  ne  saurait  avoir  d'autre  solution.  Mais,  la  ncUure  de  la  ques- 
tion exige  que  la  solution  soit  composée  de  nombres  entiers  :  puisque  les  nom- 
bres trouvés  sont  fractionnaires,  le  problème  est  impossible, 

198.  Problème  VII.  Une  personne  emploie  un  ouvrier  pendant  tZ  journées 
d'été j  et  lui  retient  sur  son  salaire  22  francs  pour  quelques  dégâts  qu'il  a 
causés.  Une  autre  fois,  elle  emploie  le  même  ouvrier  pendant  17  journées 
cfiitrrr;  elle  lui  donne  par  jour  2  francs  de  moins  que  pour  une  journée  d^été; 
mais  elle  ajoute  à  son  salaire  28  francs  pour  le  récompenser  de  son  zèle. 
Chaque  fois,  Vouvrier  a  reçu  la  même  somme.  On  demande  le  prix  d'une  jour- 
née d^été. 

Soit  X  ce  prix;  (x— 2}  sera  le  prix  d'une  journée  d'hiver. 

La  première  fois,  l'ouvrier  a  reçu  (13x— 22). 

La  seconde  fois,  il  a  reçu  17  («  —  2)  +28. 

On  a  donc  Téquation  : 

17(«— 2)+28  =  13«— 22. 

En  la  résolvant,  on  trouve  :         s =—4. 

Discussion.  Cette  solution  négative  vérifie  l'équation,  et  la  vérifie  seule.  Le 
problème,  dont  cette  équation  traduit  l'énoncé,  ne  saurait  donc  en  avoir  d'autre. 
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Or  kl  nature  de  la  question  exige  que  la  solution  soit  un  nombre  positifs 
puisque  ce  nombre  est  négatif j  le  problème  est  impossible. 

194.  Problèmb  VIII.  Trouver  un  nopihre  de  deux  chifftes,  tel  que  le  quadruple 
du  chiffre  des  unités  surpasse  d^une  unité  le  triple  du  chiffre  des  dizaines i  ei 
qu'en  retranchant  de  ee  nombre  le  nombre  renversé,  on  ait  36  pour  resie. 

Soient  x  le  chiffre  des  dizaines  et  y  le  chiffre  des  unités  :  on  a  évidemment 
les  équations: 

4y-3x=l,j 

10«+y— lOy— «=36.  f 

En  résolvant  ce  système,  on  trouve  : 

ar=17,       y=]3. 

Discussion.  Cette  solution  entière  et  postu'ce  est  la  seule  qui  vérifie  les  équa- 
tions. Le  problème  n'en  peut  donc  pas  admettre  d'autre.  Blais^  la  nature  de  la 
question  exige  que  les  deux  nombres  cherchés  soient  plus  petits  que  10  :  puis- 
quHls  dépassent  cette  limite,  le  problème  est  isnpossible. 

Ces  exemples  suffisent  pour  montrer  que  la  solution  d'un 
système  d'équations  peut  ne  pas  convenir  au  problème  qui  l'a 
fourni,  parce  qu'elle  ne  remplit  pas  certaines  conditions  impo- 
sées aux  inconnues,  conditions  qui  ne  sont  pas  formellement 
écrites  dans  les  équations.  Mais  ce  n'est  là  qu'un  des  points  de 
vue  sous  lesquels  on  peut  envisager  la  discussion  dès  problèmes. 
Il  en  est  un  autre  beaucoup  plus  important  :  nous  voulons  parler 
des  solutiotis  négatives  et  de  leur  interprétation. 


S  III.  Des  solutions  négatives  des  problèmes  du  premier  degré 

à  une  inconnue. 

178,  SoLunoNs  mégativbs  des  équations.  Il  n'y  a  aucune  re- 
marque à  faire  sur  les  nombres  négatifs  que  l'on  rencontre 
comme  solution  d'une  ou  de  plusieurs  équations.  Ces  nombres, 
substitués  aux  inconnues  et  traités  conformément  aux  conven- 
tions, rendent  le  premier  membre  de  chaque  équation  égal  au 
second.  Mais  lorsque  les  inconnues  représentent  des  grandeurs 
à  déterminer,  il  semble  que  les  solutions  négatives,  n'exprimant 
aucune  grandeur,  doivent  être  considérées  comme  un  symptôme 
d|impossibililé,  et,  par  suite,  rejelêes  comme  inadmissibles. 
C'est  en  effet  ce  qui  aurait  lieu,  si,  dans  la  mise  en  équation,  on 
pouvait  toujours  exprimer,  d'une  manière  générale  et  pour 
tous  les  cas,  les  conditions  du  problème  proposé.  Mais  bien 
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sou^nt  il  n'an  est  pas  ainai  ;  et  les  solutions  négatives  peuvent 
trouver  alors  une  interprétation  qu'il  est  important  d'étudier. 

176.  Considérons  d'abord  une  équation  à  une  inconnue  : 

Supposons  qu'en  fat  résolvant,  on  iodt  trouvé,  pour  (r,  une  va- 
leor  native — «  ;  cela  signifie  que  l'on  a  l'égalité  ; 

c'est«à-dire,  6 — o«  =:  f — a'«  ; 

par  conséquent»  a?=+«  est  solution  de  Téquation  : 

b—ax=b'^a'x.  [2] 

Si  Ton  coQipare  les  équations  [1]  et  [2],  on  voit  qu'elles  ne 
diilèrent  que  par  le  signe  des  termes  qui  contiennent  l'inconnue. 

Ts^OKiliE.  TotUe  solution  négative  d'une  équation  du  premier 
degré  à  une  inconnue j  étant  prise  pitsitivement^  satisfait  donc  à  une 
équation  que  fon  obtient,  en  changeant,  dans  to  première,  le  signe 
dea  termes  où  figure  Vinconnue, 

177.  Remarque.  Il  arrive  souvent,  comme  nous  allons  le 
OXQntrer,  que  cette  nouvelle  équation  '  correspond  à  un  pro- 
blème peu  différent  du  proposé,  et  quelquefois  h  ce  problème 
lui-même,  entendu  dans  un  sens  plus  général  ;  on  obtient  alors 
la  solution  du  problème  modifié  ou  généralisé^  en  prenant,  avec  le 
signe  -f  fjd  no^r  négative  trouvée  pour  Vinconnue. 

Une  pareille  remarque  ne  peut  être  développée  d'une  ma- 
nière générale  ;  il  est  essentiel  d'étudier,  à  part,  son  application 
dans  chaque  question  particulière.  C'est  ce  que  nous  allons  faire 
dans  les  problèmes  suivants. 

1 78.  PiOBLiia  IX.  Veua  mohUet  M  et  N,  qui  suivent  une  ligne  droite^  parient 
de  deuas  poinU  ketB,  tifués  à  um  distance  d  Vun  de  Vautre  (A  à  gauche,  B  à 
drotfe)  ;  ils  marehenty  dans  le  même  sens,  de  gauche  à  droite,  avec  des  vitesses 
T  et  y.  Après  combien  de  temps  se  rencontreront-ils  ? 

Soit  9  le  temps  cherché  ;  le  premier  mobile^  dont  la  vitesse  est  v,  parcourt  un 
espace  v  dans  l'unité  de  temps ,  et  par  suite ,  dans  le  temps  »,  il  parcourt  vw;  le 
second,  pendant  le  même  temps,  parcourt  l'espace  v'x.  Puisqu'ils  partent  en 
même  temps,  il  faut,  pour  qu'ils  se  rencontrent,  que  le  premier  ait  parcouru  un 
espace  d  de  plus  que  le  second;  on  doit  donc  avoir  Téquation  : 

vx—v^x=^d;  [1] 

d 
d'ça  Von  déduit  :  «=  - — y . 
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Discussion.  Si  «  est  plus  grand  que  t/,  cette  valeur  de  x  est  positive  et  fournit 
la  solution  demandée.  Hais  si  v  est  moindre  que  if,  cette  solution  est  négative. 
Pour  l'interpréter,  remarquons  que,  prise  positivement,  elle  satisfait,  en  vertu 
du  théorème  (176),  à  l'équation  : 

v'x—vx^d.  [2] 

Or  cette  équation  exprime  évidemment;  que  le  chemin  parcouru  par  le  mobile 
N  surpasse  de  d  le  chemin  parcouru  par  le  mobile  M  ;  et  cette  condition  répond 
à  la  question  suivante  : 

En  supposant  que  les  deux  mobiles  soient  en  marche  depuis  un  temps  indé- 
fini, combien  y  a-t-il  de  temps  qu^ils  se  sont  rencontrés?  Car,  dans  cette  hypo- 
thèse, la  rencontre  a  eu  lieu  à  gauche  de  A. 

Si  donc  on  veut  donner  cette  extension  au  problème,  la  valeur  négative  de  x 
exprime  un  temps  déjà  écoulé. 

On  comprend  d'ailleurs  que,  si  l'on  a  v  <  t/,  le  mobile  M,  qui  est  en  arrière 
du  mobile  N,  et  qui  va  moins  vite  que  lui,  ne  pourra  pas  le  rencontrer  ultérieu- 
rement, mais  qu'il  a  dû  le  rencontrer  avant  l'époque  actuelle. 

199.  Problème  X.  Les  âges  de  deux  individus  sont  a  et  b  ;  après  combien 
de  temps  Vdge  du  premier  serct-t-il  double  de  celui  du  second? 
Soit  X  le  temps  cherché  ;  l'équation  du  problème  est  évidemment  : 

a+«=2(b+x);  [l] 

et  Ton  en  déduit  :  x=a— 2b. 

Discussion.  Si  a  est  plus  grand  que  2b ,  cette  valeur  de  x  est  positive,  et  fait 
connaître  la  solution.  Mais,  si  a  est  moindre  que  2b,  cette  solution  est  négative  ; 
prise  positivement,  elle  satisfait  alors  (176)  à  l'équation, 

a—x=:2(b—x);  [2] 

qui  correspond  évidemment  à  la  question  suivante  : 

Combien  y  a-t^il  de  temps  que  Vdge  du  premier  individu  était  double  de  ce- 
lui du  second  ? 

Si  l'on  accepte  cette  extension,  la  valeur  négative  de  x  exprime  encore  un 
temps  écoulé. 

Remarquons  que  le  rapport  actuel  des  deux  âges  est  -r;  si  donc  il  est  plus  grand 

que  2  (si  a>2b),  comme  il  va  en  diminuant  à  mesure  que  le  temps  s'écoule,  il 
arrivera  une  époque  où  il  deviendra  égal  à  2  :  c'est  le  cas  de  la  solution  positive. 
Au  contraire,  s'il  est  actuellement  plus  petit  que  2  (si  a<2b),  comme  il  se 
rapproche  toujours  de  l'unité,  il  ne  sera  jamais  égal  à  2  dans  l'avenir  :  il  n*y  a 
donc  pas  de  solution  dans  ce  sens.  Mais  si,  en  même  temps,  a  est  supérieur  à 
&,  il  y  a  eu  une  époque  où  le  rapport  des  Ages  a  été  égal  à  2  ;  c'est  cette  époque 
qu'indique  la  solution  négative. 

Ajoutons  que ,  si  a  est  inférieur  à  b,  le  problème  n'a  évidemment  pas  de  so- 
lution; et  Ton  voit  qu'en  effet  la  formule  â;=2b— a,  applicable  à  ce  cas,  donne 
à  X  une  valeur  plus  grande  que  &,  qui  n'est  pas  acceptaJble. 

180.  Problème  XI.  On  donne  sur  une  droite,  deux  points  ketB:  le  premier 
est  situé  à  gauche  (ftin  point  0,  d  une  distance  r^  et  le  second  est  situé  à 
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iroUi,  à  une  distance  b.  Déterminer,  sur  cette  lignes  un  troisième  point  X,  tel 
qu*en  prenant  le  milieu  M  de  BX,  puis  le  tiers  de  IM,  à  partir  de  k,  le  point 
ditermini  eoincide  avec  le  point  0. 

r 1- 1 ^1 I 

A  0  X  M  B. 

Supposons  qae  le  point  cherché  X  soit  placé  à  droite  du  point  0. 
Soit  9  la  distance  OX,  que  nous  prenons  pour  inconnue.  Comme  on  a  é?i- 
demmenty  d^près  la  figure  : 

&  =  OM  +  MB 

a:  =  OM  —  MX 
et  que  MB  ^  MX,  il  en  résulte  : 

r.onc:  AM=:aH — -^. 

Mais  d*après  renoncé,  AM  =  3À0  =  3a. 

n  en  résulte  Téquation  : 

3a  =  a  +  ^:  flj 

d'où  Ton  déduit  :  «  =  4a  —  fr. 

DisccssiOK.  Si  h  est  plus  petit  que  4a,  cette  valeur  de  x  est  positive,  et  donne 
la  solution.  Mais,  si  4a  est  moindre  que  b,  la  solution  est  négative  ;  prise  po- 
sitivement^ elle  satisfait  donc  (1 76)  à  Téquation  : 

3a  =  a-f-^.  [2] 

Or  cette  équation  est  celle  à  laquelle  on  est  conduit,  en  supposant  le  point  X 
placé  i  une  distance  «,  à  gauche  du  point  0.  Car,  en  faisant  la  figure  pour  cette 
b\pothèse,  on  trouve  aisément  : 

&=OM  +  MB,      „,^         h  —  x  b— a? 

donc  3a  =  a  +  -Y"  •  [2] 

Il  résulte  de  là,  que  la  valeur  négative  de  z,  fournie  par  Véquation  [1],  doif, 
dans  u  cas,  être  portée  dans  un  sens  opposé  à  celui  que  Von  avait  supposé  dans 
la  mise  en  équation. 

181.  Remarque.  Il  ne  faut  pas  croire  que  les  solutions  néga- 
tives s'interprètent  toutes  aussi  naturellement  que  les  précé- 
dentes. On  ne  doit  pas  même  affirmer^  d'une  manière  générale, 
qu'une  valeur  négativûj  trouvée  pour  un  temps  à  voiir^  exprime  un 
temps  passé;  ni  que  les  longueurs  négatives,  à  porter  sur  une  ligne, 
àpartir  d'une  origine  fixe^  doivent  toujours  tire  comptées  en  sens  op- 
Alo.  b.  !'•  Partie.  9 
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posé  à  celui  qui  correspond  aiucvakurs  positives.  Il  en  est  cependant 
ainsi  dans  la  plupart  des  cas  ;  ei  naos  allons  en  donner  la  raison. 

182.  Pourquoi  l'on  doit  compter  dans  le  passé  les  valeurs 
NÉGATIVES  DU  TEMPS.  Sapposons  quc,  X  désignant  le  temps  qui 
doit  s*écouler  depuis  Tépoque  actuelle  jusqu'à  un  certain  événe- 
ment, on  ait  trouvé,  pour  Féquation  d'un  problème  : 

B  +  Aaj=B'  +  A'a?.  [1] 

Si,  au  lieu  de  chercher  le  temps  qui  doit  s'écouler  à  partir  de 
l'époque  actuelle,  on  avait  cherché  le  temps  qui  doit  s'écouler  à 
partir  d'une  époque  antérieure  de  (  années  ;  si,  par  exemple, 
on  avait  pris  pour  inconnue  la  date  de  l'événement,  en  nom- 
mant Xi  ce  temps,  on  aurait  évidemment  : 

a?j=«4"^î    d'où    a?=^a?i  — I; 
et,  par  suite,  au  lieu  de  l'équation  [1],  on  aurait  eu  : 

B  +  A{a:i-0  =  B'+A'(a:,-0;  [2] 

et  ce  serait  là  Téquation  du  problème,  si  l'on  prenait  Xi  pour 
inconnue. 

Supposons  que  la  valeur  de  x^^  que  Ton  en  déduit,  soit  posi- 
tive, mais  moindre  que  «,  et  égale,  par  exemple,  h{t  —  «)  ;  on 
aura,  en  la  substituant  dans  l'équation  [2],  l'égalité  : 

B— Aot  =  B'— A'a; 

par  où  l'on  voit,  que  l'équation  [1]  a  pour  solution  :  a?= —  a. 

Une solutionnégative,  x=^ — «,  trouvée  pour  Véquation  [i],  si- 
çnifie  donc,  que  V événement  est  postérieur  de  (t  — a)  années  à  une 
•époque  antérieure  de  t  années  à  V époque  actuelle^  c'est-àrdire  qu^il 
précède  de  a  années  Vépoque  actuelle. 

i85.  Remarque.  L'équation  [I]  est  construite,  par  hypothèse, 
pour  des  valeurs  positives  de  x  :  par  conséquent,  l'équation  [2] 
est  construite  pour  des  valeurs  de  x^  plus  grandes  que  t,  c'est-à- 
dire  pour  des  époques  postérieures  à  l'époque  actuelle.  En  ap- 
pliquant cette  dernière,  comme  nous  l'avons  fait,  à  une  époque 
antérieure,  nous  avons  fioiit  une  hypothèse  qui  pourrait  n'être 
pas  admissible.  Le  raisonnement  précédent  n'est  donc  pas  tout 
•à  fait  général. 

184.  Pourquoi  l'on  doit  compter,  en  sens  coNTRAms  du  sbns 

CONVENU,  LES   VALEURS    NEGATIVES   DES    DISTANCES.    SuppOSOnS 
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QMdiiteDaiit  que,  x  désignant  la  drstânce  à  porter  sur  une  ligne, 
k  partir  d'un  point  donné  0,  et  dans  une  certaine  direction,  à 
droite  par  exemple,  on  ait  trouvé,  pour  équation  d'un  problème^ 

B+Aa?=B'+A'a?.  [1] 

Si,  au  lieu  de  chercher  la  distance  du  point  inconnu  à  l'ori- 
gine d(mnée  0,  on  aTait  cherché  sa  distancer^  aune  origine  0', 
située  à  gauche  de  la  première,  à  une  distance  d,  on  aurait  eu  : 

a?,  =  d-|-x,    ou    ir=a?4  — d; 

et,  par  suite,  au  lieu  de  l'équation  [1],  on  aurait  eu,  pour  équa- 
tion du  problème  : 

B+A  (a^— d)  =B'+A'(x,— d).  [2] 

Supposons  que  cette  équation  fournisse  pour  Xi  une  valeur  po- 
sitive, mais  moindre  que  d,  que  je  représente  par  (d— «)  ;  pour 
avoir  la  position  X  du  point  cherché,  il  faudra  d'abord  porter  la 
distance  d  de  0'  en  0,  puis  porter  en  sens  contraire  la  distance 
a  de  0  eu  X.  Le  point  cherché  sera  donc  à  gauche  du  point  0,  et 
à  une  distance  «  de  cette  origine»  Or,  en  substituant  à  â?i,  dans 
l'équatiou [3],  sa  Yalenr  (d  —  «),  on  a  : 

B— A«=B'— A'a; 

d'où  il  résulte,  que  l'équation  [1]  a  pour  solution  :  x= — «. 

Une  soltUion  négative  x=— a,  trouvée  pour  VéquaXion  [1],  «- 
gnifi^  doncy  que  le  point  cherché  est  situé  à  gauche  du  point  0,  et  à 
une  distance  a  de  cette  origine. 

185.  Rebiarque.  Nous  remarquerons,  comme  au  n*  185, 
que  le  raisonnement  précédent  n'est  pas  tout  à  fait  général  ;  il 
suppose  que  l'équation  [2],  qn!  est  construite  pom:  tes  points  si- 
tués à  droite  du  point  O,  puisqu'on  Ta  déduite  de  l'équation  [1], 
s'applique  aussi  aux  points  sitoés  à  gauche.  Or  cela  n'a  pas  ton» 
jours  lieu  ;  et  nous  en  donnerons  un  exemple. 

186.  Problêmb  X IT.  Un  chemin  de  fer  prend  0' ,  10,  par  tonne  et  par  kilomètre, 
pour  le  transport  des  mturchandîHS  ;  on  paye,  en  outre,  tan  droit  fixe  de^'^lb 
par  wagon  de  2000  kilogrammes.  A  quelle  distance  peut^on  transporter  50  tonnes 
pour  3  fr.  ? 

Soit  s  ia  distance  cherchée. 

50  tonnes  correspondent  à  25  wagons;  le  droit  fixe  à  payer  est  doae  d» 

a,ttX25. 
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En  outre,  pour  le  transport  à  la  distance  x,  le  droit  proportionnel  est 

0,  lOXSOXff. 
L'équation  du  problème  est  donc  : 

3,75X25  +  (0,10X50X«)=3;  |1] 

Bt,  en  la  résolvant,  on  trouve  :   «=—18,15. 

Discussion.  Cette  valeur  négative  ne  signifie  ici  absolument  rien.  Car  les  prix 
du  transport  de  50  tonnes,  à  18^,15,  à  droite  ou  à  gaïuhe  du  point  de  départ» 
sont  exactement  les  mêmes;  par  suiie,  si  le  point  cberché  se  trouvait  à  gauche, 
à  18^,  15,  comme  semble  Tindiquer  la  solution  négative,  il  y  en  aurait  un  autre, 
situé  à  droite,  à  la  même  distance  ;  et  Téquation,  qui  est  construite  pour  ce  cas, 
fournirait  la  solution  x^+ 18,15.  On  reconnaît,  d'ailleurs,  à  priori,  que  le  pro- 
blème est  impossible  ;  car  le  droit  fixe,  étant  3', 75X25,  est  supérieur  au  prix 
total  que  Ton  devrait  payer^  pour  ce  droit  et  pour  le  transport. 

On  peut  s'assurer  que,  dans  ce  cas,  le  raisonnement  du  n*  184  est  en  défaut. 
En  eflet,  supposons  que,  les  50  tonnes  devant  être  portées  vers  la  droite,  on 
prenne  pour  origine  un  point  0  situé  à  une  distance  d,  à  gauche  du  point  de 
départ;  la  distance  Xi  du  point  cherché  à  cette  origine  sera  (s  +  d);  et  Ton 
aura  a;=ffi— d.  L'équation  du  problème  deviendra  donc  : 

3,75X25  +  0, 10X50X{«i-d)=3.  [2] 

Si  cette  équation  (qui  est  construite  pour  les  points  situés  à  droite  du  point  de 
départ,  puisqu'on  l'a  déduite  de  l'équation  [1])  était  applicable  aux  points  situés 
à  gauche,  le  raisonnement  (184)  pourrait  être  continué, et  ime  valeur  de  X|, 
positive,  mais  moindre  que  d,  correspondrait  effectivement  à  un  point  situé  à 
gauche.  Mais  l'équation  [2]  ne  convient  nullement  au  cas  du  transport  effectué 
vers  la 'gauche.  Dans  ce  cas,  en  effet,  le  chemin  parcouru  doit  être  représenté 
par  d  —  Xi]  et  il  faut  prendre,  pour  équation  du  problème,  l'équation 

3,75x25  +  0, 10x50x(d—a;,)=3,  [3] 

qui  diffère  de  l'équation  [2]. 

S  IV.  Introduction  des  nombres  négatifs  dans  l'énoncé  d'un  problème. 

187.  Avantages  de  cette  introduction.  Il  est  quelquefois 
avantageux  d'introduire  des  nombres  négatifs  dans  les  données 
mêmes  d'une  question.  Pour  montrer  comment  on  peut  y  être 
conduit,  et  de  quelle  nature  est  l'avantage  qu'on  y  trouve,  nous 
reprendrons  le  problème  du  n*  178. 

Deux  mobiles  M  et  M',  suivent  la  droite  AA',  en  marchant  dans  U  même  sens 
kk'  :  M  part  de  A  avec  la  vitesse  v,  en  même  temps  que  M' part  de  A'  avec  la 
vitesse  v'.  Après  combien  de  temps  se  rencontrent-ils? 

En  nommant  x  le  temps  inconnu,  et  d  Isi  distance  A  A',  on  a  trouvé  l'équation 

1178): 

ex  —  vx=  d. 
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On  a  TUy  qae  cette  équation  fournit  la  solution  du  problème,  lors  même  que  v 
est  moindre  que  v',  pourvu  que  Ton  regarde  la  valeur  négative  de  s  comme  re- 
présentant un  temps  déjà  écoulé. 

Hour  généraliser  encore  davantage,  supposons  que  les  deux  mobiles  ne  mai^ 
chent  pas  tous  deux  dans  la  direction  AA'  :  on  peut  considérer  trois  cas  dis- 
tincts. 

1*  Le  mobile  M  marche  vers  la  droite,  et  le  mobile  M'  vers  la  gauche; 


A' 

ils  se  rencontrent  entre  A  et  A',  après  avoir  parcouru,  Tun  vx  et  l'autre  ffx;  et 
par  conséquent  l'équation  du  problème  est  : 

ta+tj'ap=rd. 

2*  M  marche  vers  la  gauche,  M' vers  la  droite; 

î -1 

Les  mobiles  ne  se  rencontreront  jamais;  mais  en  nommant  x  le  temps  écoulé 
depuis  leur  rencontre  entre  A  et  A',  ils  auront  parcouru,  Tun  vx  et  l'autre  v'x, 
quand  ils  seront  arrivés,  Tun  en  A  et  Tautre  en  A'.  On  aura  donc  : 

vx-{-f/x=d. 
3*  Enfin,  si  Ton  suppose  que  les  mobiles  marchent  tous  deux  vers  la  gauche, 


la  rencontre  aura  lieu  à  gauche  de  A;  et  l'équation  du  problème  sera»  dans  ce 

cas:  v'x-'vx^szd. 

Les  équations  relatives  aux  quatre  cas  sont  donc,  en  résumé  : 

f^^tfx-=zd,  quand  M  et  M'  marchent  vers  la  droite; 

va-{'ffx=d,  quand  M  marche  vers  la  droite,  M' vers  la  gauche  ; 

vs+v'x=d,  quand  M  marche  vers  la  gauche,  M'  vers  la  droite;  s  désigne 
alors  un  temps  déjà  écoulé; 

v'x^vx=idy  quand  M  et  M'  marchent  vers  la  gauche. 

Or,  ces  quatre  équations  peuvent  se  réduire  à  une  seule,  ce  qui  est  évidem- 
ment un  avantage,  si  l'on  convient  de  représenter  par  des  nombres  négatifs  (—  v) , 
(— v')les  vitesses  dirigées  ver3  la  gauche.  D'après  cette  convention,  il  faut,  en 
effet,  remplacer  dans  la  seconde  des  équations  ci-dessus,  i/  par  ( — v')  ;  dans  la 
troisième,  v  par  (— »);  dans  la  quatrième,  v  par  (— v),  w'  par  (— cQ.  De  plus, 
dans  la  troisième,  où  l'inconnue  désigne  un  temps  écoulé,  il  faut  remplacer  x 
par  (— flp). 

Les  équations  deviennent  toutes,  par  ces  substitutions  : 

vx^v'x=zd; 
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A 

en  sorte  que  la  formule,  s  =• 


«-!?" 


que  l'on  en  déduit^  convient  à  tous  les  cas. 

Ainsi,  T  avantage  que  F  on  retire  de  Fintroduction  des  nombres  nè^ 
gatifs  dans  les  données  d'une  question^  est  de  réduire  à  une  seule  les 
équations  qui  correspondent  aux  différents  cas  du  problème^  ety  par 
suite^  de  riavoir  à  considérer  qu'une  seule  formule  pour  les  ré- 
soudre. 

$  V.  Des  solutions  négatives  des  problèmes  du  premier  degré 

à  deux  inconnues. 

188.  Nous  n'avons  considéré  Jusqu'à  présent,  que  les  solu- 
tions négatives  fournies  par  une  équation  à  une  inconnue.  Le 
cas  de  plusieurs  équations  donne  lieu  à  des  remarques  entière- 
ment semblables.  Supposons  qu'en  résolvant  le  système  : 

ax  +  by  =  G,\ 
a'x+b'y=z(f,i      *■  •* 

on  ait  trouvé,  pour  Tune  des  inconnues,  ou  pour  toutes  les  deux, 
des  valeurs  négatives.  Soient,  par  exemple,  a?=a,  y=— p.  Ces 
valeurs  satisfaisant  aux  équations  [1],  on  aura  les  égalités  : 


am  —  b^  =  e, 


[2] 


et  par  conséquent,  les  valeurs  â?=a,  i/=p,  satisfont  au  sys- 
tème : 


ax--by==c,\     p. 
a'x-b'y=c\]     '■'*-' 


y 

Ainsi,  en  prenant  positivement  la  solution  négative  y= — p, 
on  satisfait  à  un  système  qui  diffère  du  proposé  par  le  change- 
ment de  signe  des  termes  en  y.  On  verrait  de  même  que,  si  la 
valeur  de  x  était  négative,  on  pourrait  la  prendre  avec  le  signe  -f , 
pourvu  qu'on  changeât,  dans  les  équations  proposées,  les  signes 
de  tous  les  termes  çn  x. 

Thiîorème.  En  général^  lorsqu'en  résolvant  un  système  d^équa- 
Hons,  on  trouve  pour  quelques-unes  des  inconnues  des  valeurs  né- 
gatives,  on  peut  prendre  toutes  les  valeurs  des  inconnues  avec  U 
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signe  +  ;  elles  sont  alors  les  soliUions  (Tun  nouveau  système^  lequel 

ne  diffère  du  système  proposé^  que  par  le  changement  de  signe  des 

termes  qui  contiennent  les  inconnues  dont  les  valeurs  sont  négatives^ 

189.  Reharque.  Les  équations  nouvelles^  auxquelles  satisfont 
les  valeurs  négatives  des  inconnues  prises  positivement,  cor- 
respondent quelquefois  à  un  problème  peu  différent  du  proposé, 
ou  à  ce  problème  lui-même,,  enteïidu  dans  un  sens  plus  gt^né- 
ral.  On  obtient  alors  la  solution  du  piT)bIème  modifié  ou  géné- 
ralisé, en  prenant,  avec  le  signe  +,  les  valeurs  négatives  trou- 
vées pour  les  inconnues.  Mais  cette  remarque,  comme  dans  le 
cas  des  équati\>ns  à  une  inconnue,  ne  peut  être  développée  que 
sur  des  questions  particulières. 

Considérons,  par  exemple,  le  problème  suivant.  * 

!•••  PBOBLftxB  XIII.  Un  fiservoiTf  de  capacité  y,  ut  rmnpliy  dcf»  un  temps  ty 
par  D  robineiSy  versant  chacun  la  même  quantité  dTeav,  et  par  la  pluie  tcmbie 
uniformément  sur  un  toit  dont  la  surface  est  s.  Un  autre  réservoirf  de  capacité  y*, 
est  rempli,  dans  le  temps  l'y  par  n'  robinets  semblables  aux  précédents,  et  par 
la  pluie  tombant  uniformément  sur  un  toit  €  atec  la  m^me  tntenf  itë  gti^  sur  le 
toit  s.  Déduire  de  ces  données  la  quantité  d'eau,  z ,  tersée  par  chaque  robinet 
dans  Vumié  de  temps^  et  la  quantité  y  versée  pair  la  pluie,  pendant  chaque 
unité  de  temps,  sur  chaque  unité  de  surface  de  toit. 

Puisqu'im  robinet  verse^  dans  TuDlté  de  temps,  une  quantité  d'eau  égale  ïx,n 
robinets,  dans  le  temps  t,  Terseront  nxt, 

La  pluie  Teisant^  dans  l'unité  de  temps,  une  quantité  d'eau  é^Ie  à  y,  sur 
Fonitéde  surface,  Tersera^  dans  le  temps  I,  sur  la  snrlue  s,  «ne  quantité 
d'eau  stft  ;  on  aura  donc  Téquation  : 

nit  +  syt=zv.  [1] 

£n  eiprimant  que  le  second  réservoir  est  rempli  dans  le  temps  f,  on  aura  de 

même  Téquation  : 

n'xt^+^yf=if;  [2] 

et  les  équations  [1]  et  [2]  permettront  de  calculer  x  et  y. 

Supposons  maintenant,  qu'en  les  résolyant,  on  trouve  pour  x  une  valeur  po- 
fitrre  a,  et  pour  y  une  valeur  négative—  p.  H  faudra  en  conclure  (!••),  que  les 
valeoTs  s=a,y  =p  satisfont  aux  équations  : 

fixf  —  syt  =«, 
n'xt^  — ïyt'=v'. 

Ces  équations  correspondent  à  un  problème  qui  diffère  du  proposé ,  en  ce  que 
la  pluie,  qui  remplit  les  réservoirs,  doit  être  remplacée  par  une  cause  qui  leur" 
enlève  une  quantité  d'eau  prc^rtionnelle  au  temps  et  à  la  surface }  par  exemple^ 
par  Tévaporation  du  liquide. 
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Si^  au  contraire,  on  trouvait  pour  s  une  valeur  négative ,  cette  valeur ,  prise 
positivement,  satisferait  aux  équations  : 

J'y**— fi'ar<'=  if. 

Ces  équations  correspondent  à  un  problème  qui  diffère  du  proposé,  en  ce  que 
les  robinets  qui  versent  de  l'eau  daos  les  réservoirs ,  doivent  être  remplacés  par 
un  nombre  égal  de  causes  qui  en  enlèvent  ;  par  exemple,  par  des  orifices  ou  par 
des  pompes,  enlevant  une  quantité  x  d'eau  par  unité  de  temps. 

191.  Remarques.  Les  remarques  faites  (189, 184),  au  sujet 
des  valeurs  négatives  trouvées  pour  un  temps  ou  pour  une  lon- 
gueur, s'appliquent  sans  modification  au  cas  où  les  équations 
contiennent  plus  d'une  inconnue. 

Ajoutons  qu'il  y  a  d'autres  grandeurs  que  les  longueurs  et  les 
temps,  qui  peuvent  être  aussi  comptées  en  deux  sens  opposés. 
Ainsi,  les  températures  au-dessus  ou  au-dessous  de  zéro,  les  la- 
titudes (géographiques  ou  célestes)  boréales  ou  australes,  les 
forces  attractives  ou  répulsives,  l'actif  ou  le  passif  d'un  négo- 
ciant, sont  des  grandeurs  susceptibles  d'être  représentées  par 
des  nombres  positifs  ou  négatifs. 

Remarquons  enfin,  en  terminant,  qu'il  n'est  pas  nécessaire 
d'introduire  les  nombres  négatifs  dans  l'énoncé  des  problèmes  ; 
on  est  libre  de  faire  ou  de  ne  pas  faire  ces  conventions.  Mais  si 
Von  veut  généraliser  les  formules^  c'est-à-dire  si  l'on  veut  qu^une 
seule  et  unique  formule  représente  la  solution  (Tun  problème  dans 
tous  les  cas  y  ces  conventions  sont  obligatoires;  il  faut  représenter  un 
changement  de  sens  par  un  changement  de  signe. 

§  VI.  Des  solutions  infinies  ou  indéterminées. 

102.  Des  solutions  dites  infinies.  Lorsque  la  formule,  qui 
fournit  la  solution  générale  d'un  problème,  se  présente  sous  la 
forme  fractionnaire,  il  peut  arriver  que  certaines  hypothèses, 
faites  sur  les  lettres  qu'elle  renferme,  annulent  son  dénominateur, 
sans  annuler  son  numérateur.  Cette  formule  prend  alors  la 

* 
forme  9=q-  Nous  verrons,  dans  la  discussion  générale  des  for- 
mules (chap.  vn),  que  l'équation  qui  l'a  fournie  est  alors  impos- 
sible. Mais  il  n'en  est  pas  toujours  ainsi  du  problème  qui  y  a 
conduit  ;  on  peut  seulement  affirmer  que  la  quantité,  prise  pour 
inconnue,  cesse  alors  d'exister. 
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Prenons  pour  exemple  la  question  suivante  : 


Problème  XIY.  Deux  eercles,  de  rayons  R  et  r,  non  intérieurs  Vun  à 
Vautre j  sont  situe's  dans  un  même  plan;  la  distance  de  leurs  centres  est  d.  On 
demande  le  point  où  la  tangente  commune  extérieure  rencontre  la  droite  qui 
joint  les  centres. 

Désignons  par  x  la  distance  qui  sépare  le  point  cherché  du  centre  du  plus  petit 
cercle.  Si  Ton  joint  chaque  centre  au  point  de  contact  correspondant,  on  forme 
deux  triangles  semblables,  qui  donnent  immédiatement  la  proportion  : 

' =-;  d'où       «== .        [2] 

X         r  R  — r         ^  ■" 

DiscnssiOH.  Tant  que  r  reste  plus  petit  que  R,  la  valeur  de  x  est  positive,  et  la 
formule  permet  de  construire  le  point  cherché.  Si  la  valeur  de  r  se  rapproche  de 
celle  de  R,  celle  de  x  augmente^  puisque  son  numérateur  croit,  et  que  son  dé- 
nominateur diminue  ;  le  point  s'éloigne  donc  sur  la  ligne  des  centres.  Comme 
on  peut  rendre  la  différence  (R  — r]  assez  petite,  pour  que  la  fraction  [2]  soit 
ausâ  grande  que  Ton  voudra,  les  rayons  des  cercles  peuvent  différer  assez  peu, 
pour  que  le  point  soit  aussi  éloigné  que  Ton  voudra.  Enfin  lorsque,  à  la  limite, 
r=R,  la  fraction  est  devenue  plus  grande  que  toute  grandeur  assignable.  Le 
point  de  rencontre  s'éloigne  donc  indéfiniment^  et  les  deux  droites,  ne  se  rencon- 
trara  p/ui,  sont  parallèles.  On  voit  que,  dans  ce  cas,  Téquation  |1]  pr'^nd  la 

forma  impossible  :  =  1 ,  et  que  la  formule  prend  la  forme  singulière  : 

dr 
«=:— ;  il  n*y  a  plus  alors  ni  équation  ni  formule,  et  le  point  de  rencontre 

n'existe  plus;  mais  c'est  précisément  dans  ce  résultat  que  consiste  la  solution  du 
problème. 

i94.  Remarque.  Lorsque  le  dénominateur  d'une  fraction  di- 
minue, la  fraction  augmente  ;  et  elle  peut  augmenter  indéfini- 
ment, si  le  dénominateur  diminue  indéfiniment.  D'après  cela,  on 
dit  quelquefois  que,  le  dénominateur  devenant  nul,  la  fraction 
devient  infinie;  et  Ton  écrit  qu'elle  a  pour  solution  a? :=  oo  .  C'est 
là  une  locution  incorrecte  ;  la  fraction  dont  le  dénominateur  est 
nul  ne  représente  rien.  Si  les  données  d'un  problème  varient  de 
telle  manière,  que  le  dénominateur  de  la  valeur  de  l'inconnue 
tende  vers  zéro,  l'inconnue  elle-même  augmente  sans  limites^ 
mais,  lorsque  le  dénominateur  est  actuellement  nul,  la  solution 
n'existe  pas,  et  l'équation  est  impossible. 

i9S.  Des  solutions  indéterminées.  Lorsque  la  formule,  qui 
donne  la  solution  d'un  problème,  se  présente  sous  la  forme  frac- 
tionnaire, il  arrive  parfois  encore,  que  certaines  hypothèses  par- 
ticulières, faites  sur  les  lettres  qu'elle  renferme,  annulent  à  la 
fois  son  niimérateur  et  son  dénominateur.  Cette  formule  prend 
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0 
alors  la  forme  (c=-.  Nous  verrons  plus  loin  (chap.  vn),  que  le 

système  qui  Ta  fournie  est  alors,  en  général,  indéterminé;  ce* 
pendant  cette  indétermination  peut  n'être  qu'apparente. 
Donnons  des  exemples  de  ces  deux  cas. 


\,  Problème  XY.  On  a  deux  lingots;  le  premier  contient  a  grammet  d'or 
et  b  grammes  émargent;  le  second  contient  a'  grammes  d^or  eth' grammes  d^argent. 
Quel  poids  de  chacun  de  ces  lingots  faut-il  prendre  pour  en  former  un  iroi- 
sième,  contenant  a  grammes  d'or  et  p  grammes  d^ argent? 

Soient  x  et  y  les  poids  à  prendre  dans  le  premier  et  dans  le  second  lingot. 

Puisque  le  poids  a-i-b  contient  a  grammes  d*or  et  h  grammes  d'argent,  le 

poids  «,  extrait  du  même  lingot,  contiendra         .  en  or,  en  argent. 

De  môme,  le  poids  y,  extrait  du  second  lingot  qui  pèse  a'+b',  contiendra 
a'y  Vy 

On  aura  donc  les  deux  équations: 

Qg     .     g'y    _     \ 

bx    .  j:y__a  ,  ^'' 

Si  Ton  résout  ce  système,  on  trouve  : 

(a  +  b)(«y~poO  (g'-fbOfqg-ba) 

*•—         ab'—ba'       '  ^  ~'        ob'  —  ùa' 

Discussion.  Si  Ton  fait  Thypothèse,  2=rr=ôt  les  numérateurs  et  les  déno* 
minateurs  des  deux  formules  sont  nuls;  de  sorte  qu'on  a  : 

0  0 

Pour  interpréter  ce  résultat,  rsmarqucms  que  Thypothèse  admise  a  pour  consé- 

quencâs  : 

a  d     __    g       \ 

et  que,  ai  Ton  rtmftlice  dans  l«fi  équations  [1]  les  coefficients  des  isoonnues  par 

leurs  valeurs      "  a,   — v-â,  tirées  des  relations  [2],  les  équations  se  réduisent 

a  +  p     a+  p  t  J7         -» 

toutes  deux  i  l^quation  unique  : 

Il  en  résulte  (ittS),  que  le  système  [I]  tst  indéterminé.  Uais  le  problème  lui- 
même  eet  indéterminé f  et  admet  une  infinité  de  solutions.  En  effet,  Thypothès» 
admife  exprime,  que  le  rapport  de  Tor  à  Targent  est  le  même  dans  les  trois 
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lingots;  donc,  quelles  que  soient  les  quantités  que  Ton  prenne  dans  chacun  des 
deux  premiers,  elles  formeront  évidemment  un  alliage  au  même  titre.  Ces  quan* 
tités  ne  seront  astreintes  qu'à  yérifier  Téquation  [3]. 

ikW9.  pBosLÉja  XVI.  Calwler  la  surface  dCun  trapèze  dont  on  <2onne  Us 
bases  B  et  h,  et  la  hauteur  h^enla  considérant  comme  la  différence  des  surfaces 
des  deux  triangles  que  Von  obtient,  en  prolongeant  les  deux  côtés  non  parallèles 
jtuqu*à  leur  rencontre. 

Désignons  par  x  l'aire  ciierchée;  et  prenons  pour  inconnues  mxiliaires  les 
hauteurs  y  et  jï  des  deux  triangles.  Les  surfaces  de  ces  triangles  ayant  pour  ex- 
pressions 4  By  et  l  bs,  on  a  d'abord  Téquation  : 

x  =  i{BybM).  [1] 

Comme  les  deux  triangles  sont  semblables^  les  bases  sont  proportionnelles  aux 
haatears*,  donc 

X      b  ^  -* 

Enfin^  la  hauteur  h  étant  la  différence  des  hauteurs  y  et  y,  on  a  : 

y-x=h.  [3] 

Pour  éliminer  tes  inconnues  auxiliaires,  on  remarque  que  l'équation  [2]  donne  : 

y— £  _  B  — b         y— g  ___  B~& 
"5  B^'  X b"'* 

d'où^  en  Tertu  de  l'équation  [3]  : 

_    Bh  _    bh 


En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  [1],  on  obtient  enfin  : 


w 


Discussioif .  Tant  que  b  n'est  pas  égal  à  B,  cette  formule  donne,  pour  la  surface 
du  trapèze,  une  valeur  parfaitement  déterminée.  Mais  si  Ton  suppose  b  =  B,  la 

foimuie  se  préfleate  sous  la'formedp=-r;  et  le  problème  parait  iodéterminé.  Ce- 
pendant cette  indétermination  n^est  qu^  apparente  ;  car,  dans  ce  cas,  le  trapèze 
devient  un  parallélogramme,  dont  la  surface  est  égale  à  Bh.  On  peut,  d'ailleurs, 
tirer  de  la  fraction  cette  expression  de  la  surface,  si  l'on  Oaarque  que  le  facteur 
(B^b)  divise  {B^—V),  et  qu'en  supprimant  ce  facteur  commun,  il  vient  : 

a?=5(B  +  b),      ^ 

formule  connue  de  l'aire  du  trapèze,  laquelle  devient  effectivement,  x  =  Bhf 
dans  le  cas  où  b  =  B. 

198.  Remarque.  On  ?oit  que,  lorsqu'on  rencontre  une  for- 
mule, qui,  par  suite  d'hypothèses  particulières,  prend  la  forme 
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rr«  il  ne  (aut  pas  se  h&ter  d'affirmer  que  le  problème,  dont  elle 

donne  la  solution,  est  alors  indéterminé.  Il  peut  arriver  que 
l'indétermination  ne  soit  qu'apparente,  et  qu'elle  tienne,  comme 
dans  l'exemple  précédent,  à  la  présence  d*un  facteur  commun 
aux  deux  termes,  facteur  qui  devient  nul  en  vertu  des  hypo- 
thèses admises.  On  doU  alors,  avant  toute  hypothèse,  supprimer  ce 
facteur  commun,  et  faire  ensuite,  dans  la  formule  ainsi  simplifiée, 
les  hypothèses  convenues  :  on  obtiendra  la  vraie  valeur  de  la 
fraction,  pour  ce  cas  particulier. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  ait  trouvé  comme  solution  d'un  problème  : 

_o»~3o^  4-40  —  2 

et  que  la  discussion  amène  à  faire  Thypothèse ,  a  =  1.  Les  deux  termes  s'annu- 
lent, et  la  fraction  prend  la  forme  -.  Or,  les  deux  termes  étant  des  polynômes 

entiers  en  a,  on  sait  (VS)  qu'ils  sont  divisibles  par  (a — 1).  On  effectuera  donc 
cette  division,  et  l'on  trouvera  la  formule  simplifiée  : 


ff  = 


a  +  4 


formule  qui,  pour  a=  1 ,  prend  la  valeur  x  =  £. 

0 


EXERCICES. 

L  Deux  vases,  de  capacités  v  et  t/,  contiennent  chacun  un  mélange  d'eau  et 
de  vin,  dans  le  rapport  de  m  à  n  pour  le  premier,  et  daxis  le  rapport  de  m'  i  n' 
pour  le  second.  Quelle  capacité  s  doit-on  donner  à  deux  autres  vases  égaux 
entre  eux,  pour  que,  les  remplissant  à  la  fois,  l'un  dans  le  premier,  l'autre  dans 
le  second,  et  versant  dans  chacun  d'eux  ce  qui  a  été  pris  dans  l'autre,  la  propor- 
tion de  l'eau  au  vin  devienne  la  même  dans  les  deux  vases  T  Montrer,  à  priori , 
que  le  résultat  doit  être  indépendant  de  m,  n,  m',  n'. 

On  trouve  l'équation  : 

fn(t?— gg)        m'x         n  (r— g)         n'x 
m  +  n        m'  +  n'       m  -h  n        m'  +  n' 


in'iv'—x)   ,     mx        n'iv'-^x)  nx 
+jrT-Z       -ZTTZT  + 


et  la  formule 


c  = 


t?  4-  f/' 


II.  Les  aiguilles  des  heures,  des  minutes  et  des  secondes  sont  toutes  trois  sur 
le  chiffre  XII  du  cadran.  On  demande  après  combien  de  temps  l'aiguille  des  se- 
condes divisera  en  deux  parties  égales  l'angle  formé  par  les  deux  autres. 
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En  désignant  par  x  le  nombre  de  secondes  écoulées,  on  trouve  : 

III.  Trois  mobiles  parcourent  une  même  ligne  droite,  d'un  mouvement  uni- 
forme, avec  des  vitesses  v,  o',  v*.  Ils  sont  actuellement  à  des  distances  a,  a' ,  a** 
d*un  point  0  de  cette  droite,  dont  ils  s'éloignent  tous  les  trois.  On  demande 
après  combien  de  temps  le  premier  sera  aux  {  de  la  distance  qui  sépare  lesdeuz 
autres. 

Eo  désignant  par  s  le  temps  écoulé,  on  trouve  : 

si,  après  ce  temps,  le  troisième  mobile  est  en  avant  du  second; 
et,  au  contraire,  ^^————^ 

si,  après  ce  temps,  le  second  mobile  est  en  avant  du  troisième. 

Il  peut  y  avoir  deux  solutions,  ou  une  seuie;  li  peut  ne  pas  y  en  avoir  du 
tout  :  on  examinera  les  conditions  de  ces  difTérents  cas. 

On  généralisera  la  solution,  en  supposant  que  les  mobiles  ne  marcbent  pai 
tous  dans  le  même  sens. 

IV.  Un  parallélipipède  rectangle^  dont  les  arêtes  sont  a,  b,  c,  étant  donné, 
trouver  le  côté  x  d'un  cube,  tel  que  les  surfaces  des  deux  solides  soient  dans  le 
même  rapport  que  leurs  volumes . 

2ahc 


On  trouve:  «= 


a6  +  oc  +  be' 


V.  Thraver  une  proportion,  dont  les  quatre  termes  surpassent  également  les 
quatre  nombres  <i,b,e,  d. 

En  désignant  par  x  le  nombre  qu'il  faut  ajouter  &  chacun  de  ceux-ci,  on 
trouve  • 

bc — ad 
*— o+d— «>— C 

Discuter  la  solution,  1*  lorsque  bc  =ad,  2*  lorsque  a'{'d=:zb-]'C. 

YI.  fi  pierres  sont  rangées  en  ligne  droite  à  d  mètres  de  distance  les  unes  des 
autres.  On  propose  de  déterminer,  sur  cette  droite,  la  position  d'un  point  X,  tel 
qu'il  y  ait  deux  fois  plus  de  chemin  à  faire  pour  transporter  successivement 
chaque  pierre  au  point  X,  que  pour  les  transporter  &  la  place  occupée  par  la 
première  d'entre  elles.  On  supposera,  dans  les  deux  cas,  que  l'on  parte  de  cette 
première  pierre. 

Si  l'on  désigne  par  x  la  distance  du  point  X  à  la  première  pierre,  en  suppo- 
Mnt  ce  point  au  delà  de  la  dernière,  on  trouve  : 

-     3>i(n-l), 
2n-l 
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On  généralisera,  en  supposant  que  le  rapport  des  chemins  à  parcourir  est  m 

au  lieu  de  2  ;  on  trouvera  : 

(m4-l)«(n-l). 

et  Ton  discotera  les  conditions  de  possibilité  da  problèmeu  Si  la  solutioa  est  né- 
gative, est-il  possible  de  l'interpréter? 

VII.  Il  faut  un  nombre  d'hommes  égal  à  a,  ou  un  nombre  de  femmes  égal 
à  hf  pour  faire,  en  n  jours^  un  ouvrage  représenté  par  m.  Combien  faut-il  ad- 
joindre de  femmes  à  (a— p)  hommes,  pour  faire,  en  (n— p)  jours,  un  ouvrage 

représenté  par  (m  -fp)? 

hp\   ^   ,  (m-|-n)ai 

VIII.  Deux  horloges  A  et  Bsonneat  Pheure  en  mémetemps^  el  ron  entend 
en  tout  dix-neuf  coups.  Déduire  de  là  Theure  qu'elles  marquaient,  sachant  que 
l'horloge  A  retarde  sur  l'horloge  B  de  deux  secondes,  et  que  les  coupe  de  A  se 
succèdent  à  trois  secondes  d'intervalle,  tandis  que  ceux  de  B  se  suivent  à  quatre 
secondes  d'intervalle.  On  admet  enfin,  que  l'oreille  ne  perçoit  qu'un  seul  son, 
lorsque  les  horloges  sonnent  dans  la  même  seconde. 

En  désignant  par  x  l'heure  ou  le  nombre  de  coups  sonnés  par  chaque  hor- 
loge, on  remarque  que  le  nombre  des  coups  perdus  pour  l'oreille  est  1,  aog- 

mente  du  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans — ~ —  ;  et  l'on  en  conclut 

que  x  =  ll. 

IX.  Trouver  trois  nombres  Xj  y,  ;r,  en  progression  arithmétique,  tela  que  le 
premier  soit  au  troisième  comme  5  est  à  9,  et  que  la  somme  des  trois  nombres 
soit  égale  à  63. 

On  trouve  :  x=15,    y  =21,    «=27. 

X.  On  donne  la  suite  : 

et  Ton  propose  de  trouver  deux  nombres  x  et  y,  tels  que  chaque  terme  de  cette 
suite  puisse  s'obtenir  en  multipliant  le  précédent  par  x,  et  l'antéprécédent  par  y, 
et  en  ajoutant  les  résultats. 
On  forme  le  troisième  et  le  quatrième  terme  d'après  cette  loi^  et  l'on  tJKMive  : 

«=p+9»  y=—pq\ 

puis  Ton  prouve  qu*en  effet  ces  multiplicateurs  donnent  tous  les  termes  de 
la  série.  ^ 

XI  On  donne  la  suite  : 

a-^h  +  c.ap  +  bq-i-cr,  ap»  +  bq»  +  cï«,  ap» -f- bç»  +  cr».^. ; 

et  Ton  demande  de  trouver  trois  nombres  s,  y,  jr,  tels  que  ckaqw  terme  de 
cette  suite  s'obtienne  en  multipliant  le  précédeat  par  jp,  l'tttéprécéiBHt  par  y, 
et  celui  qui  précède  de  trois  rangs  par  x,  et  en  ajoutant  les  résultats. 

On  trouve:       «=p  +  ç-|-r,    y=r— pg— pr  — çr,    t=ipqr. 
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in.  Un  train  T,  dont  la  vitesse  est  v,  part  après  un  autre  train  T',  dont  la 
Titesse  est  ^\  et  le  retard  est  calculé  de  manière  qu'ils  arrivent  en  même  temps 
à  la  destination.  Le  train  T' est  obligé  de  ralentir  de  moitié  sa  vitesse,  après  avoir 
fait  les  deux  tiers  de  la  course:  et  il  y  a  rencontre  des  trains,  a  lieues  avant  la 
fin  du  voyage.  Trouver  la  longueur  totale  x  du  trajet. 

On  trouve  :  «=  6a—  3a  — . 

un.  Pour  faire  un  certain  ouvrage,  A  emploie  m  fois  autant  de  temps  queB 
et  C  réunis^  B  enq^loie  n  fois  autant  de  temps  que  A  et  C;  G  emploie  p  fois 
aatant  de  temps  que  A  et  B.  Trouver  une  relation  entre  m,  n  etp. 

On  trouve:  -.1^^+ _-- + -^  =1. 

XIY.  OndomMdes  points  A,  6,  C,  D,...  situés  sur  une  ligne  droite,  à  des 
distances  a,  5,  c,  d....  d'un  point  0  de  cette  droite.  Trouver,  sur  cette  droite, 
un  point  X  tel,  que  sa  distance  s  à  un  point  quelconque  M  de  la  droite  donnée 
soit  la  moyenne  des  distances  des  points  A,  B,  C,  D,....  au  point  H.  Montrer, 
qu'à  Taide  de  conventions  convenables,  on  peut  résoudre  le  problème  par  une 
seule  formule,  quelles  que  soient  les  positions  des  points  A,  B,  C,  D,....  à 
droite  ou  à  gaudie  de  0. 

La  formule  est  :  «= , 

n  étaut  le  nombre  des  points  considérés  :  elle  est  indépendante  de  la  position 
du  point  M. 

XV.  Deux  triangles  rectangles  ont  les  côtés  de  l'angle  droit  dirigés  suivant  les 
mêmes  droites,  et  représentés  par  a,  b  pour  le  premier,  et  par  a',  V  pour  le  se- 
cond. On  propose  d^abaisser  du  point  de  rencontre  des  hypoténuses  des  per- 
pendiculaires sur  les  côtés,  de  calculer  leurs  longueurs,  et  de  discuter  les  dif- 
férents cas  qui  peuvent  se  présenter. 

Les  formules  sont,  en  désignant  par  s  la  parallèle  aux  côtés  a,  a',  et  par  y  la 
parallèle  aux  côtés  &,  b'  : 

_oa^(b'— b)  _by(o— gQ 

*—  oy  — bo"  **"  ab'  — ba'' 
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CHAPITRE  VI. 

DES  INÉGALITÉS. 

S  I.  Principes  sur  les  inégalités  considérées  isolément. 

199.  DÉFINITION.  On  dit  qu'un  nombre  a  est  plus  grand  qu'an 
nombre  b,  quels  que  soient  leurs  signes,  lorsque  la  différence 
(a  —  b)  est  positive. 

200.  Corollaire  :  l""  Un  nombre  positif  quelconque  est  plus 
grand  qu'un  nombre  négatif  quelconque.  Ainsi  : 

l>-8;  [1] 

caria  différence  1— (— 8)  est  (20)  égale  à  1  -f-8  :  elle  est  po- 
sitive. 

2*  Un  nombre  négatif  est  d'autant  plus  grand  que  sa  valeur 
absolue  est  plus  petite.  Ainsi  : 

-7>  — 20;  [2] 

car  la  différence  *-  7  —  (—  20)  est  (20)  égale  à  +  20  —  7  :  elle 
est  positive. 

3*  On  doit  regarder  zéro  comme  plus  grand  que  tout  nombre 
négatif.  Ainsi: 

0>-4;  [3] 

car  la  différence  0— (— 4)  est  (20)  égale  à  0+4;  elle  est  po- 
sitive. 

De  là  résulte  que,  si  Ton  écrit  les  nombres  tant  positifs  que 
négatifs  de  la  manière  suivante  : 

-«, —4,— 3, -2,— 1,0,  1,2,3,  4, 00, 

un  nombre  quelconque,  pris  dans  cette  suite,  est  plus  grand 
que  tout  nombre  placé  à  sa  gauche,  et  plus  petit  que  tout  nom- 
bre placé  à  sa  droite. 

On  exprime  ordinairement  qu'un  nombre  a  est  positif,  el 
qu'un  nombre  6  est  négatif,  par  les  formules  :  a>0,  6<;o. 

201.  Inégalités  renfermant  une  inconnue.  Lorsqu'une  ex- 
pression, qui  dépend  d'un  nombre  inconnu,  doit  être  plus  grande 
ou  plus  petite  qu'une  autre,  cette  condition,  que  l'on  nomme 
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intçalui,  permet»  en  général,  d'assigner  des  limites,  entre  les- 
quelles rinconnue  doit  être  ou  n'être  pas  comprise.  Nous  en 
donnerons  dans  ce  chapitre  quelques  exemples. 

Wi.  Principe  I.  On  peut,  sans  altérer  Us  conditions  qu^exprime 
une  inigalité^  augmenter  ou  diminuer  ses  deux  membres  d^un  même 
nombre.  En  ef&t,  l'inégalité  a>b,  est  équivalente,  par  défini- 
tion, à  a — fr>  0.  Or  quel  que  soit  m,  on  a  : 

a — 6  =  a+m  — 6 — m  =  (a-t-w»)  —  (6  +  »»); 

donc:  («+•»*) — (6+m)>0, 

ou,  d'après  la  définition  : 

Il  résulle  de  là,  qu'on  peut  faire  passer  un  terme  d'un  membre 
(tune  inégalité  dans  Vautre^  en  changeant  son  signe,  comme  s'il 
s'agissait  d'une  équation. 

205.  Principe  II.  On  petit  multiplier  les  deux  membres  d*une 
inégaliU  par  un  mime  nombre^  pourvu  qu'U  soit  positif. 

En  effet,  l'inégalité  a>&  équivaut  à  a— 6 >0.  Or,  si  l'on  mul- 
tiplie (a — b)  par  un  facteur  positif  m,  le  produit  est  positif. 

Donc  on  a:      (a — 6)m>0,    ou    am — 6m>0, 

ou,  d'après  la  définition  : 

am>bm,  [5] 

On  peut  aussi  multiplier  les  deux  men^res  de  Vinégalité  par  un 

faOeur  négatif,  mais  U  faut  changer  le  sens  de  Finégalité.  Car  si 

Ton  a  : 

a>&,    ou    a— 6>0, 

le  produit  de  (a— 6}  par  un  facteur  négatif  m  sera  négatif.  On 
aura  donc  : 

(a— 6)m<0,    ou    am — 6m<0, 

on,  enfin  : 

am<.bm.  [6] 

Ces  principes  permettent  de  chasser  les  dénominateurs  d'une 
inégalité,  comme  s'il  s'agissait  d'une  éauation ,  quand  on  conud  It 
Alo.  B.  V*  Partie.  10 
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le  signe  du  multiplicateur.  Les  mêmes  principes  s'appliquent  à 
la  division  des  deux  membres  d'une  inégalité  par  m;  car  la  dlTi- 

sion  par  m  revient  à  la  multiplication  par — ,  et  les  deux  nombres 
m  et  —  sont  toujours  de  même  signe. 

204.  Principe  III.  Lorsquelesderjucmembresd^uneinigalUisant 
positifs f  on  peut  ks  élever  à  une  même  puissance  m"^,  quel  que  soit 
m.  En  effet,  plus  un  nombre  est  grand,  plus  sa  puissance  m"* 
est  grande.  Ainsi,  7>3  donne  7*>3*. 

Lorsque  les  membres  ne  sont  pas  tous  deux  positifs  »  il  faut 
distinguer  plusieurs  cas. 

1*  Quels  que  soient  les  signes  des  deux  membres^  onpetu  les  élever 
à  une  mime  puissance  m"^,  lorsque  m  est  impair.  Car  les  deux 
membres,  après  l'opération,  conservent  leurs  signes,  et  par 
suite,  le  sens  de  leur  inégalité.  Par  exemple, 

si  7>— 13,    on  en  conclut       ?•>(— 13)';  l     r^-. 

si         -7>— 13.  .  (_7)»>(— 13)»-  J      ^^J 

2*  Mais  si  Ton  a  à  élever  les  deux  membres  d'une  inégalité  à 
une  même  puissance  de  degré  pair^  il  faut  distinguer  encore. 

Quand  les  deux  membres  sont  négatifs,  rinigalité  change  de  sens; 

car  les  deux  membres  deviennent  positifs,  après  l'opération. 

Ainsi ,  de  Tinégalitë 

— 7>— .13 

on  conclut  successivement  : 

13>7,     13*>7*,     (_13)*>(— 7/, 

et,  par  suite,  (— 7)*<(— 13)*.  [8] 

Si  les  deux  membres  sont  de  signes  différents,  on  ne  peut  plus 
donner  de  règle.  L'inégalité  peut  changer  ou  ne  pas  changer  de 
sens,  ou  même  se  transformer  en  égalité.  Ainsi  l'on  a  : 

7>-3      et    7»>(—  3)*,) 

7>-.13     et    7*<(— 13)*,[  [9] 

7>—  7       et     7*=(—   7)*.  J 

90tt.  Principe  IY.  1*  Quels  que  soient  les  signes  des  deux  membres 
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tune  inégalUéf  on  peut  en  extraira  une  racine  dHndke  impair;  car 
les  deux  racines  ont  le  même  signe  que  les  deux  nombres.  Ainsi  : 

27  >       8  donne     \f^>\/s,        ou     3>     2,  1 
27>—  8       «         ^27>^=8,     OU      3>— 2,    >    [10] 
—  8>— 27       »       ^i:8>^^^^,  OU— 2>~3.    J 

2"  Si  Findice  est  pairy  il  faut^  pour  que  les  racines  existent^  que 
les  deux  membres  soient  positifs  (96).  Et  alors,  chaque  racine  a 
deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires.  Dans  ce  cas,  f  inégalité 
conservera  son  sens  ou  en  changeraj  selon  que  Fon  considérera  les 
valeurs  positives  ou  les  valeurs  négatives  des  racines.  Ainsi  : 

rinégalilé  36  >  25, 

donne:!     ^^>     ^      °"       '>     ^'  j  [11] 

f  — V^<— V^25        OU  —  6<— 5.    j 

Hais,  si  Von  prend  des  signes  différents  pour  les  deux  racines,  le 
terne  négatif  est  toujours  le  plus  pelil.  Ainsi 

l'inégalité,  36  >  25, 


donne:  \>^>->/^l^       ^^      ^>-^'  [  [123 

\V^25>  — v^36,         OU        5>  — 6. 


S II.  Principes  sur  les  inégalités  simultanées. 

206.  Principe  Y.  On  peut  additionner  membre  à  fnembre  deux 
inégalités  de  même  sens  :  la  nouvelle  inégalité  a  le  même  sens  que 
chacune  déciles. 

Soient,  en  effet,  les  deux  inégalités  : 

a>*,  e>d; 

elles  équivalent  aux  suivantes  : 

a— 6>0,       c—d>0; 
or  la  somme  de  deux  quantités  positives  est  positive;  donc  on  a: 

a— 6-fc— {f>0, 
ou  a+c>b']-d.  [13] 

Hais  cette  nouvelle  inégalité  ne  peut  pas,  comme  lorsqu'il 
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*  

s'agit  d'équations,  remplacer  l'une  des  deux  proposées.  En  d'au- 
tres termes,  les  deux  systèmes, 

c>dy  {  a+c>b  +  d, 

ne  sont  pas  équivalents.  Le  second  est  une  conséquence  du  pre- 
mier, mais  le  premier  n'est  pas  une  conséquence  du  second. 

Si  les  deux  inégalités  sont  de  sens  contraires,  il  n'y  a  pas  de 
règle  à  donner.  On  a,  en  effet  : 


7> 
8< 


j3'  }         et        7  +  80  +  I3; 


7>  3,  ] 
8<12,  j 


et         7  +  8  =  3  +  12; 


7>   3, 

8<10 


I'  I  et         7  +  8>3+10. 


5É07.  Principe  VI.  On  peut  soustraire  membre  à  membre  d'une 
inigaliti  vm  autre  inégalité  de  sens  contraire  :  la  nouvelle  inégalité 
subsiste  dans  le  sens  de  la  première. 

Soient,  en  effet,  les  deux  inégalités  : 

a>b,  c<d\ 

elles  équivalent  aux  suivantes  : 

a>&,  d>c; 

et,  par  suite  (206),  elles  donnent 

a+d>&  +  c, 
ou  (208)  a—c>b—d.  [14] 

Cette  nouvelle  inégalité  ne  peut  pas  remplacer  l'une  des  deux 
proposées. 

On  ne  peut  pas  soustraire  une  inégalité  d'une  autre,  quand 
elles  sont  de  même  sens  (206). 

808.  Principe  VII.  On  peut  multiplier  membre  à  membre  deux 
inégalités  de  mtm€  senSj  quand  tous  les  termes  sont  positifs  :  Vinéga* 
lité  nouvelle  est  de  mime  sens  que  chacune  délies. 

En  effet,  soient:         a>6,     c>d; 
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puisque  c  et  6  sont  positifs,  on  a,  en  multipliant  la  première 
par  Cf  et  la  seconde  par  b  (203)  : 

ac^bCf       6c>M, 
cr,  par  suite,  ac  >  bd.  [15] 

Si  les  quatre  termes  sont  négatifs  ^  rinêgaliti  nouvelle  est  de  sens 
contraire  à  celui  des  deux  proposées.  Car  en  multipliant  la  pre- 
mière par  e  et  la  seconde  par  b^  on  a,  puisque  ces  facteurs  sont 
négatifs  : 

ac<Cbc,        te<6i, 

et,  par  suite,  àc<ibd.  [16] 

La  nouTelle  inégalité  [15]  ou  [16]  ne  peut  pas  remplacer  une 
des  proposées. 

On  ne  saurait  donner  de  règle  générale,  quand  les  termes  ne 
sont  pas  tous  positifs  ou  tous  négatifs.  On  ne  peut  rien  dire  non 
plus,  quand  les  inégalités  sont  de  sens  contraires. 

209.  Principe  VIII.  On  peut  diviser  membre  à  membre  une 
inégalité  par  une  autre  de  sens  contraire j  quand  tous  les  termes  sont 
positifs  :  la  nouvelle  inégcUiti  a  le  mime  sens  que  la  première. 

Soient,  en  effet  :       a  >  ft ,       c<id; 
on  peut  écrire  :  «  >  &,       rf  >  c. 

et,  par  suite  (208) ,  ad>bc\ 

d*où  l'on  tire,  en  divisant  les  deux  membres  par  cd  (203)  : 

a.   6 
c' 


r  ti7] 


Si  les  quatre  termes  sont  négatifs  ^  Finégalité  nouvelle  a  le  sens  de 
la  seconde  :  car,  en  faisant  la  multiplication,  ou  a  (208}  : 

uid<bc;  ' 

m 

et,  en  divisant  par  cd,  qui  est  positif,  il  vient  ; 

a     b 

On  ne  pent  pas  donner  de  règle  générale  dans  les  autres  cas. 
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S  III.  Des  inégalités  du  premier  degré  à  une  inconnue. 

210.  RÉSOLUTION  DE  l'inégalité.  Udc  inégalité  &  une  in- 
connue est  dite  dix  premier  degré  ^  lorsqu'elle  peut  se  ramener  à 
la  forme 

a^  b,  cfj  Vf  désignant  des  nombres  donnés  qui  penyent  être  posi- 
tifs ou  négatifs. 

Pour  résoudre  cette  inégalité,  on  fait  passer  des  termes  conte- 
nant l'inconnue  d'un  côté ,  les  termes  connus  de  l'autre  (209)  ; 

et  Ton  a  : 

{a^a')x>V—b. 

Puis  on  distingue  deux  cas  : 

1*>  Si  (a — û!)  est  positif,  on  a,  en  divisant  (203)  par  [a-^a')  : 

2"  Si  {a— a')  est  négatif,  on  a,  au  conlrmre  (203)  : 


x< 


a — a 


Ainsi,  pour  satisfaire  à  Vinégalité^  il  suffit  de  prendre  x  supé- 
rieur ou  inférieur  à  une  certaine  limite.  On  peut  remarquer  que 
cetle  limite  est  précisément  la  valeur  de  Xj  qui  rendrait  les  deux 
membres  égaux. 

811.  Problème.  Nous  résoudrons,  comme  application,  le  problème  suivant  : 
Deux  points  AetB  sont  situés  à  une  dittance  2c  ;  on  sait  qu'un  point  U  est 
M  que  MA  +  MB  =  2a,  a  étant  une  longueur  donnée,  plus  grande  que  c.  On 
demande  entre  quelles  limites  peuvent  varier  AM  et  BM . 

Supposons  AM  >  BM.  Posons  :  AM  =  x,  BM  =  y.  On  a  d'abord ,  diaprés 

renoncé  : 

,  »  +  y  =  2a.  [IJ 

De  plus,  pour  que  le  triangle  AMB  soit  possible,  il  faut  que  chaque  côté  sott 
plus  petit  que  la  somme  des  deux  autres,  c'est-à-dire  que  l'on  ait  : 

2c  <  «  -f  y,    y  <2c  +  X,    «  <  2c  +  y. 

Or  la  première  de  ces  inégalités  est  évidente,  d'après  l'équation  [1]  ;  la  seconde 
«st  évidente,  puisque  y  est  plus  petit  que  x.  Reste  donc  la  troisième , 

«  <  2c  +  y.  f2l 
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5i  ToD  remplace  y  par  sa  valeur  (2a  —  x),  cette  inégalité  devient  : 

«  <  2c  4-  2a  —  «  ; 
d'où  x<a+e,  [3] 

Mais  y,  qui  est  égal  à  (2a  —  x),  est  d'autant  plus  grand  que  x  est  plus  petit. 
Donc  y  doit  être  plus  grand  que  [2a  —  (a  +  c)],  c'est-à-dire  que  (a — c).  Ainsi: 

y  >  a  —  c.  [4] 

Telles  sont  les  limites  cherchées. 


EXERCICES. 

I.  Démontrer  que  la  moyenne  arithmétique  entre  deux  nombres  positifs  iné- 
gaux est  plus  grande  que  leur  moyenne  proportionnelle. 
On  s'appuie  sur  Tinégalité,    (a  —  5)'  >  0. 
n.  Stant  donnés  deux  nombres  a,  h,  positifs,  a  >  bf  déduire  de  l'inégalité^ 

«  +  a           «4-5 
-^ —     > — ^- 


les  limites  entre  lesquelles  la  valeur  de  x  doit  être  comprise.  Les  radicaux  sont 
pris  arec  Je  signe  +. 

On  trouve  que  s  doit  être  négatif^  ou  plus  grand  que  v^ôH^ 

m.  Démontrer  que  ^abed  est  comprise  entre  la  plus  grande  et  la  plus 

petite  des  quatre  expressions  ^a^  ^b  ^  ^Cj^d» 

On  démontre  cette  propriété  pour  les  logarithmes  de  ces  expressions  ;  et  l'on 
en  tire  la  conséquence  pour  les  expressions  elles-mêmes. 

IV.  Démontrer  que  Ton  a  toujours  : 


aa  +  aV+aV+....  <  •o» -f  a'^ -f- o"3 -h  . . . .  /a'  +  a'^-f  a'"+- ... , 

a      a!      a* 


à  moins  que  l'on  n'ait  :  _   ,  _   ^ 

s      ft       a 


On  suppose  d'abord  a,  a',  à',  . . . ,  a,  af  af ,  . . . .  positifs  ;  et  l'on  vérifie 
Tinégalité,  en  éle?ant  les  deux  membres  au  carré  :  puis  on  généralise. 

V.  Prouver  que  âr^  +  y*  — >  or^y  -—  sy*  est  toujours  positif,  quelles  que  soient 
les  valeurs  positives  de  x  et  de  y.  ^ 

On  le  démontre  en  décomposant  l'expression  en  facteurs. 

VI.  Prouver  que  l'on  a  :  3(1  -f  a^  +  o<)  >  (1  +  a  +  a*)',  quelles  que  soient 
les  valeurs,  positives  ou  négatives^  de  a. 

Même  mode  de  démonstration. 

TU.  Démontrer  que  l'on  a  :  o&e  >  (a+&— e}  (a  +  e  — -  b)  (b  +  e*a)i  quels 
que  soient  les  nombres^positifs  inégaux  a,  b,  c. 
On  s'appuie  sur  des  inégalités  évidentes^  de  la  forme,  a^  >  a'  — (&— c)^ 
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CHAPITRE  VIL 

DISCUSSION  DES  FORKULES  GENERALES. 


S  I.  Discussion  de  la  formule  générale  de  résolution  d'une  équation 

du  premier  degré  à  une  inconnue. 

212.  Formule  générale.  Une  équation  du  premier  degré  à 

une  inconnue  ne  peut  renfermer  que  deux  sortes  de  termes, 

savoir  :  des  termes  qui  contiennent  l'inconnue  et  des  termes  qal 

ne  la  contiennent  pas.  Si  donc  on  réduit,  dans  chaque  membre, 

les  termes  semblables,  la  forme  la  plus  générale  de  l'équation 

sera  i 

ax  +  b=^a'x  +  b\  [1] 

On  en  tire:  (a  — a')a?=6'  — 6; 

et  divisant  par  (a  — aOi  on  a  la  formule  : 

b'—  b 

Mais  cette  formule  n'est  équivalente  à  i'équntion  [1],  que  dans 
le  cas  où  (a — af)  n'est  pas  nul  (i24}. 

213.  Discussion  de  la  formule.  Lorsque  a'  n'est  pas  égal  à  a, 
la  formule  [2]  représente  un  nombre  positif,  nul  ou  négatif,  qui, 
substitué  dans  l'équation  [1] ,  et  traité  d'après  les  règles  conve- 
nues, rendra  le  premier  membre  égal  au  second.  Le  seul  cas 
que  Ton  doive  examiner  à  part  est  donc  celui  où  {a—a')=^  0. 
Mais  alors  deux  hypothèses  se  présentent  : 

l""  (a— a')  M  nul,  sans  que  (b'— b)  k  soit.  La  formule  [2]  donne  : 

0?= : 

0      * 

ce  qui  ne  signifie  rien.  Si  Ton  remonte  à  l'équation  pour  inter- 
préter ce  résultat,  on  voit  que,  a*  étant  égal  à  a,  il  vient  : 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu,  puisque  b'  n'est  pas  égal  à  b. 
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Donc  riqiuUion  est  impossible;  et  rimpossibilité  se  manifeste,  dans 

lafarmuk,parlafonne,x=^. 

2""  (a— a*)  est  nul,  en  même  temps  gixe  (b'— b).  La  formule  de- 
vient,  dans  ce  cas  :  ^^ 5  > 

œ  qui  ne  signifie  rien.  Si  Ton  remonte  à  l'équation,  on  voit 
qu'elle  devient  :  ax+b  =  ax+b. 

Donc  t équation  est  satisfaite^  quel  que  sait  x  ;  et  l'indétermination 

se  manifeste  par  la  forme  j  x  =  -• 

Ainsi,  une  équation  du  premier  degré  à  une  inconnue  admet 
une  solution  unique  et  déterminée»  ou  elle  n'en  admet  aucune, 
ou  elle  en  admet  une  infinité. 


$11.  Discussion  complète  des  formules  générales  de  résolution 
d'un  système  de  deux  équations  à  deux  inconnues. 


Si4.  FoRKULES  céNÉRALES.  On  sût  (i45)  qu'un  système  de 
deux  équations  à  deux  inconnues  x^  y,  peut  toujours  se  rame- 
ner à  la  forme  : 

aX'\'by  =  Cy 


'y=c\]  ^'J 


a'X'\-b'y 

Appliquons  à  ce  système  Tune  des  méthodes  connues;  par 
exemple,  la  méthode  par  addition  et  soustraction.  Pour  cela, 
multiplions  la  première  équation  par  b\  et  la  seconde  par  6,  et 
retranchons  le  second  résultat  du  premier  ;  nous  aurons  : 

(06'— 6a>=cy— 6(/;    d'où    ^=%E^'' 

Uoltiplions,  au  contraire^  la  première  équation  par  af  et  la  se- 
conde par  b\  et  retranchons  le  premier  résultat  du  second; 
nous  aurons  : 

(aV—ba')y=ac^'^ca';    d'où    |/=^|;^|2.. 
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Ainsi,  le  système  [1]  a  pour  solution  ie  système  : 

_cV — hd  ac^ — ça!  j.^. 

Les  formules  [2]  sont  les  formules  générales  de  la  sotation. 
Zlles  ne  sont  légitimes  qu'autant  que  {aV — ha!)  n*est  pas  égal  à 
zéro.  On  vérifie  aisément  qu'elles  satisfont  aux  équations  dans 
ce  cas. 

818.  RÈGLE  POUR  COMPOSER  LES  FORMULES.  On  Obtient  facile- 
ment ces  formules  à  Taide  des  remarques  suirantes  : 

l''  Pour  former  le  dénominateur  commun  {ab'^bcl)^  on  écrit, 
l'une  à  la  suite  de  l'autre,  les  deux  permutations  ab  et  ha  des  deux 
lettres  a  et  6,  en  les  séparant  par  le  signe  — ,  et  en  accentuant 
la  dernière  lettre  de  chaque  terme. 

^  Pour  former  le  numérateur  de  la  valeur  de  chaque  incon- 
nue,  on  remplace,  dans  l'expression  {aV  ^  hd)^  les  coefficients 
qui,  dans  les  équations,  multiplient  cette  inconnue,  par  le  terme 
tout  connu  de  l'équation  correspondante.  Ainsi,  pour  la  valeur 
de  X,  on  remplace  a  et  al  par  c  et  c'  :  et,  pour  la  valeur  de  y,  on 
remplace  h  et  V  par  c  et  c'. 

816.  Marche  a  suivre  pour  la  discussion  des  formules. 
Lorsque  le  binôme  (a6'  —  ha')  n'est  pas  nul ,  les  formules  [2]  ne 
donnent  lieu  à  aucune  dirflculté  ;  elles  fournissent  pour  x  et 
pour  y  des  valeurs  déterminées.  Le  système  [1]  a  une  sdotion 
et  une  seule.  Il  n'y  a  donc  à  examiner  que  le  cas  où  ab' — &a'=0. 

Nous  supposerons  d'abord  que  cette  égalité  ait  lieu,  sans 

qu'aucun  des  coefGcients  a,  (,  a',  </,  soit  nul  ;  elle  est  alors  équi* 

valente  à  la  suivante  : 

a h 

laquelle  exprime  que  les  caefjîcients  des  deux  inconnues  ^  dans  les 
deux  équations f  sont  respectivement  proportionnels. 

Nous  examinerons  ce  que  deviennent,  dans  cette  hypothèse, 
les  formules  [2]  ;  et  nous  chercherons  à  interpréter  les  résultats 
en  remontant  aux  équations  [1]. 

217.  Théorème  I.  Dans  le  cas  owab'  — ba'  =  0,  les  numéro- 
Uurs  des  valeurs  [2]  de  x  et  de  y  sont  nuls  tous  deux  à  la  fois,  ou  n» 
sont  nuls  ni  Vun  ni  Vautre, 
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Pour  le  prouver,  remarquons  que  la  condition  aV  —  ba'  =  0, 
donne: 

a 

donc,  si  Ton  désigne  par  N«  et  N,  les  numérateurs  de  x  et  de  y. 
on  a,  en  remplaçant,  dans  N«y  b'  par  sa  valeur: 

a  a  a 

Or,  {cof — atf)  est  égal  au  numérateur  de  y,  changé  de  signe  ; 
donc  : 

a   ' 

Comme  6  et  a  ne  sont  nuls  ni  Tun  ni  l'autre ,  on  conclut  de  là 
que  si  N,  est  nul,  N.  l'est  aussi  ;  mais  que,  si  N,  n*esl  pas  nul, 
N.  ne  peut  l'être  non  plus.  C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 
II  résulte  de  là,  que  les  valeurs  de  x  et  dey  se  présentent  à  la 

fois  sous  la  forme  -^  ou  à  la  fois  sous  la  forme  -rç. 

SIS.  Théorème  II.  Dans  le  cas  où  aV — bà'=0^  les  deux  équa- 
tions  [I]  sont  incompatibles,  ou  elles  rentrent  Fune  dans  Vautre, 

Pour  le  prouver,  substituons  à  V  sa  valeur  dans  la  seconde 
des  équations  [1]  ;  elle  devient  : 

<jfX'\ y  =  c',    ou    aa'x-^-ba'yzi^aff. 

a  \ 

Mais,  en  multipliant  la^première  des  équations  [1]  par  of,  on  a  : 

aa'iD  -f  ba'y  =  ca'. 

Ainsi,  dans  ce  cas,  les  équations  [1]  sont  équivalentes  à  deux 
autres  équations  qui  ont  le  même  premier  membre,  et  dont  les 
seconds  membres  sont  ad  et  ca\  Si  donc  ad  et  ca*  ne  sont  pas 
égaux,  les  deux  équations  sont  incompatibles;  mais  si  ac'=:ca\ 
eUes  sont  identiques.  C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

219.  Conséquences.  1*  Lorsque  ad  n'est  pas  égal  à  cal^  N,  n'est 
pas  nul;  et,  par  suite  (217),  N,  ne  l'est  pas  non  plus.  Donc, 
^quz  les  deux  équations  [l]  sont  incompatibles ,  les  formules  \2]  se 
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présentent  toutes  deux  sous  la  forme  -^  •  Cette  forme  est  donc  le  sym- 
bole de  rimpossibilité, 

2*>  Lorsque  ac'=ca\  N.  est  nul,  ainsi  que  N^  (2t7).  Donc,  lors- 
que les  équations  [l]  rentrent  Cune  dans  rautre^  les  formules  [2]  se 

0 
présentent  toutes  deux  sous  la  forme  ~.  Cette  forme  est  donc  le  sym- 
bole de  Vindétermination* 

Un  système  de  deux  équations  à  deux  inconnues  admet  donc 
une  solution  unique  et  déterminée,  ou  bien  il  n'en  admet  au- 
cune,  ou  bien  il  en  admet  une  inûnité.  Mais  nous  avons  supposé, 
dans  celte  discussion^  au'aucun  des  coefficients  des  inconnues 
n'est  égal  à  zéro  ;  il  nous  reste  à  examiner  maintenant  les  cas 
particuliers  où  quelques-uns  d'entre  eux  seraient  nuls,  en  même 
temps  que  {àb'—ba'). 

820.  Cas  où  l'un  des  coefficients  est  nul  en  même  temps  que 
{ab'  —  ba').  Supposons  qu'on  ait,  à  la  fois, 

il  en  résulte  que  ba'  =  0;  donc  :  ou  a'  =  0,  ou  &=0. 
I*  a'  =  0,  les  formules  [2J  deviennent  : 

~bc'  w! 

^=-^,        y=-. 

Donc,  si  d  n'est  pas  nul,  elles  prennent  toutes  deux  la  forme -r: 

et,  si  c'=0,  elles  prennent  toutes  deux  la  forme  -z*  Or  les  équa- 
tions deviennent  alors  : 

aa?-f6y=c,        Ose* 

elles  sont  donc  incompatibles,  dans  le  premier  cas,  puisque  la 
seconde  est  absurde  ;  et  il  n'en  existe  plus  qu'une  dans  le  se- 
cond cas ,  puisque  la  seconde  est  identique.  Donc,  fes  formas 

m   .  0  .....  .        .  ,    „ 

-Q  «*  Q>  que  prennent  w%  les  formules^  sùnJt  encore  le  symbole^  Ium 

de  rimpossibilité^  l'autre  de  rindéUrmination. 

SI*  Si  6  =  0,  les  formules  deviennent  : 

0  ûc' — ca' 
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donc,  si  cd  n*est  pas  égal  à  ac\  y  se  présente  souf  ia  forme  ^^ 
tandis  que  x  prend  la  forme  -.  C'est  une  exceptior  au  théorème 

(217).  Or,  dans  ce  cas,  les  équations  deviennent  : 

ax=^Cj       a'x=c'; 
elles  ne  contiennent  que  l'inconnue  x,  et  elles  donnent  : 

a  a 

mais  -n'est  pas  égal  à -79  puisque  co!  n*est  pas  égal  à  a(!\  donc 

\ti  équations  sont  incompatibles  ;  et  f  impossibilité  se  manifeste  ici  par 
ks  formes  simtUtanies  —  et  ^. 

Hais,  si  adz=^ca\  les  deux  formules  prennent  la  forme-;  et 
les  deux  équations  se  réduisent  à  une  seule  : 

C^te  équation  détermine  la  'ûaleur  de  x,  mais  ta  vcAeur  de  y  reste 
indéterminée.  Il  y  a  donc  ici  une  indétermination  partielle^  qui  se 

manifeste  par  la  forme-.  Qn  doit  remarquer  que  cette  forme  af- 
fecte les  denx  formules,  bien  que  la  valeur  de  x  soit  parfaite- 
ment déterminée. 

Cette  partie  de  la  discussion  comprend  te  cas  où  les  coeffi- 
cients des  deux  inconnues  sont  nuls  dans  une  même  équation, 
et  celui  où  les  coefficients  d'une  même  inconnue  sont  nuls 
dans  les  deux  équations.  Nous  n'avons  plus  à  examiner  que  le 
cas  suivant. 

281.  Cas  où,  en  même  ?emps  que  aV — 6a' =0,  le  coefti- 

CIENT  DE  X  DANS  L'UNE  DES  ÉQUATIONS  ET  CELUI  DE  ]/  DANS  L'AUTRE 

soi?T  ÉGAUX  k  ZÉRO.  Supposous  par  exemple  : 

oô'— 6a'  =  0,      a=0,      6'=0. 
lien  résulte,  que  ia'=0,  c'est-à-dire  que  le  second  coefficient 
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de  l'une  des  inconnues  est  nul  aussi.  Soit  b=0;  alors  les  for- 
mules deviennent  : 

0  — ca'  - 


0'  ^~     0' 

et  les  équations,  0=^,      a!x=(:f. 

Si  donc  ni  e  ni  a/  ne  sont  nuls,  la  première  équation  est  ab- 
surde; et  il  y  a  imposHMlUi,  laquelh  se  manifeste  par  les  formes 

simultanées  -  et  — . 

Sic  est  nul,  la  première  équation  est  identique  ;  la  seconde 
détermine  (v;  il  y  a  une  indétermination  partidlej  laquelle  se  ma- 
nifeste par  la  forme 't* 

Si  a'  est  nul,  il  y  a  impossibilité,  bien  q]ae  les  formules  se  pré- 
sentent toutes  deux  sous  la  forme  -• 

222.  Tableau  DE  la  discussion.  On  peut  résmner  la  discus- 
sion précédente  dans  le  tableau  suivant  : 

•    Hi       1.    ofr'— bo'^0  j«==--rT--7-;,  y— -rj^^^^r  une  solution  déterminée. 

cd  1 

c  <  lac'  — ca'^0,«= — - — ,y=  — - — ;  impossibilité. 

^\  n.    ov— to'=o  l  0  0 

c(f—  ea'=z  0,jf=  -,  y ~Â>  ii^déterminaiion. 

cf  ^  0,»= — —f  y  ^-—  ;  impossibilité. 

"'=<'<  <0  0 

c'  =  0,»=r,       V^Â»  indétenninalîon . 

o^— ea'^0,«=-,  y= —  ;  impossibilité. 

^<      ./_^      /  loc'— ca'  =  0,x=--,  y  =:-;indéterm*"^  partielle. 

^  l  1  /     •^        %.^  G  ca' 

I  ^  ^Oi<*'^0»*==i;»  y= — TTi  imi ossibilité. 

I b'=o i  ^  ~  ^»         •=  "7i  y  =/ï» ïûdctenn' •■partielle. 


o 


li         "'  a"'     0' 

(«'=0,        —5' ^=5'" 


^  ^.         '^«'=0,         •=:5,y=-.  impoMibilité. 

I     225.  Cas  où  c  et  c'  sont  nuls  a  la  fois.  En  dehors  des  cas 
que  nous  venons  d'étudier,  on  discute  encore  celui  où  les  termes 


{ 
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tout  connus,  c  et  (f,  sont  nuls  à  la  fois.  Les  formules  se  présen- 
tent sous  la  forme  : 

_      0  _       0 

Par  conséquent ,  si  ofr' — bcf  n*est  pas  nul,  on  a  :  x  =r  o,  y = 0. 

HaiSy  si  ab' — ba'  =  0,  les  formules  deviennent  :  a?  =  - ,  y = - . 

Pour  interpréter  ces  résultats,  remontons  encore  aux  équa* 
lions.  Elles  sont,  dans,  ce  cas  : 

ax'\'  by  =  0^ 
a'x+b'y=rO; 

et  elifis  peuvent  s'écrire  : 

b  b' 

b  b' 

DoDC,  sî  -  n'est  point  égal  à  —, ,  c'est-à-dire ,  si  (ab'  —  ba')  n'est  pas 
a  a 

nui,  ces  équations  n'ont  (Tautre  solution  que\=0,  y=o.  Mais 

si  - = ->,  (fest'à'dire^  si  ab'  —  ba'  =  0,  tes  detÂX  équations  rentrent 
a     a 

Tune  dans  F  autre;  il  y  a  indétermination,  laquelle  se  manifeste  par 
la  forme  ^.  Il  faut  remarquer  que,  dans  ce  dernier  cas,  le  rapport 
des  inconnues  est  déterminé;  car  on  a  : 

?=—*  =  —  - 
y  ô""     a'' 

S  m.  Discussion  sommaire  des  formules  générales  de  résolution 
d*un  système  de  trois  équations  à  trois  inconnues. 

SS4.  Formules  cÉiféRALfis.  Une  équation  du  premier  degré  à 
trois  inconnues  x^y^z^ne  peut  renfermer  que  quatre  espèces 
de  termes,  savoir  :  des  termes  en  x,  des  termes  en  y,  des  termes 
en  Xj  et  des  termes  tout  connus.  Le  système  des  trois  équations 
pourra  donc  toujours  se  ramener  à  la  forme  : 

ax-^-by  4-c«=*, 

a'x  +  b'y+<fz=kf,  l  [1] 

(^x+b''y+<fz=k:\ 
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Employons,  pour  le  résoudre,  la  méthode  de  Bezout  (IM); 
multiplions  la  première  équation  par  X,  la  deuxième  par  X',  et 
ajoutons  membre  à  membre  les  produits  et  la  troisième  : 

{ak+ark'+a'')x+{b\  +  VV  +  h')y+{ck  +  cr  +  cr)z 

z^kk  +  kr  +  k".  [î] 

Posons  ensuite  : 

d*où  nous  tirons  : 

cb'  —  bd  '  ^  cV-^bd  ' 

et,  substituons  ces  valeurs  dans  Téquation  [I],  nous  trouvons, 
tous  calculs  faits  : 

^—  ab'd'  —  adb"+ca!b"— 6aV'+  bda'—cb'cf' 

On  trouverait,  par  un  procédé  analogue,  les  valeurs  de  y  et 
de  z.  Mais  il  vaut  mieux  remarquer  que  si,  dans  la  preniière 
équation,  on  change  a;  en  y,  y  en  -ç  et  *  en  a,  puis  o  en  ft,  ô 
en  c  et  c  en  a,  cette  équation  devient  :  6y  +  ^*  +  ^=*i  ^'^^^" 
à  dire  qu'elle  ne  change  pas.  La  même  observation  s'applique 
aux  deux  autres.  Par  conséquent ,  on  aura  y  en  faisant  ces  per- 
mutations dans  la  formule  qui  donne  x,  et  Ton  aura  z  en  les 
opérant  ensuite  dans  la  valeur  de  y.  On  reconnaît  ainsi  que  le 
dénominateur  ne  change  pas,  et  Ton  trouve  le  système  de  solu- 
tions : 

_  kb'd'  -^  kdb"  +  ckV — bkV + bdW — cbV 

^  —  abV—adb''  +  ca'b"  —  baV  +  bda' — cb'tf  ' 
akV-^adk'+ca'k'^ka'd'+kdat'-^ckcf 
ab'd'—ac'b'+ca'b"—baV+bda''-'Cb'ar'  ^     ^^^ 
^  abV-^ak'b"+  ka'l/'-  ba'k"+  bkV—  kbV 

Ces  formules  ne  sont  légitimes  que  si  le  dénominateur  com- 
mun n'est  pas  nul.  On  vérifie  d'ailleurs  aisément  que,  dans  ce 
cas,  elles  satisfont  aux  équations  [1]. 

2fitt.  Règle  pour  composer  les  formules.  Pour  former  le  dé- 
nominateur commun,  on  considère  les  deux  permvXaliom  ab  et 
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ba;  on  place  dans  chacune  la  lettre  c  successivement,  à  aroile, 
au  miheu  et  à  gauche  ;  ce  qui  donne  : 

abc,  acbj  cabj    et    bac,  bca,  cba. 

Pais  on  affecte  la  seconde  lettre  d'un  accent,  et  la  troisième  de 
deuï  accents.  Enfin  on  donne  alternativement  les  signes  -f-  et  — 
aux  différents  termes.  On  a  ainsi  : 

D = ab'cf  —  acV + ca'b''  —  ba'c" + 6c  V — cb'aT 

On  peut  encore  former  le  dénominateur  commun  d'une  autre 
manière.  On  remarque,  en  effet,  qu'on  peut  récrire  : 

li^a{bV—c'b")  +  b{c'ar—a'(f')  +  c{aV'^b'ay, 

il  est  donc  la  somme  des  produits  que  Ton  obtient,  en  multi- 
pliant respectivement  les  coefficients  a,  6,  c  de  la  première  équa- 
tion par  les  différences  {b'cT  —  c'6"),  {c'ol' —  a!<r),  {aV—b'd').  On 
forme  d'ailleurs  ces  différences,  en  mulliplianl  en  croix  les  coef- 
ficients des  deux  autres  équations  qui  ne  correspondent  pas  à  la 
même  inconnue  que  celui  qu'on  a  choisi  dans  la  première.  Ainsi, 
les  coefficients  étant  disposés  comme  il  suit  : 

a',    b\    c\ 
a\    b\    d\ 

1        3 

on  prend  pour  multiplicateur  de  a,  (6'c''  —  cV),  x  ;  on  prend 

3         1 
2         1 

ensuite  pour  multiplicateur  de  6,  {c' a!*  ~~  a! d*) ,  X  ;  on  prend 

1        2 

1  2 

enfin  pour  multiplicateur  de  c,  {aV  —  6'a"),  x  .  On  doit.re- 

2  1 

marquer  avec  soin,  que  la  croix,  formée  par  les  lignes  qui  réuni- 
raient les  facteurs  que  l'on  multiplie,  doit  être  composée  alterna- 
tivement dans  des  sens  opposés,  comme  l'indiquent  les  figures. 
Lorsque  le  dénominateur  commun  est  formé,  on  oblient  le 
numérateur  de  chaque  inconnue,  en  remplaçant,  dans  ce  déno- 
minateur, le  coefficient  de  l'inconnue  par  le  terme  tout  connu 
de  l'équation  correspondante,  c'est-à-dire  en  substituant  kj  k'^  k'\ 
à  a,  a',  (f ,  s'il  s'agit  de  a?  ;  à  6,  b\  V\  s'il  s'agit  de  y,  et  à  c,  c',  c*', 
s'il  s'agit  de  2f. 

226.  Discussion.  Lorsque  D  n'est  pas  nul,  le  système  a  une 
solution  unique  et  déterminée,  fournie  par  les  formules  [3].  On 
Alg.  B.  I»«  Partie  11 
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n'a  donc  à  examiner  que  le  cas  où  D=0.  Or,  Téquation  [2],  ap- 
pliquée successivement  à  la  détermination  des  valeurs  de  x^ 
de  y  et  de  x,  donne  : 

Da?  =  m,    Dy  =  n,    Dz=p. 

Si  donc  D  =  0,  et  qu'une  au  moins  des  quantitis  m,  n,  p  ne  soU 
pas  nulle^  Fêquation  correspondante  est  impossible.  Le  système  est 

donc  impossible;  et  VimpossibUité  se  manifeste  par  la  forme  -rr-, 

qu* affecte  au  moins  Vune  des  inconnues. 

Si,  au  conlraire,  on  a  à  la  fois,  D  =  0,  m  =  0,  n:=0,  p  =  o> 
les  équations  sont  satisfaites,  quels  que  soient  x,  y,  z;  le  système 

est  indéterminé,  et  r indétermination  se  manifeste  par  la  forme  -, 
commune  aux  trois  inconnues. 

227.  Cas  où  les  seconds  membres  des  ÉQUAnoNs  [1]  sont  nuls. 
Examinons  enfin  le  cas  où  les  équations  proposées  ne  contien- 
nent aucun  terme  indépendant  des  inconnues  :  on  peut  les  con- 
sidéi'er  alors  comme  ayant  lieu  entre  les  rapports  des  incoonues  ; 
et  il  suffit,  pour  déterminer  ces  rapports,  d^avoir  une  équation 

de  moins  qu'il  n'y  a  d'inconnues.  En  effet,  si  nous  considérons 
les  deux  premières  équations  : 

ax  -\-by  -^-cz  =  0, 
a'x-\'b'y-{'C'z=0^ 

elles  peuvent  s'écrire  de  la  manière  suivante  : 


! 


a 

z 


^  I  i.y 


et  l'on  en  déduit  : 


Z         z. 

X c'b  —  Vc 

'z~ab'—ba'' 

y a'c — (fa 

z      ab' —  ba^' 


Si,  maintenant,  on  complète  le  système  par  la  troisième  équa* 
tion.  et  qu'on  y  substitue  à  a;  et  y  leurs  valeurs  en  z^  tirées  des 

X  y 
rapports  -,  -,  on  trouve  : 

z   z 
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Donc,  si  D  n'est  pas  nul^  il  faut  que  Von  ait  :  z  =  0  ;  e<  par  suite 
xr=  0,  y  =  0.  G*^est  la  solation  dans  ce  cas. 

5i  D  =  0,  la  dernière  équation  est  vérifiée ,  quel  que  soit  z\ 
elle  est  une  conséquence  des  deux  premières  \Uy  a  donc  indi- 

krmmaAion  ;  et  ceit»  inditerminatiofi  se  manifeste  par  la  forme  - 

que  présentent  les  formules  générales  ;  mais  les  rapports  des  inoai^ 
mes  restent  déterminés. 


S  lY.  DiacuttioA  du  problème  des  courcien. 

288.  Problème.  Nous  terminerons  ce  chapitre  par  la  réso- 
uiion  d*un  problème  dont  la  discussion  résumera  tout  ce  qui 
a  été  dit  plus  haut  ;  nous  y  trouTerons  une  application  remar- 
quable de  la  théorie  des  quantités  négatives,  el  nous  y  rencon- 
trerons aussi  les  différents  cas  d'impossibilité  et  d*indétermina* 
tioQ  dont  nous  avons  parlé. 

Deux  courriers  M  et  M' parcourent  une  droite  indéfinie  XX',  dans 
te  ^ens  XX',  avec  des  vitesses  v  et  V  ;  le  courrier  M  passe  en  un 
point  A  de  cette  ligne,  h  heures  avant  que  le  courrier  W  ne  passe 
en  un  autre  point  A'.  La  distance  A  A'  s=  d.  On  demande  le  point  de 
rtneontre  des  deux  courriers. 

ir  A  R'  A'  Il 

Le  point  de  rencontre  cherché  peut  être,  soit  en  R  à  droite 
de  A',  soit  en  R'  entre  A  et  A',  soit  en  R*'  à  gauche  de  A  ;  sa  posi- 
tion dépend  des  nombres  v,  v\dj  h.  Il  est  donc  indispensable 
de  distinguer  plusieurs  cas. 

220.  !•»  Cas.  On  suppose  y '^V,  et  d>vh.  Gomme  le  cour- 
rier M  parcourt  v  kilomètres  à  Theure,  il  parcourra  vh  kiIo«> 
mètres  en  h  heures  ;  par  suite ,  lorsque  M'  sera  en  A',  M  sera  à 
une  dislance  vh  du  point  A.  Ainsi  la  condition  d>vh  signifie 
nu*à  ce  moment,  H  ne  sera  pas  encore  arrivé  en  A';  il  sera  donc 
eu  arrière  de  M';  or  il  va  plus  vite  que  lui,  puisqu'on  a  t;>>t;'  ; 
donc  il  le  rejoindra  à  droite  de  A'. 

Gela  posé,  soit  R  le  point  de  rencontre  :  prenons  pour  in* 
connue  la  distance  A'R  z=z  x.  Le  courrier  M  parcourt  la  distance 
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d4-x 
AR  =  d+ic,  dans  un  temps  ;  le  courrier  M'  parcourt  la 

distance  A'R  =  a?,  dans  le  temps  ->•  Or,  d'après  Ténoncé, 

M  part  de  A,  h  heures  avant  le  moment  où  M^  part  de  A';  donc 
M  met  h  heures  de  plus  que  M' pour  parvenir  au  point  R.  Donc 
on  a  l'équation  : 

^+^-%=h.  [1] 

V  V 

En  résolvant  celte  équation  (on  a  soin  de  faire  passer  les  fermes 
inconnus'dans  le  second  membre,  pour  n'avoir  pas  à  considérer 
des  nombres  négatifs),  on  trouve  la  formule  : 

v'id—vh) 
x=— r^.  [a] 


230.  2«  Cas.  On  suppose  v<v',  d<vh.  Dans  ce  cas,  au  mo- 
ment où  le  courrier  M'  est  en  A',  le  courrier  M  a  dépassé  ce 
point,  puisque  Ton  a  vhy>d\  il  est  donc  alors  en  avant  de  M'; 
et  comme  il  va  moins  vite  que  M',  puisque  v<u',  il  sera  rejoint 
par  lui  à  droite  de  A'.  Le  point  de  rencontre  est  donc  dans  la 
même  région  A'X'  que  dans  le  cas  précédent.  L'équation  du  pro» 
blême  est  donc  la  même  [1].  Mais,  pour  éviter  l'emploi  des  nom- 
bres négatifs,  on  résoudra  cette  équation  en  faisant  passer  les 
termes  connus  dans  le  second  membre  ;  et  l'on  trouvera  : 


v'  —  V 


x=—. ^.  [p] 


231.  3*  Cas.  On  suppose  v>v',  d<  vh.  Dans  ce  cas,  le  cour- 
rier M,  au  moment  où  M'  est  en  A',  a  dépassé  ce  point,  puisque 
t;/i>d;  mais  il  va  plus  vite  que  M';  donc  la  rencontre  ne  peut 
pas  avoir  lieu  à  droite  de  A'.  On  comprend ,  d'ailleurs,  qu'elle  a 
dû  avoir  lieu  à  gauche,  avant  l'époque  considérée,  puisque  les 
vitesses  sont  inégales  et  la  route  indéfmie.  Mais  alors  deux  cas 
se  présentent  :  le  point  de  rencontre  est-il  en  R'  entre  A  et  A', 
ou  en  R"  à  gauche  de  A  ? 

Supposons-le  d'abord  en  R',  et  représentons  par  x  la  distance 
A'R'  :  la  distance  AR'  sera  égale  à  (d— x).  Pour  trouver,  dansée 
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cas,  réquation  du  problème,  on  peut  considérer  le  courrier  M 
comme  partant  du  point  A  à  un  certain  instant^  et  parcourant 

la  distance  AR' dans  un  temps ;  au  bout  de  ce  temps,  il 

rencontre  le  courrier  M',  qui,  partant  alors  de  R',  parcourt  la 

CD 

distance  R'A'  dans  un  nouveau  temps  -7.  Ainsi,  lorsque  ce  der- 
nier arrive  en  A',  il  s'est  écoulé  un  temps— ^^ — 1-—„ depuis 
que  M  est  parti  de  A  ;  et  l'équation  est  : 

d — X  .  X      .  -__ 
^ +  -,=■/«.                              [2] 

V  V 

Supposons  maintenant  le  point  de  rencontre  en  R''.  Désignons 
par  X  la  dislance  A'R"  ;  la  distance  AR"sera  {x — d).  On  peut  sup- 
poser ici  que  les  deux  courriers  parlent  ensemble  du  point  R"  ; 

le  conrrier  M  arrive  en  A  après  un  temps ,  et  le  courrier  M' 

parvient  en  A'  après  un  temps  -;•  Et  comme,  d'après  l'énoncé, 

M' a  employé  h  heures  de  plus  que  M,  l'équation  est  : 

X      x—^d 

n  —  - =  h.  [3] 

Or  on  voit  aisément  que  les  équations  [2]  et  [3],  quoique 
obtenues  par  des  raisonnements  différents ,  sont  identiques  ; 

d         X 

car ,  en  séparant  les  termes  -  et  - ,  elles  deviennent  toutes 

deux  : 

d     X  .  X      , 

h  -  =  A. 

Ainsi,  quand  le  point  de  rencontre  est  à  gauche  de  A',  sa  posi- 
tion, quelle  qu'elle  soit,  est  fournie  par  l'équation  [2j. 

Si  l'on  résout  cette  équation,  en  ayant  soin  de  laisser  les  termes 
inconnus  dans  le  premier  membre,  on  trouve  : 

v'{vh-à) 

X= p-.  M 

252.  4*  Cas.  On  suppose  v<v',  d>vh.  Dans  ce  cas,  le  cour- 
rier M  n'^st  pas  encore  en  A',  quand  le  courrier  M' s'y  trouve, 
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puisque  vh<d.  Ainsi  M  est  alors  ea.aiTiire  de  H'  ;  et  comme  il 
va  moias  vite  que  lui,  il  oe  le  rejoindra  pas  à  droite  de  A^  Mais, 
puisque  les  vitesses  sont  inégales,  la  rencontre  a  dû  avoir  lieu  à 
gauche.' L'équation  du  problème  est  donc  encore  l'équation  [2]. 
fieoleaient,  pour  la  résoudre,  on  fera  passer  les  termes  inconims 
dans  le  second  membre,  et  l'on  trouvera  la  formule  : 

233.  Discussion.  L'équation  [1]  et  les  formules  [a]  et  [p]  con- 
viennent aux  cas  où  le  point  de  rencontre  se  trouve  à  droite  du 
point  A'.  Or  les  deux  formules  [a]  et  [p]  ne  diffèrent  pas  Tune  de 
l'autre,  si  l'on  continue  à  admettre  les  conventions  (41)  ;  car 
leurs  numérateurs  sont  égaux  et  de  signes  contraires,  ainsi  que 
leurs  dénominateurs.  On  peut  donc  supprimer  la  formule  [p]  et 
ne  considérer,  pour  les  deux  premiers  cas,  que  la  formule  [a]. 

L'équation  [2]  et  les  formules  [y]  et  [o]  s'appliquent  aux  cas 
où  le  point  de  rencontre  est  à  gauche  du  point  A'.  Or  ces  deux 
formules  sont  aussi,idfintiques,  en  vertu  des . conventions  [41]. 
Donc  on  peut  se  contenter  de  la  formule  [y]  pour  les  deux  der- 
niers cas. 

D'un  autre  côté,  l'équation  [2]  ne  diffèfe  de  l'équation  [1]  que 
par  le  changement  du  signe  de  x\  et  les  formules  [a]  et  [7],  ayant 
des  dénominateurs  égaux,  et  des  numérateurs  égaux  et  de  signes 
contraires,  donnent  pour  rr,  en  vertu  des  conventions  (41),  des 
valeurs  égales  et  de  signes  contraires. 

Donc  V équation  [1]  et  la  formule  [a],  qui  la  résout^  s'applique- 
rcfnt  aux  quaXre  cas,  pourvu  que  Von  convienne  de  porter  à  gauche 
de  A!  la  langueur  mesurée  par  la  valeur  de  x ,  lorsque  ceUe-ci  sera 
négative, 

S34.  Cas  particuxjbrs.  Nous  .avons  supposé  jusqu'ici ,  que 
l'on  a  V  ^  v%  d  ^  vh.  Examinons  maintenant  les  cas  où  ces  inéiga- 
lités  se  ti*ansfarmefit  en  égalités. 

1»  Si  d = vh,  sans  que  y  soit  égal  à  V,  la  formule  [a]  donne  : 
x=0\  c'est-à-dire  que  la  distance  du  point  de  rencontre  au 
point  A'  est  nulle,  ou  que  les  deux  courriers  sont  ensemble  en  X\ 
On  voit,  à  priori^  qu'il  doit  en  être  ainsi  :  car,  puisque  vh=d, 
Jil  arrive  en  A'  en  même  temps  que  tt';  et,  puisque  les  vitesses 
sont  inégales,  ils  ne  sont  ensemble  qu'en  œ  point. 
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2*  5î  V  =  v'y  sans  que  d  soit  égal  à  yh,  la  formule  [a]  donne  : 

ar=         — i.  Cette  forme  est  (213)  le  symbole  de  Timpossibi- 

lité.  On  doit  donc  affirmer  que,  dans  ce  cas,  ks  courriers  ne  se 
rencontreront  jamais.  (Test  ce  dont  il  est  facile  de  se  convaincre 
à  priori;  car,  puisque  d  n'est  pas  égal  à  vA,  les  courriers  ne  sont 
pas  ensemble  au  point  A';  et,  puisqu'ils  ont  la  même  vitesse»  la 
ëislaiice  qui  les  sépare  est  toujours  la  même. 

3^Sîrona,àto/b«;v=v',  d=vh,  la  formule  [a]  donne:  a? =-. 

Cette  forme  est  ordinairement  le  symbole  de  l'indétermination. 
On  peut  donc  penser  que,  dans  ce  cas^  les  deux  courriers  sont  tou- 
jours ensemble.  Mais  il  faut  le  vérifier  à  priori,  et  cela  est  facile; 
car,  puisque  d=i  vh,  ils  sont  ensemble  au  point  A';  et,  puisque 
leur  vitesse  est  la  même,  ils  ne  se  sépareront  jamais. 

Ainsi,  mAme  dans  les  cas  particuliers  où  l'équation  e^  la  for- 
mule cessent  d'eiister,  on  peut  donner  aux  symboles  que  l'on 
rencontre.uae  interprétation  qui  fournit  la  solution  véritable. 

235.  Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  la  discussion  de  ce 
problème  ;  nous  en  avons  dit  assez  pour  indiquer  la  marche  h 
suivre.  Nous  engageons  le  lecteur  à  faire  d'autres  hypothèses  : 
par  exemple,  à  supposer  que  le  courrier  M' marche  de  X'vers  X, 
ou  que  le  courrier  H  passe  en  A,  h  heures  après  que  le  cour- 
lîertl'  est  passé  en  A'.  En  construisant  directement,  pour  cha- 
cune de  ces  hypdthèses,  Téquation  et  la  formule  qui  la.  résout, 
il  trouvera  toujours  que  l'équation  [1]  et  la  formule  [a]  sont  ap- 
plicables, pourvu  qnll  regarde  comme  négatives  les  grandeurs 
dont  il  aura  changé  le  sens. 

EXERCICES. 

I.  Quelle  relation  faut-U  supposer  entre  A,  B,  A',  B'^  pour  que  l'expression  i 

À*    ■_«/>  ^^  une  valeur  indépendante  de  «? 

A       B 
n  &ut  que  Ton  ait  :  7-,  =^,  ou  bien  B=0,  B'=0. 

n.  QueUes  relations  faut-il  supposer  entre  A,  B,  G,  A',  B',  C,  pour  que  rez« 

pression pp—^~^^^  y  ait  une  valeur  indépendante  à  la  fois  de  x  et  de  y 
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Il  faut  que  Ton  ait  ;  T'^w^C'' 

On  demande  encore,  si  l'expression  peut  être  indépendante  de  Xf  sans  1  être 
de  y.  Non. 

m.  Trouver  une  progression  par  différence,  dans  laquelle  il  existe  un  rapport 
constant  entre  la  somme  des  x  premiers  termes ,  et  la  somme  des  kx  termes  sui- 
vants; k  étant  donné,  et  x  pouvant  prendre  toutes  les  valeurs  entières. 

Il  y  a  une  infinité  de  progressions  qui  répondent  à  la  question.  Ce  sont  celles 
dont  la  raison  est  double  du  premier  terme. 

lY.  Discuter  les  formules  de  résolution  de  tiois  équations  à  trois  inconnues. 
On  distinguera  les  cas  suivants  : 

1**  Les  deux  premières  équations  peuvent  être  incompatibles,  quelle  que  soit 
la  troisième. 

On  trouvera,  pour  cela,  les  conditions  :  -7=^=  - ,  et  bl^—kh'^0. 

T*  Les  deux  premières  peuvent  être  incompatibles  avec  la  troisième. 
Il  faudra,  pour  cela,  que  le  dénominateur  commun  soit  nul,  et  que  le  Numé- 
rateur d'une  des  inconnues  ne  le  soit  pas. 
3**  Les  deux  premières  équations  peuvent  rentrer  Tune  dans  l'autre. 

n.         h         é*        k 

Il  faudra,  pour  cela,  que  l'on  ait  :  -y=rj=:-;=p. 

4*  La  troisième  peut  rentrer  dans  les  autres 

Il  faut,  pour  cela,  que  le  dénominateur  commun  soit  nul,  ainsi  que  le  numé- 
rateur d'une  des  inconnues. 

V.  Déterminer  les  conditions  nécessaires  e(  suffisantes,  pour  que  le  problème 
du  n"  190,  relatif  à  des  réservoirs  qui  sont  remplis  par  des  robinets  et  par  la 
pluie,  devienne  impossible  ou  indéterminé.  On  rendra  compte,  à  priori,  de  l'im- 
possibilité ou  de  rindctermination. 

Il       s 

On  trouve  que  la  condition  d'impossibilité  est  —  =  -,;  et  que  si,  en  outre,  on 

fv      s 

a  :  vtft'=ffst,  le  problème  est  indéterminé. 

VI.  Si  l'on  considère  les  équations  : 

}a'x  +  h'y  =  &^  l*J 

et  que  Ton  pose  :  j»=aj-fptt, 

on  obtient,  par  cette  substitution,  deux  équations  en  I  et  en  u.  On  propose  de  véri- 
fier, que  le  dénominateur  des  valeurs  de  I  et  de  u,  qu'on  en  déduit,  est  le  produit 
des  dénominateurs  que  l'on  trouve,  en  résolvant  les  équations  [1]  par  rapport 
à  ff  et  à  ]/,  et  les  équations  [2]  par  rapport  à  (  et  à  u. 
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VII.  H£me  question  pour  les  équations  : 

ax  +by  -^ex  =k  , 

c'a  +  l/y +€'*=*',  [1) 

ians  lesquelles  on  pose  :  { y = oe't  +  P'u  +  /v  ,  [2] 

Ces  deux  exercices  n'offrent  que  de  simples  vérifications  de  calcul. 


LIVRE  III. 

DES  ÉQUAHOXS  du  second  DEGllÉ. 


CHAPITRE    L 

DES  EQUATIONS  DU  SECOND  DEGllÉ  A  UNE  INCONNUE. 

256.  Forme  générale  d'une  équation  A  une  inconnue.  Une 
équation  à  une  inconnue  x  est  du  second  degré,  lorsque  ses 
deux  membres,  étant  entiers  en  x,  contiennent  le  carré  de  Tin- 
connue,  et  n'en  contiennent  pas  une  puissance  supérieure.  Cette 
équation  ne  peut  donc  renfermer  que  trois  sortes  de  termes  : 
savoir,  des  termes  qui  contiennent  le  carré  de  x,  des  termes  qui 
contiennent  sa  première  puissance,  et  des  termes  indépendants. 
Par  conséqu€fnt,  si  l'on  fait  passer  tons  les  termes  dans  le  pre- 
mier membre,  et  que  l'on  réunisse  en  un  seul  tous  les  termes 
en  a^,  en  un  seul  tous  les  termes  en  x,  et  en  un  seul  tous  les 
termes  connus,  l'équation  prend  la  forme  générale^ 

ew?'4-^a?-j-c=0; 

a,  6,  c  étant  des  nombres  donnés  qui  peuvent  être  positifs  ou 
négatifs.  Par  exemple,  l'équation, 

3a? — =8-4 — , 

5^9        ^3         15* 

se  transforme  successivement  en  les  équations  suivantes  : 

a?*     2a;*  .         .  26a;  2 

9       3  ^       ^  15  5        * 

6a;*  — 30a;*  + 135x+78a;— 360— 18=0, 

—  25a;*+2l3a?  — 378  =  0, 

25a;*— 213a;+ 378=0. 

Les  solutions  de  l'équation  du  second  degré  se  nomment  ses 

racines. 
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Le  coefficient  a  ne  peut  pas  être  nul  ;  car  Téfiialion  cesserait 
d'être  du  second  degré  ;  cftais  les  coefficients  beic  peuvent  être 
égaux  à  zéro.  L'équation  prend  aloi*^  l'une  des  formes  : 

On  dit,  dans  ce  cas,  qu'elle  est  incomplète. 

$  I.  Résolntion  de  réqaation  da  second  degrâ 

K57.  Cas  ou  l'équation  est  de  la  forme  aa7*+c==0.Lorsque 
l'équation  du  second  degré  se  présente  sous  la  forme, 

ûa?*+c=0,  [1] 

on  peut  la  considérer  comme  une  équation  du  premier  degré 
dont  l'inconnue  serait  rc*  ;  et  l'on  en  tire  : 

«•^ f. 

a 

c 
Si  donc  —  est  un  nombre  positif ,  ce  nombre  est  le  carré  de 

i» 

rinconnue.  La  valeur  de  x  est  'donc  la  racine  carrée  de ; 

a 

et,  comme  ceite  racine  (96)  a  deux  valeurs  égales  et  de  signes 

contraires,  on  a  deux  solutions  : 


-'=+V^.     ^=-\/-5-- 


m 


Si,  aucontraire, est  négatifs  il  n'y  a  pas  de  nombre  positif 

ou  négatif,  dont  ce  nombre  soit  le  carré  (96).  Véquation  [1]  n'a 
donc  pas  de  solution.  Cependant  on  dit  alors,  qu'elle  a  deux  racines 
imaginaires j  représentées  par  les  formules  [2]. 

258.  Cas  ou  l'équation  est  de  la  forbie  oc*  +  bx=  0.  Lors- 
que le  terme  indépendant  de  x  est  nul,  l'équation  se  présente 

sous  la  forme  : 

ax*+bx=0'j  [1] 

on  peut  alors  mettre  x  en  facteur,  et  écrire  : 

a?(aa?+6)=0. 

Or,  pour  qu'un  produit  de  deux  facteurs  soit  nul,  il  faut  et  il 
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suffit  que  l'un  des  deux  facteurs  soit  nul.  On  aura  donc  toutes 
les  solutions  de  Inéquation,  en  posant  : 

équations  du  premier  degré,  dont  les  solutions  sont  : 

a?'=0,      a?"=— -.  [2] 

Ainsi,  V équation  a  deux  racines^  dont  Pune  est  toujours  nulle, 

259.  RÉSOLUTION  DE  l'équation  COMPLÈTE.  Gousidérons  main- 
tenant l'équation  complète, 

ax^-\-bx+c=0.  [1] 

Pour  la  résoudre,  on  cherche  à  la  ramener  à  la  forme  [1]  du 
n""  237,  dans  laquelle  le  premier  membre  est  un  carré  contenant 
l'inconnue,  et  le  second  est  tout  connu.  A  cet  effet,  on  multiplie 
les  deux  membres  par  ka  (ce  qui  est  permis  (1 22),  puisque  a  n'est 
pas  nul)  ;  puis  on  fait  passer  kac  dans  le  second  membre,  et  l'on 
obtient  l'équation  équivalente  : 

kà^x^-\-ikabx=: — kac. 

On  reconnaît  alors  sans  peine,  que  le  premier  membre  se  com- 
pose des  deux  premiers  termes  du  carré  de  (2aa?+6),  et  qu'il 
ne  manque  que  b^  pour  compléter  ce  carré.  Si  donc  on  ajoute 
b*  aux  deux  membres,  l'équation  devient  : 

kà^x*'{-kabx-\'b^=b^-'  kaOf    ou    (2aa?4-6)"=  6" —  kac. 

Elle  a  ainsi  la  forme  cherchée  :  (6*— 4ac)  est  le  carré  de  (2ar-4-6). 
Si  donc  {b^-^kac)  est  positif,  la  valeur  de  (2aa?+6)  sera  la  racine 
carrée  de  ce  nombre;  et  comme  cette  racine  a  deux  valeurs 
égales  et  de  signes  contraires,  on  aura  indifféremment  : 


équations  du  premier  degré,  d'où  l'on  tirera  : 


^._— fe4'v6'-4ag,  —b—y/b^^kac 

2o  ""  2a  • 

Céquation  a  donc  deux  solutions.  On  indique,  en  général,  cette 
double  valeur,  en  écrivant  de  la  manière  suivante  : 


—  6±:v/6*  — 4ac 
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on sous-entend,  que 4V^^--4ac  représente  la  valeur  positive 
du  radical,  et  que —  v^6'—4a(?  représente  sa  valeur  négative. 

Si,  au  contraire^  la  quantité  (b* — 4ac)  est  négative^  ^b^  —  kac 
ne  représente,  d'après  nos  conventions,  aucun  nombre  positif 
ou  négatif;  et  Véquation  proposée  n^admct  aucune  solution.  Cepen- 
dant on  dit  alors,  qu*eUe  a  deuxracines  imaginaires,  représentées 
par  la  formule  [2]. 

Il  pourrait  arriver  que  (b* — 4ac)  fût  égal  à  zéro;  dans  ce  cas, 

les  deux  valeurs  de  v/^* — 4ac  se  réduisent  à  zéro;  Téquation  de- 
vient :  (2aa?+&)'  =  0,  et  les  racines  deviennent,  l'une  et  l'autre  : 

x  = — —.Véquation  n* admet  donc  qu'une  solution.  On  dit  ce- 

pendant  encore,  qu'e//e  a  deux  racines,  mais  qu* elles  sont  égales. 

ÎÉ40.  Une  équation  du  deuxième  degré  a  toujours  deux 
RACINES.  Kn  résumé,  on  voit  qu'une  équation  du  second  degré 
admet  quelquefois  deux  solutions,  quelquefois  une  seule;  et 
quelquefois  enfin,  elle  n'en  admet  aucune.  On  dit  cependant, 
qu'elle  en  admet  toujours  deux,  qui  peuvent  être  réelles  et  dif- 
férentes, réelles  et  égales,  ou  imaginaires.  Il  peut  sembler 
puéril,  au  premier  abord,  de  choisir  ainsi  une  forme  détournée, 
pour  affirmer,  dans  tous  les  cas,  Texistence  de  deux  racines,  qui 
n'en  existent  pas  pour  cela  davantage.  Ces  locutions  et  l'intro- 
ductlon  dans  les  calculs  des  nombres  imaginaires  sont  cependant 
une  conséquence  de  Tesprit  de  généralisation  qui  règne  enal* 
gèbre.  Il  serait  impossible,  en  effet,  d'opérer  sur  des  expres- 
sions latérales,  si  la  forme  des  résultats  changeait  avec  la  valeur 
numérique  deslettres.il  faudrait,  à  chaque  instant,  diviser  et 
subdiviser  les  questions,  pour  obtenir  les  formules  correspon- 
dantes à  telle  ou  telle  hypothèse.  L'adoption  des  nombres  néga- 
tifs et  imaginaires  a  pour  but  d'éviter  cet  inconvénient.  Dans 
une  question  particulière,  l'introduction  de  ces  nombres  n'au- 
rait aucune  utilité;  mais  dans  l'élude  générale  d'une  classe  de 
questions,  ils  permettent  d'exprimer  et  de  démontrer,  en  une 
fois,  des  règles  et  des  résultats  qui  exigeraient,  sans  cela,  des  dé- 
monstrations et  des  formules  distinctes. 

24i.  DÉFINITION  DE  l'expression  IMAGINAIRE.  On  désigne,  OU 
général,  sous  le  nom  à' expression  imaginaire,  la  racine  carrée 
tl'uu  nombre  négatif.  Il  ne  faut  attacher  à  cette  locution  aucune 
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idée  relative  à  la  mesure  des  grandeurs.  Une  expression  imagi- 
naire, semblable  en  cela  à  un  nombre  négatif,  ne  représente 
aucune  grandeur.  Mais»  de  même  que  les  opérations  faites  sur 
les  nombres  négatifs,  les  opérations  relatives  aux  expressions 
imaginaires  reçoiveniconventionnellement  un  sens,  et  devien- 
nent un  moyen  précieux  de  généralisalion. 

La  première  de  ces  conventions  consiste ^  en  ce  que  le  carré  de  F  ex- 
pression^— A  est — A. 

Pour  définir  les  autres  opérations, on cormenid^appliquer  auxex- 
pressions  imaginaires  toutes  les  règles  démontrées  généralement  poxjw 
les  qttantités  réelles,  (On  donne  le  nom  de  réels  aux  nombres  po- 
sitifs et  négatifs). 

242.  Forme  des  racines  imaginaires  de  l*équation  du  se-' 
co^D  DEGR1Î.  Les  racines  imaginaires  de  l'équation  du  second 
degré  sont,  d'après  ce  qui  précède,  des  expressions  de  la  forme 

A  -f  v^ — B,B  représentant  un  nombre  positif.  Si  Ton  désigne 
par  5  la  racine  carrée  de  ce  nombre,  de  telle  sorte  que  Ton  ait, 
B=i=2;^,  Texpression  imaginaire,  qui  représente  la  racine,  de- 
vient A + V— ^*>  ou  A  +  v/6*x( — 1).  Puisque  Ton  convient 
d'appiiquerauac  opérations  relatives  aux  expressions  imaginai^ 
res  toutes  les  règles  démontrées  généralement  pour  les  nombres 
réels,  on  fera  sortir  le  facteur  6*  hors  du  radical,  comme  s'il 
s'agissait  de  la  racine  carrée  d'un  produit  positif;  et  Ton  écrira 
l'expressioDi  aiosi  : 

D*après  cela,  y^—  1  sera  le  seul  facteur  imaginaire,  qui  entrera 
dans  une  expression  imaginaire.  On  le  déOnira,  en  disant  qu'il  a 
pour  carré — I. 

En  général,  comme  nous  Tavons  dit,  les  règles  démontrées 
pour  les  nombres  réels  serviront  de  définition,  dans  ce  cas  nou- 
veau,, aux  opérations  qui,  sans  cela,  n'auraient  aucun  sens. 

243.  Règle.  La  formule  [2]  fournit,  dans  tous  les  cas,  les  ra- 
cines de  l'équation  [1].  Elle  montre  que,pour  les  obtenir,  onprend 
le  coefficient  de  x,  après  avoir  changé  son  signe;  on  lui  ajoute  et 
Von  en  retranche  séparément  la  racine  carrée  du  nombre  formée  en 
soustrayant  du  carré  de  ce  coefficient  le  quadruple  produit  du  coef- 
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fickra  de  x*  par  le  terme  indépendant;  puis  ondimse  le  résuUatparle 
daubU  du  coefficient  de  x*. 

244.  Simplification.  Il  arrive  quelquefois,  que  celle  formule 
et  la  règle  qu'elle  exprime  se  simplifient  légèrement. 

!•  Souvent  le  coefficient  de  a?*  est  égal  à  l'unité  ;  on  peut  tou- 
jours, d'ailleurs,  amener  celle  circonstance,  en  divisant  les  deux 
membres  par  a.  L'équation  prend  alors  la  forme  : 

ai'+px+q=0.  [3] 

Oo  pettt  réaoudre  directement  cette  équation,  en  faisant  passer  q 

dans  le  second  membre^  puis  en  ajoutanl^auideux  membres, 

et  en  extrayant  les  racines  des  résultats,  comme  on  l'a  fait  au 
n""  239.  Mais  il  est  plus  simple  de  déduire  la  nouvelle  formule 
de  la  formule  [2],  en  y  faisant  a=l,  b=p,  c=:ç;  elle  devient  : 


OU,  en  effectuant  la  division  du  radical  par  2, 

Il  faut  savoir  par  cœur  la  formule,  sous  cette  dernière  forme, 
et  l'employer  toutes  les  fois  que  a=l.  Elle  montre  que,  pour 
résoudre  réqxmtion  [3],  il  faut  prendre  la  moitié  du  coefficient  de  x 
changé  de  signe,  puis  ajouter  et  retrancher  successivement  la  racine 
carrée  du  nombre  qu^on  obtient  en  soustrayant  du  carré  de  cette 
moitié  k  terme  tout  connu. 

2*  Il  peut  arriver  que  le  coefficient  b  iex  soit  pair.  Si  l'on  met 
lcfacteur.2  en  évidence,  en  posante  =  2/?,  l'équation  [1]  prend 
la  forme  : 

ax^-\'2kx-\-c  =  0.  [5] 

On  pourrait  encore  résoudre  directement  cette  équation  par 
la  méthode  (S59).  Toutefois  on  multiplieratt  seulement  les 
deux  membres  par  a,  el  l'on  formerait  dans  le  premier  le  carré 
ieiax-^-k).  Mais  il  est  plus  simple  de  faire  l'hypothèse  &=  2^ 
dans  la  formule  [2]  ;  elle  devient  : 


—^k±\/kk'^—kac 
X=z ; 

2a 
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ou,  en  divisant  les  deux  termes  par  2, 

^^-u^sHEbi,  tel 

Ainsi,  pour  trouver  les  racines  dans  ce  cas^  il  faut  prendre  la 
moitié  du  coefficient  de  x  changé  de  signe^  ajouter  et  retrancher  la 
racine  carrée  du  nombre  qu'on  obtient  en  retranchant  du  carré  de 
cette  moitié  le  produit  du  coefficient  de  x^par  le  terme  indépendant^ 
et  diviser  le  résultat  par  le  coeffi/)ient  de  x^  II  ne  faut  jamais  se 
dispenser  de  faire  cette  simplification,  quand  elle  se  présente. 

245.  Appucations.  V  Soit  l'équation  :  «» — 7» +  10=0; 
on  aura  : 

f*^""2     2"-*- 
2"  Soit  l'équation  :  3x»  + 14a;— 440=0; 
on  trouve  : 

_  — 7±v/49  +  3.440_— 7dbv/l369_— 7±37 
*"■  3  ""         3  ""       3       • 

^- 3 =^^' 

^_  — 7  — 37_      44 
3  3 

3*  Soit  léquation ;  7x*  —  1 3x  +  3  =  0 ; 

on  a: 

14      ' 
^     13-V/85 
14      ' 

4»  Soit  l'équation  :  «* — 6x  +  9  =  0  ; 

on  a  (racines égales)  :«  =  3±v9  —  9  =  3;  )    „__V 

5"  Soit  l'équation  :  2x'  — 11» +  20  =  0; 
on  a  (racines  imaginaires)  : 

^_ll±V^r21— 4.2.20_lldz>/^Il39^   \  4      ' 

4  ~         4  '  )_,      11  — n/39V^— 1 

(^-  4  • 

6*  Soit  réquation  littérale  :  î±^+£±|="  +  5. 

x—a     x—b     b^  a 
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Oa  chaste  d'abord  les  dénominateurs  ;  puis  on  transpose,  et  Ton  réduit  les 
tennes  semUables  ;  et  Ton  trouTO  : 

(a— 6)»x»— (a^+è>)  (a+b)»+ab(a+&)«=0.' 


^  ,^           (a»-hb»)(a4-&)±\^(fl^+&^Mo4-fr)^-4od(a-fb)Mo— 5)*| 
D«^-  •= l(a-.d)» ' 

S  n.  Discussion  des  formules. 

846.  Cas  où  les  racines  sont  réelles  et  inégales.  On  a  tu 
qae,  lorsque  (V—kac)  est  positif,  l'équation  [1]  a  deux  racines 
réelles  et  différentes  : 


—  h  —  s/b'^—kac             -     —h^-s/h^—knc 
ar=r ,        rr= 

On  peut  admettre  que  a  est  positif;  car  s'il  ne  Tétait  pas,  on 
changerait  les  signes  de  tous  les  termes,  et  on  le  rendrait  ainsi 
plus  grand  que  zéro.  Le  dénominateur  des  deux  racines  est 
donc  positif;  et  ces  racines  ont  le  signe  de  leur  numérateur. 

Or  c  peut  être  positif,  nul  ou  négatif.  5t  c  est  positif ,  (6*^4ac) 

est  plus  petit  que  b';  et  par  suite  ^V—kac  est  plus  petit  que  la 
râleur  absolue  de  b  :  donc  c'est  le  terme  —  h  qui  donne  son 
signe  aux  numérateurs  :  donc,  dans  ce  cas,  ks  deux  racines  ont 
le  mime  signe,  qui  est  celui  de  —  b.  Sic  est  négatifs  (6* — kac)  est 
plus  grand  que  6*;  le  radical  est  donc  plus  grand  que  la  valeur 
absolue  de  la  quantité  qui  le  précède,  et  il  donne  son  signe  aux 
numérateurs  :  les  deux  racines  sont  donc  de  signes  contraires;  et 
la  plus  grande,  en  valeur  absolue,  est  â/,  si  b  est  positif,  et  â^,  si 

b  est  négatif.  Dans  le  cas  particulier  où  c=0,  ^b*^kac  est  égal 
à  la  valeur  absolue  de  b  :  par  suite,  â/= — ,  et  af^=  0,  si  h  est 

positif;  af=z0^af=- ^  si  h  est  négatif. 

a 

247.  Cas  où  les  racines  sont  réelles  et  éoales.  Lorsque 
(b*— 4ac)=0,on  sait  que  les  deux  racines  sont  égales,  l'une  et 

l'autre,  *  —  s-  •  ^^  ont  donc  im  signe  contraire  à  celui  de  b. 

Alo.  b.  1^  Partis.  13 
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On  peut  remarquer  qae,  dans  ce  cas,  l'équation  générale  [1] 
peut  s'écrire  : 

aa?'+6x  +  -  =  0,        ou        ^[^+2a)  =^' 
Son  premier  membre  est  un  carré  parfait,  multiplié  par  a. 

248.  Cas  où  LES  RACINES SONTIMAGINAIRES.  Lorsque  (ï)* — 4ac} 
est  négatifs  on  sait  que  les  racines  sont  imaginaires;  et»  en  po- 
sant, — ô"=*>  ®^^^ ~P'  elles  deviennent  : 

Le  premier  membre  de  Féquation  peut,  dans  ce  cas,  se  mettre 
sous  une  forme  particulière,  très-utile  à  connaître.  En  eflet,  on 
a  évidemment  : 

Or  les  trais  premiers  termes,  dans  la  parenthèse,  composent  le 
carré  de  (x+—);  et  les  deux  derniers  se  réduisent  à  ^f""-. 
Donc  l'équation  peut  s'écrire  : 


Mais  — 7-^—  est  un  nonJsre  positif,  que  l'on  peut  regarder 
comme  le  carré  de  sa  racine  carrée.  Donc  on  peut  écrire 

•.iKè)'+('^)>»- 

Ainsi  le  premier  membre  est  le  produit  par  jàdela  somme  des  carrés 
de  deux  expressions  réelles. 

Cette  forme  montre  bien  pourquoi  l'équation,  dans  ce  cas, 
n'admet  aucune  solution  :  car  il  n'est  pas  de  nombre  positif  ou 
négatif,  qui,  substitué  à  x  dans  le  premier  membre,  puisse  l'an- 
nuler. 

249.  Tableau  DE  la  discussion.  La  discussion  précédente  est 
résumée  dans  le  tableau  suivant  : 
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Î^  r6<0,  deux  racines  posiUreSy 
(  6  >  Oy  deux  racines  négatives. 
c=0  (une  racine  nulle,  une  racines: • 
c<0  {deux  racines  de  signes  différents. 

Ô»— 4ac=0.      / 

)  ,      „         h       (le  premier  membre  est 
îradnesPéeUeset  a?=a;'=-^:    |    un  carré  parfait. 

égales.  \ 

6* —  kac <;o.  jic'=a— p y^^ ^  ( le  premier  membre  est 
2  rac.  imaginaires.  |  a^=  « + P^^  '    I     ^^  somme  de  2  carrés. 

280.  Remarque,  l""  Lorsque  a  et  c  sont  de  signes  différents» 
les  racines  sont  toujours  réelles  :  car  (d' — kac)  est  alors  une 
somme,  toujours  positive. 

2^  Pour  que  les  racines  soient  égales  et  de  signes  contraires, 
il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait  :  6=0.  En  effet,  si  a  et  —a  sont 
les  deux  racines,  on  doit  avoir  à  la  fois  : 


I 


d*où  l'on  tire  par  soustraction  : 

26a  =  0, 

00  f  puisque  a  n*est  pas  nul , 

6  =  0. 

La  condition ,  d'ailleurs,  est  évidemment  suffisante. 

$  in.  I^priétés  des  racines. 

Mi.  Théoréhr  L  La  somme  des  ractnes  de  NqucUion  du  second 
degré  est  égale  au  quotient^  changé  de  signe^  du  eoeffieient  de  x  divisé 
par  le  coefficient  de  x*. 

En  effet,  si  Ton  additionne  les  formules  [2]  du  n^"  S59,  on  a  : 

x'+,af=  —  -.  [1] 

'a 

882.  Théorème  IL  Le  produit  des  racines  est  égal  au  quotient 
du  Urme  vonnu,  dwisé  par  le  coefficient  de  x^. 
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En  effet,  muitipliant  les  formules  [2]  rone  par  l'antre,  on  a  : 

ou  a^rc^=î-  [2] 

a 

8S5.  Remarque.  Ces  deux  théorèmes  peuvent  se  démontrer 
h  priori.  Car,  dire  que  af  etaf  sont  les  racines  de  Téquation 

c'est  dire  qu'on  a  les  identités  : 

raa?'*+6a?'  +  c  =  0, 

or,  on  en  tire  par  soustraction  : 

et,  en  divisant  par  (a/ — a^), . 

a{a/+af)  +  b  =  0; 

donc:  aZ+a^'^ss— -.  [i] 

Si  Ton  remplace  b  par  ~'a{ccf-\'af)  dans  la  première  des  iden- 
tités précédentes,  il  vient  : 

oa/»— a(a/4-^a?'+c  =  0  ; 

d'où  afof='.  [2] 

a 

Ces  deux  propositions  sont  fort  importantes;  leurs  applica- 
tions sont  nombreuses.  Nous  en  indiquerons  quelques-unes. 

254.  D&OMPOsmoN  du  premier  membre  de  l'équatioh  du 
SECOND  degré  en  FACTEURS  DU  PREMIER  DEGRÉ.  Si  â^  et  as^  dési- 
gnent les  racines  de  Téquation 

aa^+bx  +  c  =  0,  [l] 

on  a  (285)  : 

Si  Ton  divise  les  deux  membres  de  l'équation  [1]  par  a,  et  que 
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b     e 
Ton  remplace  -  et  -  par  les  yaleurs  précédentes,  son  premier 

membre  décent  : 

ou,  comme  il  est  facile  de  le  vérifier, 

(a?  — rc')(ap— a?*). 

Ainsi,  k  premier  membre  cTune  équation  du  second  degri^  mite  tous 
la  forme 

*  a     ^  a 

est  le  prodvU  de  deux  binômes  du  premier  degri^  igatub  à  ïexcèt 
dexswr  chacune  des  racines. 
Si  rèqoation  proposée  est  de  la  forme  : 

(M;*+6ap+c  =  0, 

c*est  senlement  après  l'avoir  divisée  par  a,  que  l'on  peut  lui  ap- 
pliquer le  résultat  précédent;  et,  par  suite,  avant  cette  division, 
k  premier  membre  est  égal  à 

a{x  —  af){x  —  (d^. 

SStt.  DÉcoMPOsmoN  d'un  trinôme  du  second  de6rj£  en  fac- 
teurs DU  PREMIER  DEGRÂ.  Lc  théorème  qui  précède  s'applique 
inuDédiatement  à  la  décomposition  du  trinôme  du  second  degré: 
mais  il  peut  se  démontrer  directement  d'une  autre  manière. 

Considérons,  en  effet ,  le  trinôme 

00  a  identiquement  : 

or,  on  peut  remplacer  (-  —  —A  par  l'expression  identiquement 
égale, 

et,  par  cette  substitution,  l'expression  [1]  devient  le  produit  de 
fl  par  la  différence  de  deux  carrés,  savoir  : 


[hk)'-W^[ 
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Or,  on  sait  que  la  différence  de  deux  carrés  est  égale  au  .produit 
de  là  somme  des  racines  par  leur  différence;  et,  par  suite, 
Texpression  précédente,  équivalente  k  ax^-{-bx+c^  peut  s'é- 
crire : 

ou ,  ce  qui  revient  au  même, 

et  Voa  reconnaît  l'expression  trouvée  plus  haut', 

a{x — af){x  —  ar). 

Cette  formule,  quelle  que  soit  la  manière  dont  on  l'établisse, 
s'applique  évidemment  an  cas  où  x^  et  cf  sont  imaginaires 
(241);  mais,  dans  ce  cas,  les  deux  facteurs  (a? — a?^,  {x-^af)y 
n'ont  aucune  valeur  arithmétique,  et  nous  n'aurons  pas  occae- 
sion  d'en  faire  usage. 

On  nomij^e  ordinairement  racines  d*un  trinoriM  aa?'+^^  +  ^» 
les  nombres  qui,  substitués  à  a;,  le  réduisent  à  zéro,  c'est-à-dire 
les  racines  de  l'équation 

Par  conséquent,  pour  décomposer  le  trinôme  en  facteurs  du  pre- 
mier degréj  on  détermine  ses  racines^  on  retranche  chacune  d'elles 
de  X,  et  l'on  multiplie  par  a  le  produit  des  différences. 

256.  PROBLÈBiE.  Les  propriétés  du  n"*  253  fournissent  immé- 
diatement l'équation  du  second  degré,  qui  permet  de  résoudre 
le  problème  suivant:  Trouver  deux  nombres j  connaissant  leur 
somme  et  leur  produit. 

Soient,  en  effet,  S  la  somme  de  deux  nombres,  et  P  leur  pro- 
duit ;  ces  deux  nombres  sont  les  racines  de  l'équation 

a;*  — Src  +  P  =  0; 

car  la  somme  de  ces  racines  est  S,,  et  leur  produit  est  P. 

Il  ost  facile,  d^ailleurs,  de  donner  àTéquation  une  forme  qui 

montre,  à  priorij  la  raison  de  ce  fait  ;  on  peut,  en  effet,  l'écrire 

ainsi 

P=:Sa?  — 0?%    ou    P=a?(S  — a?); 
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et  Ton  voit  que,  résoudre  cette  équation,  c*est  trouver  deux 
nombres  x  et  S— rr,  dont  le  produit  soit  P,  et  dont  la  soDOone 
flj+S— a?  soit  égale  à  S. 

SUS7.  DâTKKHnrATKrf,  a  priori,  des  siones  des  racines.  Les 
relations,  qui  donnent  la  somme  et  le  produit  des  deux  racines 
(2o5),  permettent  de  déterminer  leurs  signes,  sans  résoudre 
Téquation. 

.  On  voit,  en  effet,  d*après  le  signe  de  leur  p^duit  -,  si  les 

Cv 

racines  sont  de  même  signe  ou  de  signes  contraires.  Dans  le 

premier  cas,  le  signe  de  la  somme apprendra  si  elles 

sont  toutes  deux  positives,  ou  toutes  deux  négatives.  Dans  le 
second  cas,  Tune  est  positive  et  Tautre  négative  ;  et  le  signe 

de fait  connaître  le  signe  de  celle  dont  la  valeur  absolue 

est  la  plus  grande.  Ainsi  les  racines  de  Téqnation 

0?*— 3a?— 4=0 

sont  de  signes  contraires,  car  leur  produit  est  —  4;  et  la  plus 
grande  est  positive,  car  leur  somme  est  positive  et  égale  à  3. 

SS8.  Remarque.  Avant  d^ appliquer  les  règles  précédentes,  il  faut 

Rassurer  que  les  racines  sont  réelles.  Si  l'on  considère,  par  exem-*- 

pie,  réquation 

a?*— 3a?+l0=0, 

on  serait  conduit  (255)  à  regarder  les  racines  comme  toutes 
deux  positives;  car  leur  produit  10  est  positif,  ainsi  que  leur 
somme  3.  Mais  Texpressien  {b^^kac)  étant  ici  égale  à  —  31,  les 
racines  sont  imaginaires^ 

289.  Problème.  Le  théorème  de  l'article  288,  dont  on  fait, 
du  reste,  un  usage  continuel  en  analyse,  permet  de  résoudre 
immédiatement  la  question  suivante  :  former  une  équation  du 
second  degré,  dont  les  racines  sefient  des  nofn(>res  donnés  a  et  p. 
L'équation  demandée  est  évidemment  : 

(ar— a)(a?— p)  =  0,      ou      a?*— (a+p)a?+ap=0; 

et  Ton  aperçoit  d'ailleurs,  à  priori,  que  le  premier  membre 
(a;— a)  (a? — p)  s'annule  pour  «=a  et  pour  xssp.Oa  voit  aussi 
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que  le  coefficient  de  x  est  égal  à  la  somme  des  racines,  prises  en 
signe  contraire,  et  que  le  terme  tout  connu  est  égal  au*  produit 
des  racines. 

Exemples  ;  1*  Quelle  est  riquation  du  second  degré,  doni  les  racines  sont  : 

La  somme  2  +  ^M-  2  —  v/3'=4, 

etleproduit  <2  +  v^)  (2— V^)  =  4— 3=1; 

Péquation  demaDdée  est,  par  conséquent,  «>— 4s  + 1  =0. 
3*  L'équation  du  second  degré,  dont  les, racines  sont  {a+b)  et  (a— d),  est  : 

»* — 2(M5 + o* — 6* =0. 

S  IV.  Examen  d'un  cas  particulier  remarquable. 

fiOO.  Cas  ou  a=0.  Lorsque,  dans  l'équation  aa?*+*^+«=0, 
on  suppose  que  a  prend  la  valeur  zéro,  les  formules 


^  2a  '  2a  » 

deviennent  : 

af^ ô 1       ^- ô » 

c'est-à-dire,  si  b  est  positif. 


et,  si  b  est  négatif. 


0'  0 

Ainsi  Tune  des  racines  se  présente  sous  la  forme  indéterminée, 
et  l'autre  sous  la  forme  infinie.  D'un  autre  côté,  l'équation  pro- 
posée devient  : 

elle  est  alors  du  premier  degré,  et  elle  n'admet  qu'une  solu- 
tion: 

c 

Les  formules  générales  semblent  donc,  dans  ce  cas,  en  défaut. 
Remarquons  d'abord  que,  si  réellement  il  en  était  ainsi.  U 
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n'en  faudrait  rien  conclure  contre  les  raisonnements  qui  y  ont 
conduit;  car  ces  raisonnements  supposent  expressément  (258), 
que  a  ne  soit  pas  nul. 

Cependant  les  valeurs  de  ^  et  de  âf  satisfaisant  à  l'équation 
proposée,  quel  que  soit  a,  lorsque  a  tend  vers  zéro.  Tune  d'elles 
doit  approcher  de  la  solution  de  l'équation 

Et  c'est  é^demment,  comme  nous  allons  le  Térifier,  celle  qui 
se  présente  sous  la  forme  -t.  Gonsidéronsi  en  effet,  pour  fixer 
les  idées,  le  cas  où  b  est  positif.  On  a  : 


— 6+v^^  —  4ac 

MuItipUons  les  deux  termes  de  cette  fraction  par  l'expression 

— 6—^^— 400,  qui  ne  deyient  pas  nulle  pour  a=0;  nous 
aurons  : 

,_  (—6+  \/y— 4ac)  (— 6— v/6«— 4ac), 

2a(— 6—1^6*— 4a(;) 

en  effectuant  la  multiplication  indiquée  au  numérateur,  où  l'on 
remarque  que  Ton  a  le  produit  de  la  somme  de  deux  nombres 

( — fr+V^ — kac)  par  leur  différence  ( — h—y/t^^kac)^  il  vient: 

6* — 6*  +  4flc  kac 


af= 


2a(— 6— V'ft*— 4ac)  .    2a(-— 6— v^6*— 4ac) 
2e 


—b—^V—kac^ 

et,  sous  cette  forme,  il  est  évident  que,  a  tendant  vers  zéro,  af 

s'approche  de  la  valeur  "^  51  ou— y 

Quant  à  la  valeur  de  af^  elle  augmente  évidemment  sans 
limite  quand  a  diminue,  puisque  le  numérateur  tend  vers  -—  26, 
tandis  que  le  dénominateur  tend  vers  zéro. 

S  V.  Résolution  de  Téquation  aa^  +  to4-  c  s  0,  quand  a  est  très-petit 

S6I.  GRAifDEUR  DES  RAQNES.  Ln'sque  a  est  très-petit^  par  rap* 
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port  àhet  à  c,  Vuns  des  racines  diffère  peu  de  —  z^  et  FaiUre  est 

extrêmement  grande.  Cette  proposition  résoite  évidemmoit  de 

ce  que,  lorsque  a  tend  vers  zéro,  Tune  tend  vers— r,  et    1  autre 

croit  indéfiniment  (200). 

On  peut  s'en  convaincre,  en  mettant  l'équation  proposée 
sous  la  forme 


l('+3=-«- 


En  effet,  comme  le  second  membre  est  très-petit,  on  satisfera 
à  cette  équation,  en  donnant  à  x  une  valeur  convenable,  qui  ren- 
dra très-petit  l'un  des  facteurs  du  premier,  sans  rendre  l'autre 
très-grand.  Pour  cela,  il  sufQra  de  choisir  pour  x  une  valeur 

très-grande  ;  car  alors  le  facteur  -  sera  très-petit,  et  le  facteur 
(b  -f-  ^  ]  différera  peu  de  6  ;  ou  bien,  on  prendra  pour  x  une  va^ 

leur  voisine  de  —  -  ;  car  cette  valeur  rendra  très-petît  le  second 

facteur,  tandis  que  le  premier  différera  peu  de  —  •• 

2G2.    DéSAYANTAGE   DES  FORMULES    ORDINAIRES.    Là    formule 

générale,  qui  donne  les  racines  de  l'équation  ax*+bx-{-c  =  Of 

se  prête  mal  aux  calculs  numériques,  lorsque  le  coefficient  a 
a  une  valeur  très-petite  par  rapport  à  celles  de  b  et  de  c.  On 
comprend,  en  effet,  qu'après  avoir  calculé  approximativement 

^b^^kacy  si  l'on  divise  le  résultat  par  2a,  on  divisera  en  même 
temps  l'erreur,  qui  se  trouvera  par  là  considérablement  aug- 
mentée. Il  est  donc  convenable  de  modifier,  dans  ce  cas»  la  for* 
mule  qui  donne  les  racines. 

263.  Calcul  de  la  plus  petits  racine.  Nous  nous  occupe- 
rons seulement  de  la  racine  qui  diffère  peu  de  ^  |*  L'autre  se 


DES  ÉQUATIONS  DU  SECOND  DEGRÉ.         187 

tromen.  ensaile  sans  peine,  puisque  la  somme  des  deux  est 
connue  et  égale  à . 

De  l'équation  aa?  +  ^^+  « = 0, 

on  déduit:  ^~""Â T*  ^^^ 

Or  a  est,  par  hypothèse,  très-petit  ;  a?  et  6  ne  sont  ni  très-grands 
ni  très-petits  ;  donc  la  valeur  de  -r-  est  elle-même  très-petite  ; 

et  nous  pouvons  la  négliger,  et  écrire,  comme  première  appro^ 
xinuUUm: 


x,=-L  [2] 


ax 


tiir 

L'erreur  commise,  en  adoptant  celte  valeur,  est  -j-  ;   elle  con- 
tient en  facteur  la  première  puissance  de  a;  et  l'on  dit,  pour 
cette  raison,  qu'elle  est  petite  du  premier  ordre. 
Si  nous  désignons  par  ot  Terreuc  commise,  quand  on  prend 

âP=—  Ty  nous  aurons  exactement  : 

a?  =— l  +  Œ,.  [3] 

En  remettant  cette  valeur  dans  le  second  membre  de  l'équa- 
tion [1],  il  vient  : 


X 


c      a/      c  ,     y  c      ac^  .  2aai^      a«,*     r,- 


si  nous  négligeons,  dans  le  second  membre,  le  troisième  et  le 
quatrième  terme,  qui  contiennent  en  facteurs  aoi  etoai*,  il  vien- 
dra, comme  seconde  approximation  : 

c     ac^ 
^*=-6"^'  [5] 

«1  étant  du  premier  ordre  par  rapport  à  a,  aai  et  aoi*  sont  res- 
pectivement du  second  et  du*  troisième  ordre,  c'est-à-dire  qu'ils 
contiennent  a*  et  o^  en  facteur.  Notre  seconde  approximatioUj 
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fournie  par  Ja  formule  [5],  ne  laisse  donc  subsister  que  des 
erreurs  du  second  ordre;  et  si  nous  posons,  par  conséquent  : 

*"=-6— 6Ï+-'  te] 

«1  sera  du  second  ordre,  c'est-à-dire  que  son  expression  con- 
tiendra a*  en  facteur. 

Si  nous  remettons  dans  le  second  membre  de  la  formule  [1] 
la  valeur  de  x  fournie  par  la  formule*[6],  il  vient  : 

OU,  en  développant. 

Or  oi  étant  du  second  ordre  (c'est-à-dire  contenant  a*  en  &c- 
leur),  oia  et  -^  seront  du  troisième  et  du  cinquième  ordre. 
Si  donc  nous  négligeons  les  termes  qui  les  contiennent,  ainsi 
que-TT»  qui  est  du  troisième  ordre,  et  qu'il  n'y  a  dès  lors 

aucune  raison  pour  conserver,  il  vient,  comme  troisième  approxi- 
maiionf 

c     (u?     ^aV  -  - 

^•— — j— -gr gr-î  W 

et  Terreur  commise  n'est  plus  que  du  troisième  ordre.  Il  serait 
facile  de  continuer  ainsi  indéfiniment. 

S64.  Rebiarque.  Les  formules  i* approximations  successives  : 
c  c      ac^  c      ac^     2aV 


c     a(?^ 


a?»^— g,    0?,— j  — -jj-i    ^1  — — J— ^— 


>»  > 


satisfont  aux  conditions  que  Ton  doit  toujours  s'efTorcer  d'obte- 
nir dans  un  système  d'approximations  successives. 

1*  Chacune  s'obtient  de  la  précédente  par  l'addition  d'un 
terme  de  correction. 

2*  L'erreur  qui  subsiste,  après  l'addition  de  chacun  des 
termes,  est  toujours  très^petite  par  rapport  à  ce  terme. 
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En  effet,  quand  on  écrit  :  x= — -r^  rerreur  commise  contient 
a  en  facteur,  et  est,  par  suite,  très-petite  par  rapport  à  —  |. 

Quand  on  écrit:  «= — r  —  -n-»  l'erreur  commise  contient 

fuf 
€^  en  facteur,  et  est  très-petite  par  rapport  à  -rj-;  et  ainsi  de 

suite. 

D'après  cette  remarque,  pour  savoir  si  la  valeur  obtenue  est 
trop  grande  ou  trop  petite,  il  suffira  d'examiner  le  signe  du 
terme  de  correction  que  Ton  obtiendrait  en  poussant  l'approxi- 
mation plus  loin.  Car,  si  ce  terme  est  positif,  comme  il  l'em- 
porte sur  la  somme  de  tous  ceux  qui  le  suivraient,  l'erreur  est 
positive,  et  la  valeur  trouvée  est  trop  faible.  Ce  sera  l'inverse,  si 
le  terme  de  correction  est  négatif. 


S  VI.  Propriétés  da  trinôme  du  second  degré. 

968.  DéFiNmoN  du  trinôme  du  second  degré.  Un  trinôme 
du  second  degré  est  un  polynôme  à  trois  termes,  de  la  forme 
générale^ 

a,  &,  c  7  représentent  des  nombres  constants,  positifs  ou  néga- 
tifs, donnés  à  priori;  x  y  représente'un  nombre  variable,  sus- 
ceptible de  recevoir  toutes  les  valeurs  possibles.  Lorsque  l'on 
fait  varier  la  valeur  attribuée  à  x,  la  valeur  du  trmome  varie  et 
passe  par  différents  états  de  grandeur  qu'il  est  utile  d'étudier. 

Nous  avons  déjà  dit  (25S)  qu'on  nomme  ordinairement  ra- 
cmes  du  trinôme  les  racines  de  l'équation  qu'on  obtient  en  éga- 
lant le  irinome  à  zéro.  Ces  nombres  peuvent  être  réels  ou  ima- 
ginaires; si  on  les  désigne  par  x'  et  par  txfy  on  sait  que  le  trinôme 
est  représenté  par  le  produit  :  a[x  —  a?')(a?  — rc"). 

806.  Théorème  I.  Lorsque  les  racines  x',  x'  du  tnnomt  sont 
réelles  et  inégales^  et  qu'on  substitue  à  n  un  nombre  compris  entre 
elles^  la  valeur  du  trinôme  a  un  signe  contraire  à  celui  de  son  pre- 
mier terme;  et  si  Von  remplace  x  par  un  nombre  non  compris  entre 
les  racineSy  le  signe  de  la  valeur  du  trinôme  est  celui  de  son  premier' 
terme* 
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En  effet,  si  Ton  suppose  x'^af^  toute  valeur  donnée  à  «  et 
comprise  entre  a?'  et  rê*,  rend  (a? — âf)  positif  et  (a? — af)  négatif: 
elle  rend  donc  négatif  le  produit  (X'-a^ix — oT);  elle  donne 
par  suite,  au  produit  a{X'—af){x  —  af)  un  signe  contraire  à  ce- 
lui de  a,  0U9  ce  qui  est  la  même  chose ^  à  celui  de  oj^.  Si,  au 
contraire,  la  valeur  attribuée  à  x  est  plus  petite  que  af,  ou  plus 
grande  que  sc^j  les  facteurs  {x — a?'),  (a; — af)  sont  tous  deux  né- 
gatifs ou  tous  deux  positifs;  leur  produit  est  positif ,  et  le  tri- 
nôme a{x —  x')  (x — if)  avle  même  signe  que  a. 

267.  Théorème  II.  Lorsque  les  racines  du  trinôme  sont  ritlks 
et  égakSy  le  trinôme  est  toujours  de  mêms  signe  que  son  premier 
terme^  quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  x ,  à  T exception  de  i^eUe 
qui  le  rend  nul. 

En  effet,  on  sait  (847)  que,  dans  ce  cas,  le  trinôme  prend  la 
forme  : 


«(^+^y- 


Or  le  carré  est  toujours  positif,  quelle  que  soit  la  valetur  de  x  ; 
doDC  le  trinôme  a  toujours  le  signe  de  a.  Cependant  il  £aut  faire 

exception  pour  la  valeur  a;=  —  r- ,  qui  annule  le  trinôme. 

1168.  THÉOKiME  IIL  Lorsque  les  racines  du  Irvnome  sont  imagi' 
nairesy  la  valeur  du  tmnome  a  toujours^  quel  que^oit  x,  le  tigne  de 
son  premier  terme. 

Gar  on  a  vu  (848)  >que,  daas  ce  cas,  le  trinôme  est  le  produit 
de  a  par  la  somme  des  carrés  de  deux  nombres  réels,  dont  Tun 
n'est  jamais  nul.  Cette  somme  étant  toujours  positive,  le  pro- 
duit est  nécessairement  de  môme  signe  que  a. 

.269.  Remarque.  Les  trois  théorèmes  précédents  peuvent  se 
renfermer  sous  un  seul  énoncé:  Le  trinôme  ax'-j-bx+c  est  de 
même  signe  que  son  premier  terme^  excepté  lorsque  la  viUeur  attri- 
buée à  a  est  comprise  entre  les  racines. 

On  sous-entend  alors  que,  dans  le  cas  des  racines  imaginaires, 
X  ne  pouvant  jamais  être  compris  entre  elles,  le  trinôme  a  tou- 
jours le  signe  de  son  premier  terme. 

270.  Appucation  aux  inêgautâs  du  second  degré.  On  dit 
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qa^me  inégalité  est  du  second  degré,  lorsqu'on  peut  la  mettre 
sons  Tune  des  deux  formes, 

Aa?*+Ba?+C>0,    Aaî*  +  Ba?  +  C<0; 

A,  By  G  désignent  des  nombres  donnés  positifs  ou  négatifs;  et  x 
est  un  nombre  inconnu  dont  il  faut  déterminer  les  limites,  de 
manière  k  vérifier  l'inégalité  qui  le  renferme. 

Les  théorèmes  précédents  vont  servir  à  résoudre  cette  ques- 
tion importante. 

1*  Soit  à  résoudre  l'inégalité  ; 

En  égalant  le  premier  membre  à  zéro,  on  trouve  pour  racines 

—  -et  — -.  Les  racines  étant  réelles  et  inégales,  il  faut,  pour 

que  l'inégalité  soit  vérifiée,  c'est-à-dire  pour  que  le  premier 
membre  sqit  de  signe  contraire  à  son  premier  terme,  que  la 

valeur  de  x  soit  comprise  entre  —  o  ^^  '^ô»  ^^  V^^  ^'^^  ^^- 

a*  Soit  encore  l'inégalité  : 

—  9  +  6a?  — a?'<0. 

Dans  ce  cas,  les  racines  du  trinôme  sont  réelles  et  égales  à  3  ; 
son  premier  terme  — x^  est  négatif;  donc  l'inégalité  sera  véri- 
fiée pour  toute  valeur  attribuée  à  x,  excepté  pour  la  valeur 
X  =  3,  qui  la  transforme  en  égalité. 

3*  Soit  l'inégalité  ; 

oî"  — 3a?  +  7>0. 

Dans  ce  cas,  les  racines  du  trinôme  sont  imaginaires,  et  son  pre- 
mier terme  est  positif;  l'inégalité  est  satisfaite ,  quel  que  soit  x. 

271.  Remarque.  Nous  verrons  plus  loin  que  la  théorie  des 
inégalités  sert  fréquemment ,  dans  la  discussion  des  problèmes, 
à  déterminer  les  conditions  de  possibilité. 

EXERCICES. 

L  Résoudre  Té^tion  : 
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On  trouve  :  «==fc  -  Li:r|  )  • 

II.  Résoudre  réquation  :    \l^k/i±^  =  u 

^  l+ax\  1—6* 

On  trouve  :  a=dz  1  i/  ^  —  i. 

III.  Résoudre  l'équation  : 


v/(l  +  «)'— û«+v^(l— «)*+o«=«. 


On  trouve  :  «=±2  k/{l  —  a)  A  —  ?  U 

et  «=0, 

qui  ne  convient^  qu'en  changeant  le  signe  de  l'un  des  radicaux. 

lY.  Résoudre  l'équation  :       ?i^Ill5— ^x  =  S. 

o 

On  trouve:  «'  =  2,  »»=  — ^.  , 

V«  Résoudre  Tôquation  : 

mqx^^mnx + pqx — np=0. 

On  trouve  :  «'  =  -,  05*=— |!.. 

q*  m 

VI.  Résoudre  l'équation  : 

On  trouve  :  «=|{— 3±i/3)- 

VII.  Résoudre  l'équation  : 


3  y'x'  +  aî+e 

On  prend  ^«»+»-|.6  pour  inconnue  auxiliaire,  et  l'on  trouve  : 

«'=5,       «•=  —  6; 

et,  en  outre,  x=z » 

2 

racines  qui  ne  conviennent^  que  si  l'on  prend  le  radical  avec  le  signe  -^ 
VIII.  Résoudre  l'é^^tion  : 
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On  prend  llr'-f- ar  ponr  ÎDConnue  auxiliaire,  et  l'on  trouve  : 

«'=3,    *^=— 2'  4 • 

ces  deux  dernières  ne  conyiennent  que  si  Ton  prend  le  radical  avec  le  signe  — % 

H.  Résoudre  l'équation  : 

1 I  _sT 

l-y^r^^      1  +  ^î^^'       *** 

OntrouTe:  «=d:-, 

X.  Résoudre  Téquation  : 


En  posant  X  = 


-  yi-*' 


On  trouTe  :  jr=  — -^-  ,       «  =  -——--. 

i  >5     +  1 

XI.  Résoudre  l'équation  :      (-3- )  =^  +  ^• 

OntrouTe:  «  =  afl±2%/-J« 

XIL  Résoudre  l'équation  : 

^o4-x+  y/F+ï+  y/c+T=0. 

XIII.  Former  la  somme  des  carrés,  celle  des  cubes,  celle  des  quatrièmes 
P'ji>sances  et  celle  des  inverses  des  quatrièmes  puissances  des  racines  de  Té- 
qiiation,  oj*  +  &*  +  «  ^  0. 

On  trouve  :        ap^-f-at'^rr: —       «^+0^»= r — 

_,.  ,     .,      5«-4a6»c  +  2a'c>          1    ,    1       b«— 4a6«c+2aV 
*'*  +  *'*=  5Î '      iF+^= ? 

XIY.  Trouver  les  conditions  nécessaires,  pour  que  la  fraction, 

Aa:»  +  Ba?  +  C 
AV+B'x+C" 
soit  indépendante  de  x. 

ABC 
On  trouve  les  conditions  :         Â/  ~  b'  ~  C*' 

XY.  Démontrer  que  l'équation  : 

i  toujours  ses  racines  réelles,  quand  (&'-^4ac}  est  négatif. 

Alo.  B  !»•.  Partie.  13 
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Il  n*y  a  lieu  à  démoastratioD,  que  lorsque  {h'^-^ka'c^  est  aussi  négatif.  <0n 
pose  alors  :  b'— 4ac= — a',  &'^— 4a'c'=  — a*»;  et  Ton  prouve  que  la  quantité 
qui,  dans  les  valeurs  de  Xf  est  placée  sous  le  radical,  est  un  produit  de  deux 
facteurSy  dont  chacun  est  une  somme  de  deux  carrés. 


CHAPITRE   IL 

DES  ÉQUATIOIVS  A  UNE  INCONNUE,  QUI  SE  RAHÈNENT 

A  CELLES  DU  SECOND  DEGRE. 

§  I.  Des  équations  bicarrées. 

272.  RÉSOLUTION  DE  L'ÉQUATION  BICARRÉE.  Uoe  équatioD  à 
une  inconnue  est  dite  bicarrée^  lorsqu'elle  ne  contient  que  le 
carré  et  la  quatrième  puissance  de  l'inconnue.  Elle  peut  tou- 
jours être  ramenée  à  la  forme, 

ax^+bx^  +  c  =  0.  [1] 

Si  Ton  prend  a^  pour  inconnue,  cette  équation  devient  du 
second  degré.  Car  en  posant  :  x^  =  z^  on  a  :  o;^ = z*  ;  et  Téqua- 
tion  [1]  devient  : 

On  lire  de  là; 

'  = 25 ' 

-comme  r9 est  la  racifie  carrée  de  ip,  on  a  : 


x  =  ±\/^ 


b±^b^ — kac  -^ 

2a  ^ 

Ainsi  X  admet,  en  général,  quatre  valeurs,  égales  deux  à  deux 
-et  de  signes  contraires. 

S75.  Discussion  des  formules.  !<"  Si  Ton  a  :  b* — 4ac>0,  les 
deux  valeurs  de  z  soat  réelles  ;  elles  peuvent,  d'ailleurs  (246), 
être  toutes  deux  positives,  ou  toutes  deux  négatives,  ou  encore 
Tune  positive  et  l'autre  négative.  Dans  le  premier  cas^  ks  quatre 
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valeurs  de  x  sont  réelles;  dans  le  second^  elles  sont  toutes  les  quatre 
imaginaires;  dans  le  troisième^  deux  d'entre  elles  sont  réelles,  et  les 
deux  autres  sont  imaginaires, 

2»  SI  Ton  a  :  fc* — 4a(;=0,  fes  valeur?  de  z  sont  réelles  et 
égales;  par  suite,  les  valeurs  de  x  sont  égales  deux  à  deux  :  eUee 
sont  réeUeSj  si  b  et  a,  sont  de  signes  contraires,  et  imaginaires,  si  b 
et  a  sont  de  mime  êigne^ 

3*  Si  Ton  a  :  6*— 4ac<0y  les  valeurs  dez  sont  imaginaires; 
et,  par  conséciuent,  les  quatre  valeurs  de  x  so7it  imaginuires. 

974.  TRAHSÏORMAflOW  DÈS  EKPtlË*SIOKS  DÉ  LA  FORME  V^+V^. 

La  formelle  [î],  qui  résout  Téquarlion  bicarrée,  contient  deux 
Fadfcaux  superposés  ;  et  cette  forme  n'est  pas  avautagrase,  en 
général,  quand  il  s'agit  de  calculer  numériquement  les  racines. 
II  n'est  donc  pas  inutile  de  chercher,  à  quelles  conditions  il  sera 

possible  de  transformer  une  expression  de  la  forme  Vo-fyF  en 
une  somme  de  deux  radicaux  simples. 
Posons  l'équation  : 

rfa+^b^)/x+)/y\ 

et  essayons  de  la  résoudre  par  des  valeurs  ratiomielles  de  x  et 
de  y;  c'est  le  seul  cas,  où  il  y  ait  avantage  à  opérer  la  transfor- 
mation. Nous  supposerons,  pour  éviter  toute  difficulté,  que  les 
quatre  radicaux  ont  le  signe  +;  îl  iious  sera  permis  alors  (126) 
d*élever  au  carré  les  deux  membres  de  l'équation  [I];  et  nous 
aurons  l'équation  équivalenle  : 

ou  (a— a?— i/)+v^5=2|/i^.  [2] 

Si  neoft  élevons  encore  au  carré,  nous  aurons  : 

(a— a?— y)*+2(a— a;— y)v/?+6=4iry^ 

Or  le  second  membre  est  commensurable,  par  hypothèse  ;  il  en 
est  de  même  des  termes  (a — x — yy  et  b,  H  faut  donc  que 

2  (a — X — y)/S  soit  aussi  conmiensurable  ;  et^  comme  /b  ne 
l'est  pas,  il  faut  que  (a— a?-— y)  soit  nul.  Oa  doit  donc  avoir  : 

x+y=a 
et,  par  suite  :        .  kxy^^b.  1^1 
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Il  résulte  de  là,  que  n;  et  y  ne  peuvent  être  que  les  racines  (256) 
de  l'équation  : 

jr«-a*+J=0.  [4] 

Ainsiy  on  doit  avoir,  par  exemple  : 


a;=-XiL ,       y=— ^^2 .  [5] 

Mais  ces  valeurs  ne  sont  commensurables  que  dans  le  cas  où 
(a'— 6)  est  un  carré  parfait.  Donc,  si  cette  condition  n*esl  pas 
remplie,  la  transformation  n'est  pas  possible.  Si,  au  contraire, 
(a*^b)  est  un  carré  c*,  a;  et  y  ont  des  valeurs  commensurables  : 

a  +  c  a — e 

et,  ces  valeurs  vérifiant  l'équation  [2],  nous  avons  la  formule 
de  transformation  : 


V^T7F=V^+V/^. 


[6] 


Faisons  remarquer,  d'ailleurs,  que,  quel  que  soit  (a* — 6),  la 
formule  : 

est  vraie,  puisqu  en  l'élevant  au  carré,  on  arrive  à  une  identité; 
mais  elle  n'offre  aucun  avantage,  quand  (a^  —  b)  n'est  pas  un 
carré,  puisqu'alors  on  substitue  à  un  radical  une  somme  de 
deux  radicaux  de  même  forme. 


27».  Remarque.  Si  l'on  a  à  tranformer  \a^^b^  on  posera: 

yô— -v/6 = v^—  \/y, 

X  étant  plus  grand  que  y;  et  les  mêmes  raisonnements  condui- 
ront à  la  même  équation  [4],  pour  la  détermination  de  x  et 
de  y.  La  transformation  ne  réussira  donc  que  dans  le  cas  où 
(à^—b)  serait  un  carré  parfait  c*;  et  l'on  aura  : 


Vwr=v/2±-^-v/^. 


m 
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Si  maintenant  le  premier  membre  a  le  signe  — -,  il  est  facile 
de  voir  que,  pour  faire  concorder  les  signes  des  deux  membres, 
on  devra  écrire  : 


-v/«-+7s=-v/°-±--V^'. 

Car  il  suffira,  pour  obtenir  ces  nouvelles  formules,  de  changer 
les  signes  des  deux  membres  des  formules  [6]  et  [7]. 
Ainsi,  en  résumé,  on  a  : 

en  admettant  que  les  signes  extérieurs  se  correspondent,  ainsi 
que  les  signes  intérieurs. 

S96.  AppucÀnoRB. 

3*  On  démontre,  en  géométrie,  qu'en  désignant  par  C  le  côté  d'un  polygone 
rëgalier  inscrit  dans  un  cercle  de  rayon  R,  et  par  x  le  cdté  du  polygone  régulier 

inscrit  d'un  nombre  de  côtés  double,  on  a  la  formule  :  ap=v2R'— I^V^^R*— C». 
Ici,  a=2R',  &=4R*— C?R»5  d'où  o»— 5=C»R>.  On  a  donc  : 


-=vAH)-v'»H) 


V  Condition  nécessaire  et  suffisante ,  pour  que  les  racines  de  l'équation  bi* 
curée  s*+fM^  +  9=0,  s'expriment  par  la  somme  de  deux  radicaux  simples. 

On  a:     '  «=±y -|=fc  Vf -«• 

Dansceeas,  a=— |,      5=P— g-    donc    a*— &=ç. 

Ainsi ,  U  faut  et  il  suffit  que  q  soit  un  carré. 
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"$  H.  Dt  queiqaei  éfostà&iu  bintnes. 

277.  Forme  de  l'équatioh  binôme.  Une  équation  binôme  est 
une  équation  à  deux  termes^  de  la  forme  : 

af-fA=0.  [1] 

Si  A  est  positif,  en  désignant  par  a  la  racine  m"*  de  A,  on 

aura  :  A=a**.  Si  A  est  négatif,  on  désignera  par  a  la  racine 

m"*  de  — A,  et  Ton  aura:  A=— a*.  L*équation  [1]  prendra 

alors  la  forme, 

a^±:a"=0.  [2] 

Et,  si  Ton  pose,  x^^ay^  Téqu^ion  {^]  deviendra  : 

•u^'i^  -il  (X* — Q, 

ou  y-±l=0.      *  [3] 

Telle  est  la  forme  à  laquelle  on  peut  ramener  toute  équation 
binôme.  Quand  on  a  trouvé  les  valeurs  de  y,  on  les  multiplie 
par  q,  pour  avoir  les  valeurs  de  x. 

278.  Résolution  de  quelques  équàtiouïs  binobiss. 
l»  L'équation  [I]  a?*— )=o, 

a  pour  i^c^nes,^  œ=:^l. 

L'équation  [2]  a?*+ 1  =0, 

a  pour  rcocines,  x=^±^'^. 

V  V^qotition  [3]  rc>-^  1  «X), 

peut  s'écrire  :  (»—  iX«*+a?+ 1)=0; 

elle  est  donc  décoinposable  çn  deux  équations, 

a?— 1=0,    et    a?*+«-f  1=0; 
et  ses  racines  sont  : 

a?=l,    et    ^=s ^ . 

L'équation  [4 J  »^4-i=o, 

devient  identique  à  la  précédente,  quand  on  y  change  x  en  — x: 
ses  racines  sont  donc  celles  de  [S],  changées  de  signe»  c'est-à- 
dire:  

«=—1,    et    x= 1 . 
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3-  L^Ulim  [5]  «*— 1  =  0, 

peuts'écrire  :  («*— 1)  {«*  +  !)  =0. 

Elle  est  donc  équivalente  aux  deux  équations  [1]  et  [2]  ;  et, 
par  stiite,  ses  racines  sont  celles  de  ces  équations,  c'est-à-dire  : 

L'équaUon  [6]  a?*+  1  =0» 

est  identique  à  a?*  +  20?*  + 1  =2a?*, 

ou  à  {a?*+l)«— 2a;»=0: 

elle  peut  donc  s'écrire  : 

{x'+l+X}/2){x^+  1  —  a?v/2)=0; 

et  par  suite ,  elle  est  décomposable  en  deux  équations  du 
deuxième  degré^ 

x*+x^ï+l=0,    et    a;*— a?v^+l=rO. 

Ces  deux  équations  ne*  diffèrent  que  par  le  signe  de  x  :  elles  eut 
pour  racines»  

-^/2±v/-2  \f2±^-2 

X j  X- g , 

Ce  sont  ddnc  là.  les  quaire  racines  de  réqualito  [4]» 

4«  L'équation  [7]  a?»  —  1 = 0^ 

est  décomposable  en  deux  autres, 

œ>— 1=0       a;»+l  =  0- 

Ses  solutions  sont  donc  les  six  racines  des  équations  [3]  et  [4], 
c'est-à-dire  :  

a?=iîrK        et      a?= *       • 

L'éqnation  [8]  «•+1=;0,. 

demul  idenlîcpia  à  la  précédente,  «pxiQil  on  y  remplace  9  par 
x^'^\  car  on  a: 

{x>j'^^y=^a*[^'=^\y=-af. 
Ses  racines  sont  donc  données  par  les  équations  : 

x^—\=±\,     x\/^\= ^ ; 
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et,  pour  les  obtenir,  il  suffit  de  multiplier  les  deux  membres 
par  / — 1  ;  car  alors  lès  premiers  membres  deviennent  égaux  à 
a?X( — 1),  ouà— a?.  On  a  donc  : 

flp  =  ztv  —  1,      et     3?=' 5 • 

5*  L'équation  [9]        a;»—  1  —  0, 

est  décomposable  en  deux  autres, 

a?*— 1=0,        et     a?*-f-l  =  0. 

Ses  racines  sont  donc  les  buit  racines  des  équations  [5]  et  [6], 
c'est-à-dire  : 

^ ^,  ^— h/ i  ±^2±v^"^ 

L'équation  [10]  a;»  + 1  =  0, 

peut  s'écrire  :  œ*+  2a::*  -f  1  =  2a;*, 

ou  (a;*4-l)"— 2a;*=0: 

elle  se  décompose  donc  en  deux  autres, 

a*+l+a?V2=0,      et     a?*+l— «•v^2=0, 
équations  bicarrées  que  l'on  sait  résoudre,  et  qui  donnent  : 


O""  Enfin  les  racines  de  l'équation, 

a?"— 1  =  0,  [11] 

sont  celles  des  équations  [7]  et  [8]. 

Nous  ne  pousserofis  pas  plus  loin  l'étude  de  ces  transforma- 
tions ;  car  notre  but  était  seulement  de  montrer,  par  quelques 
exemples,  comment  certaines  équations,  de  degré  supérieur  au 
second,  peuvent  se  ramener  à  celles  du  second  degré.  Hais  la 
méthode  générale  de  résolution  des  équations  binômes  appar- 
tient à  la  seconde  partie  de  l'algèbre. 
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S  III.  Des  équations  trinômes. 

270.  RÉSOLUTION  DÉ  l'équation  TRINOME.  Une  équation  tri- 
ûome  est  une  équation  à  trois  termes,  de  la  forme, 

aa?**+6x*+c=0.  [1] 

Si  l'on  prend  x*  peur  inconnue,  en  posant  : 

ic*=z,      d'où     a5**=z*,  [i] 

cette  équation  devient  du  second  degré, 

az*+6z+^=0-  [3] 

On  peut  donc  obtenir  les  deux  valeurs  de  z;  et,  en  les  substi* 
tuant  successivement  dans  l'équation  [2],  on  est  ramené,  pour 
avoir  les  racines  de  l'équation  [1],  à  résoudre  deux  équations 
binômes  du  degré  n. 

m 

EXERCICES. 

I.  Résoudre  i*équation  : 

1  1 


4P—  Vî— X»        X  +  V'î— X» 


=  1. 


On  trouTe  : 


,=W'- 


2 

3  /T 


n.  Résoudre  l'équation  :    2«  V  *  —  3x  y  -  =20. 
On  pose  :  ^x  =  x\ 

et  l'on  trouve  :  »=± 8,      « = ±     \/  —  -. 


III.  Résoudre  l'équation  : 


«  +  «      ^TTi      ^ 


On  pose:  J     =ji; 

va 
et  l'on  trouve  : 

—  odiVsa»— 4a&  _ofo»4- 2ofe— 2b'dba  v/5a'  —  4afr) 

'~         2(a— 6)        '        *"■  2(a— bj» 

IV.  Résoudre  l'équation  : 
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On  pose  :  ^F+teUi 


et  l'on  trouve  ;  «=0,      x  =  Îîii-Ilfî. 

•V.  Résoudre  Téquation  : 

On  pose:  x+^-\-2=zx; 

et  l'on  trouve:        »=4,     «=9,     a=IliiiiXlll. 
VI.  Résoudre  l'équation  : 

3  I  t 

On  trouve:  «=Q,       aj=^. 

VU.  Résoudre  l'équAtion  : 

*  s  1 

On  trouve:  x=z±:^ — i. 

V 

VIIL  Résoudre  l'équation  : 

(\+xy    (1-xy 

On  trouve  :  «=±:  i/-  —  î±  V -—  2. 

Va     2      '^o*      4 

IX.  Résoudre  l'équation  : 

i_  1 

On  trouve:  «=±i/a»—  [^'±1/0+— [  . 

X.  Résoudre  l'équalion  :     Î±V^!^—  î^ 

On  trouve  :  «=ra,      jp=ro'~*^     J^^. 

Quelquefois  on  reconnaît,  à  Tinspection  d''>ne  équation,  qu'elle  admet  une 
racine  a.  Son  premier  membre  est  alors  dècomposable  en  facteurs  (76)  :  et  cette 
décomposition  facilite  la  résolution  de  l'équation^  en  abaissant  son  degrés  car 
son  premier  membre  est  divisible  par  (a?— a). 

En  ?oici  quelques  exemple?. 

XI.  Résoudre  l'équation  :  0* — 3x=2. 
Elle  admet  la  racine.  œz=i. 
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m.  léModre  HéqiuvHtti  :  lU^— 4^=1. 

EUe  admet  la  racine ,  « = 1 . 

Xin.  Résoudre  Tèquation  :  • 

»»-6«'+io»— a=o. 

Elle  admet  la  racine ,  s  c=  4. 

XIY.  Aésonte  r^uation  : 

Oa  récrit  sous  la  Xocm^, 

on  pose:  ff(«-*l)=rjr; 

et  Ton  trône;  #«cs4|    ffsa«^3,    g:g;  ..    /TT  .. 

XY.  Résoudre  réquation  : 

api  4-x>—4flf*  4-^^+1=0. 
Hlie  admet  deux  fois  la  racine,  dF=l  ; 

et  on  la  ramène  ainsi  au  second  degré. 

XYI.  Résoudre  l'équation  : 

«*+^a:3— 39x— 81=0. 
On  écrit  Téquation  sous  la  forme, 

et  roi^lrwa  :         #5=^:3,     .*î=       »~,V  /^?. 


• 


CHAPITRE  III. 

nés  £QU4T|0]«S  A  PLUSIEURS  INCONNUES. 

S  I.  Des  équations  du  second  degré  à  deux  inconnues. 
880.  FORBIE  GéNÉRALE  DE  L'ÉQUâTION  DU  SECOND  DEGRÉ  k  DEUX 

ntcoNNUEs.  Une  équation  du  second  degré,  à  deux  inconnues  a;  et 
Vf  ramenée  à  la  forme  entière,  ne  peut  reofermer  que  six  es* 
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pèces  de  termes,  savoir  :  des  termes  en  s?^  des  termes  en  xy^ 
des  termes  en  y^,  puis  des  termes  en  y,  des  termes  en  x^  et  des 
termes  indépendants.  L'équatîoq  du  second  degré  peut  donc 
toujours  se  ramener  à  la  forme, 

Aa;»+Ba;y+Cy«+Da?+Ey+F=0. 

281.  RÉSOLUTION  DE  DEUX  ÉQUATIONS  DONT  l'UNB  EST  DU  PRE- 
MIER DEGRÉ.  La  résolution  des  équations  simultanées  est  une 
des  questions  les  plus  compliquées  de  Talgèbre.  Nous  n'avons 
pas  à  en  aborder  ici  la  théorie  générale  :  nous  nous  bornerons 
à  traiter  quelques  cas  fort  simples. 

On  peut  toujours  résoudre  deux  équations  à  deux  inconnues, 
Vune  du  premier  et  Vautre  du  second  degré.  Soit,  en  effet,  le 
système  : 

Aa?*4-BaT/+Cy*+Dir+Ey-fP=0,  \  [1] 

ax-\-hy=zc.  )  [2| 

On  tire  de  l'équation  [2]  : 

c — ax, 

substituant  cette  valeur  dans  l'équation  [1],  on  obtient  uneéqua^ 
tion  du  second  degré  en  x  : 

(A&«— Ba6+Ca*)a?«+(B&c  —  2Cac+D6»— Ea6;a? 

+ Ce" + E6c +P6*  =r  0,  [3] 

laquelle  fournit  deux  valeurs  pour  cette  inconnue  ;  et  chacune 
de  ces  valeurs,  mise  à  la  place  de  Xt  dans  l'équation  [2],  donne 
deux  valeurs  correspondantes  pour  y. 

Le  système  proposé  admet  donc  deux  systèmes  de  solutions. 
Si  les  deux  valeurs  de  x  sont  réelles,  les  deux  systèmes  de  solu- 
tions  sont  réels  :  ils  sont  imaginaires,  si  les  valeurs  de  x  sont 
imaginaires. 

288.  Cas  de  deux  équations  du  second  degré.  Lorsque  les 
équations  à  deux  inconnues  sont  toutes  deux  du  second  degré^  réUmi- 
nation  de  Vune  des  inconnues  conduit,  en  général,  à  une  équation 
complète  du  quatrième  degré. 
En  effet,  soit  le  système  : 

Aa?*  +  Ba?y+Cy«+Da?  +  Ey  +  F=0,  )  [1] 


A'a?*+B'a?y+CV+D'a?4-E'y+P  =  0.  j  [2] 


'=0.  i 
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Poor  éliminer  y,  on  pourrait  tirer  sa  valeur  de  l'une  des  équa- 
tionSi  et  la  substituer  dans  l'autre  :  mais  on  compliquerait  ainsi 
réqaation  finale  de  radicaux»  qu'il  faudrait  ensuite  faire  dispa- 
raître, n  est  plus  simple  d'éliminer  d'abord  ^,  en  multipliant 
réquation  [1]  par  Cet  l'équation  [2]  par  G,  et  en  soustrayant  l'un 
des  résultats  de  Tautre  ;  on  a  ainsi  : 

(AC— CA>*  +  (BC— CB')xy  +  (DC— CD> + (EC—  CE')  y 

+(PC'— CF')=0, 

oa,  en  représentant  cbaque  coefficient  par  une  lettre, 

aa^+bxy+cx+dy'\-ô=zO;  [3] 

et  cette  équation  [3]  peut  remplacer  (139)  l'une  des  deux  équa* 
tions  proposées. 
On  tire  alors  de  l'équation  [3]  la  valeur  de  y  : 

*'""  bx+d     * 

et  on  la  substitue  dans  l'équation  [i],  qui  devient  : 

, Bx(aa^+cx+e)  .  C{ax*+cx+ey 

^^  bx+d         "*"       {bx+d)* 

Or  on  voit  aisément  que,  si  l'on  chasse  les  dénominateurs,  en 
malijpliant  les  deux  membres  par  {bx+d)*^  cette  équation  sera 
du  quatrième  degré.  Comme  elle  contiendrai  en  général,  des 
termes  du  troisième  degré  et  des  termes  du  premier  degré,  il 
ne  sera  pas.  possible  de  la  résoudre  par  les  procédés  ordinaires 
de  l'Algèbre  élémentaire. 

Ainsi,  le  système  de  deux  équations  du  second  degré  à  deux  in- 
connues ne  peut  être  résolu,  en  général,  par  les  méthodes 
connues  jusqu'ici.  Mais  on  rencontre  parfois  des  systèmes  sim- 
ples, qui  peuvent  se  résoudre  à  l'aide  de  certains  artifices  par- 
ticuliers, que  nous  allons  faire  connaître. 

188.  RÂsoLunoif  de  quei^ubs  ststèhes  simples.  1*  Soit  le  système  : 

«  +  y  =  a,   )  rn 


\ 
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On  reconnaît  ifflttédifltement  (286^  que, a; et  y  acmt^les  racises  de  réqumtiaii, 

donc  ^  = ^ .  PI 

Pour  que  les  racines  soit  réelles^  il  faudra  qtte  l^on  û\%  : 

2*"  Soit  le  système  ; 

On  ramène  ce  système  an  précédent)  en.  posant  yxA— 'v;  otr  ona  alors  : 

«      a±  v'a'  +  Ad» 
et,  par  suite,  _= ^-^r • . 

Ainsi  Ton  a  : 


, ^}     |2]        OU  ^ }        13J 

y—        2         0  ^~  2 

Il  y  a  donc  deux  systèmes  de  solutions,  qui  sont  toujours  réelles. 
3"  Soit  le  système  : 

Si  Ton  élève  au  carré  les  deui  membres  de  la  premièiia  éfttatloil,  pus  qu'on 
en  retranche  les  doux  membres  delà  second»,  oAa  : 

On  connaît  donc  la  somme  et  le  produit  des  inconnues,  qui  sont,  pftr  saitOi 
racines  de  Téquation  : 

2  • 

on  a  donc:  s^a±^/25^  ^^ 

Si  Ton  a  :  2&1 — a«>  0,  les  valeurs  de  »  et  de  y  sont  iMl«;  elto  Mnt  ima^ 
ginaires,  si  Ton  a  :  2b'— a>  <  0. 

4*  Soit  le  système  : 
Si  Ton  double  les  deux  membres  de  la  seconde  équation,  puisqu'onl'ijouteàli 
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première,  et  qSon  Ven  retranche  successivement,  on  remplace  le  système  pro- 
posé par  le  sptàœat  èqiûralnt  (13^  : 


On  tire  de  là  3 


(«— y)»=o'— 2b».j  ^^* 

Par  conséqiientY  en  «jDotant  et  en  zetnnchant  membre  &  menilire,  puis  en  divi- 
sant par  2|  on  a 

>  14] 

y  =:±  ^  Vo*  +  21)*  IF  1  V^a'- 2b>.  ^ 

Remarque.  Il  semble  qu'il  y  ait  là  huit  systèmes  de  solutions,  qu'on  obtien- 
iîrait  en  combinant  les  signes  des  radicaux  de  toutes  les  manières  possibles. 
Mais  on  doit  faire  observer  que  les  équations  [3]  forment  seulement  quatre  sys- 
tèmes; savoir,  en  posant  ^â*  +  2P=R,  et  ^a'— 26'=R'  : 


:+y=:R,i      ai+y=— R,i       a+y=     R,  i      «+y=^R,  » 
;-y=R',  J       »— y=     R',  I       «— y=— R',  i       «— y=— R'.  » 


Déplus,  si  l'on  permute  x  et  y,  les  équations  [1]  ne  changent  pas;  le  yre-> 
mier  et  la  troisième  système  sont  équivalent»;  il  en  est  de  même  du  second  et 
àa  quatrième.  Il  n'y  a  donc,  en  réalité,  que  deux  systèmes  de  solutions. 

On  voit  d'ailleurs,  que  les  solutions  seront  réelles,  si  Ton  a  :  a'>2(&*;  el 
imaginaires,  si  l'on  a  :  a*  <  21^. 

b*  Soit  le  système  : 

«y    =6».| 
Oo  ramène  ce  système  à  œkd  du  second  cas^  en  Fécrtvajit  ainsi 


[1] 


«e>— ./=a',  1 
Et  l'on  en  tire  les  valeurs  de  i^  et  de  y*,  puis  celles  de  «  et  de  y  : 


121 


V  2  V   rQi       /«Il  V 


'a?  +  >/o«  +  *6< 

2             ' 

^— o»  +  V^a*4-46«. 

y/a*  +  kb* 


[3]       ou  ^  1 )  [4] 

=±:i  /-o'— \^q*  +  4b*. 


Hais  le  système  [2]  est  plus  général  que  le  système  [1],  parce  qu'on  a  élevé  au 
carrelés  deux  membres  de  la  seconde  équation  [1].  On  doit  donc  combiner  les 
valeurs  de  x  et  de  y,  de  manière  que  leur  produit  soit  égal  à  &>  :  et  cela  exige 
que  l'on  associe  les  valeurs  qui  ont  le  même  signe. 

Il  y  a  donc  quatre  systèmes  de  solutions  :  les  deux  premiers  sont  réels,  et  iee 
deux  autres  imaginaires. 
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S  II.  Des  équations  du  second  degré  à  plus  de  deux  inconnues. 
264.  Exemples.  1*  Soit  le  système  : 

xy=ex. 


W 


Si  l'on  élève  au  carré  les  deux  membres  de  la  première  équation,  après  avoir 
fait  passer  z  dans  le  second  membre,  on  a  : 

«'+2ary  +  y'=a*— 2o;r+x*  ; 
et,  si  Ton  substitue  à  o;^  +  y'  et  à  jy  leurs  valeurs  tirées  des  deux  autres,  il  rient  : 

2;j>  — 2(a+c)x  +  a»— 5»=0, 
équation  du  second  degré  en  x,  d'où  Ton  tire  : 

'  = 2 •  ^^J 

Connaissant  jt,  on  tirera  la  somme  x-^-y  de  la  première  équation,  et  le  produit 
a:y  de  la  troisième;  et  le  calcul  s'achèvera,  comme  au  n"  S83  (1*). 
2"  Soit  encore  le  système  : 

«'-f-«yH-y'=37,\ 

«>  +  a;jf  +  x»=28,  {  [1] 

Si  Ton  retranche  la  seconde  équation  de  la  première,  et  la  troisième  de  la 
deuxième,  on  a  : 

(y-;s)(a;  +  y  +  »)  =  9,| 

Cap-y)(x  +  y  +  ;[f)=9;J 

d'où  l'on  conclut  :         y  — ;f=»— y,    ou    x  +  z^=2y\  [2] 

el,  par  suite,  (a— y)y=3.  [3] 

3 

On  tire  de  cette  dernière  :  âp=  -  +  y  ; 

if 

et,  substituant  r^tte  valeur  dans  la  première  des  équations  proposées,  il  vient  : 

Q+y)V3  +  v''  +  y'  =  37, 

ou  3y*  — 28y  +  9=0, 

équation  bicarrée,  qui  donne  : 

y=it3,    y=dbîV3. 

10     r~ 

lar  suite,  «=it4,    x=±'-^^, 

8    - 
el  Ji=±2,    jir--:^-v'3. 


DES  ÉQUATIONS  DU  SECOND  DEGRÉ.        209 

§  m.  Des  équations  de  degré  supérieur  au  second. 
18S»  SxmPLBS.  1*  Soit  le  système  : 


m 


£n  chassant  les  dénominateurs  de  la  seconde  équation,  on  peut  écrire  ainsi  le 
système  : 

«y(«  +  y)=30, 


6(aî+y) 


=  30,     1 
=  5«y.    ( 


Si  donc  on  considère  sy  et  s  +  y  comme  deux  inconnues  auxiliaires  u  et  v, 

on  aaia  : 

5 

La  seconde  équation  donne  v=-u;  en  substituant  cette  valeur  dans  la 

première,  on  obtient  : 

5  ' 

-u'=30,     ou     u*=86; 
o 

delà:  tt=d=  6,     et     v=d=5. 

Il  faut  adopter  le  même  signe  pour  la  valeur  de  u  et  pour  celle  de  v,  puisque 

5 
r=gi.. 


Si  nous  adoptons  d'abord  les  valeurs  tt=6,  v=b,  nous  avons  : 

"^H  [3] 


«+y=5, 


d'où  l*on  déduit,  pour  x  et  pour  y,  les  valeurs  2  et  3« 

Si  nous  adoptons  u:= — 6,  v=—  5,  nous  avons  : 

»+y=— 5,  j 
iry=:  — 6-,  J 

d'où  l'on  déduit  pour  x  et  y  les  valeurs^  6  et  1. 
2*  Soit  encore  le  système  : 


14J 


4   ,  4+y^8-h4y      12y' 


I 


y^*^    y    ""     «     ^   »»  '  J  [1] 

4y*—  «y  =«. 

La  première  équation  devient,  si  Ton  cbasse  les  dénominateurs  : 

4«'+ (4+y)y«»=(8+ 4y)ay' +  12y*; 
ston  peut  récrire,  en  ajoutant  4y^  aux  deux  membres, 

»'  P  +  y)"— 4jy»  (2  +  y)  +  4y*  =  16y*. 
ÂL6.  B.  I^*  Partie.  1% 
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Or  ie  premier  membre  est  le  carré  de  x{1  +  y)  —  2t/^  ;  cette  équation  peut  donc 
s'écrire  : 

ce  qui  équivaut  à  »(2 + y)  —  2t/>= ±  4y'.  '[$] 

Nous  pouvons  donc^  au  système  proposé,  substituer  les  deux  suivants  : 

r,T  J»e  +  y)-2y'=4y»,        «{2+y)-2y'=-4y»,  (  . 

^''J  I         4y»-a?y=ic.  4y»-«y  =ar.         |  ^^^ 

Nous  résoudrons^  d'ailleurs,  sans  difficulté  ces  deux  systèmes.  En  effet,  'x 
seconde  des  équations  [3],  résolue  par  rapport  à  x,  devient  : 

et  cette  valeur,  substituée  dans  la  première,  donne  : 

*y'  (j+"i)  "  ^^  -  ^'    °"    ^'-^^  (i  -  y)  =  0  ; 

d'où  Ton  conclut  :  y=0,      et     y=l, 

et,  par  suite,  a=0,      et     x=2. 

On  trouvera  de  mttae,  pour  les  solutions  du  système  [4]  : 

__  5 
y=o,  J     ^^     "        5- 
•=0,  i  ._     50 

Ainsi  les  solutions  du  système  proposé  sont  : 


*    iy=0,  jy=l,       3 


50 
3 


Ly=-  3- 


3*  Soit,  enfin,  le  système  : 

«'+y«+«^+y»«=13,     j  j, 

a^»+a?y=468;    |  ^'^ 

On  peut,  en  groupant  les  termes,  l'écrire  ainsi  : 

(«+y)(««H-y»)  =  l3,     ) 

ary(iFa+y»)=468;    f 

et,  en  divisant  la  seconde  équation  par  la  première,  on  a  : 

«»y>=36(«+y), 

équation  qui  peut  remplacer  l'une  des  précédentes.  Si  l'on  désigne  le  produit  ly 
par  V,  et  la  somme  0+ y  par  v,  le  système  devient  : 

t(t»-2u)  =  13,     (  ,., 
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Si  ToQ  élimine  v  entre  ces  deux  équations,  on  a  : 

II*      !tu* 

équation  trinôme  »  d'où  Ton  tire  : 

^=36db  V36>+ 13X36; 

et  de  là:  »  =  — 6,    et     i*=6\/Î3r 

Par  suite,  t?=l,      et     t)=/i3*. 

Âinâ  le  premier  système  de  solution  est  fourni  par  l'équation  i 

jr>-jf-6=û; 
d'où  l'on  conclut  :  «=3,     y=— 2; 

et  le  second  système  est  fourni  par  Téqûation  : 

«•— yÎ3»jf  +  6Î/Ï3'=0; 
d'où  l'oQ  conclut  : 

17= 


yï3»+ 1^—11^13      _yt3^-v^-iiVi3 

• 5  ,     y 5  . 

EXERCICES. 

I.  Résoudre  les  équations  : 

iab— i(a  +  6)  {«fy)  +  iry=0, 
(cd— j{cH-d)  («+yl+afîf=« 

eten  déduire:        (l=y)!^(^--c)  (;'-^)(^-j;)(^-^. 

On  tiie  « + y  et  «y  des  deux  équations,  et  on  fonne  l'expression  [  --^)  — ^» 

qui  est  égale  à  i— r^. 

4 

II.  Résoudre  le  système  : 

a«x«  -f.  5^= 2  v^a"5«a"y»>     «y  =  ab. 


On  élimine  y;  et,  en  posant  ^«•♦•=x,  on  obtient  une  équation  du  second 
degré, 

On  en  tire  s;  et  Ton  obtient  ensuite  iv  et  y. 
UI.  Résoudre  le  système  : 

•+y=a,    «»+y'  =  3». 
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On  calcule  le  produit  wy  ;  et  l'on  arrive  ensuite  à 


f—5     iV    3a       3* 


X 

y 

IV.  Résoudre  le  système  : 

On  calcule  le  produit  «y,  en  élevant  la  première  équation  à  la  quatrième  pois- 

sance  ;  et  Ton  trouve  :         «y=o'db  y  — - — . 

On  en  conclut  aisément  s  et  y. 

V.  Résoudre  le  système  : 

s+y=:a,    «*  +  y»=*. 

On  calcule  le  produit  xy  d'une  manière  analogue,  et  l'on  trouve  : 


a>      V5o(a*+4d*) 
^       2  10a 


VI.  Résoudre  le  système  : 

!  +  ___ 

»^  y      a'        «»      y'      b» 


1       l_l  1.1—  A 


1       1 
En  prenant  -  et  -  pour  inconnues,  on  est  ramené  aa  système  3*  (n*  S8S). 

VII.  Résoudre  le  système  :  ^ 

V^+  v'y=  ^t     «+y=&. 

ff  _ 

On  est  ramené  au  même  système,  en  prenant  ^i*et  Vv  pour  inconuues. 

VIII.  Résoudre  le  système  : 

as  11 

»•  + 1^=35,        x«  +  y"»=:5. 

t      -  2 
On  prend  pour  inconnues  s*  et  y^  ;  et  Ton  est  ramené  à  Tezercice  III. 

IX.  Résoudre  le  système  : 

On  prend  encore  pour  inconnues  x  +  yetxy.  (Rép.  :  «=81 ,  y  =  16). 

X.  Résoudre  le  système  : 

On  trouve  aisément  : 

I-  .=±5.  if=±3;   r  •=±^^.  y=±v/|. 
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XI.  Réaondro  le  système  : 

(«  +  y)  («y  +  1)  =  ISxy, 
(«*  +  tfl  («*y»  +  1)  =  208«»y». 

On  divise  la  première  équation  par  «y,  la  seconde  pard^;  puis  on  repré- 
sente s  +  -  par  «^  y  +  -  P^  v>  et  Ton  arrive  aux  deux  équations  : 

©  +  «=18,      «»  +  i*»  =  212; 
é'oû  l'on  tire  aisément  :  s  =  7  =b  4 /3 ,    y=2dbv^. 

XII.  Résoudre  le  système  : 


»  +  y +  3v/tey  =  &. 
On  remarque  que  la  première  équation  peut  s'écrire  * 

et  que  la  seconde  est  le  cube  de  la  suivante  : 

On  est  ainsi  ramené  au  système  (3")  du  n«  888,  en  posant  v^x  =  u,  (/y  =  v. 
Uaisla  dernière  équation  n*est  pas  aussi  générale  que  la  seconde  des  équations 
proposées;  de  sorte  qu'on  n'a  pas  ainsi  toutes  les  solutions. 

XIII.  Résoudre  le  système  : 

s»  +  jgy  +  y»      ^       g»  —  a?y  4-  y» 
«+y  '  «—y 

On  tire  facilement  de  ces  équations,  en  posant  i/.  ;_    =f  t 

a  (1  -h  r)  or  (1  +  r) 

s;=rv:    «i  =      \    ■    /      ^      — ^ — • — /, 

»     nr,    y      i  +  r  +  r»  1  +  r  +  r» 

XIV«  Résoudre  le  système  : 

-==a,     —==0,    — ^c 
Jf  y         *     « 

On  trouve:  a;»=a5,    y'  =  oc,    jï*  =  6c. 

XV.  Résoudre  le  système  : 

»(y  +  «)=2p,    y(jr  +  «)=2q,    i(«  +  y)  =  2f. 

On  tire  aisément  de  là  : 

ay  =  p+q— f,    «»=p  +  r— g,    yx  =  q  +  r— p; 


il  4  tlTRE  IH. 

«t,  par  suite ,  

•=y — 5+7=?      '   ^r\      p+r-9      » 


_      /{p  +  r—q)  (q  +  r— p). 


XVI.  Résoudre  le  système  : 

On  trouve  :  «  =  7,    y  =  5,    if  =  3. 

XVIL  Résoudre  le  système  : 

«  +  y+jr=13.  4»*  +  f>  +  *»  =  «l,   5yif  =  «(*+y). 

On  élimine  aisément  y  et  X;  et  Ton  trouve  x  =  keix  =  9m  On  obtient,  pai 
fuite,  y  -f  jT  et  yx ;  d*où  Ton  conclut  y  et  x.  Les  valeurs,  qui  correspondent  à 
ff =9  sont  imaginaires  ;  «elles  qui  correspondent  à  s  =  4,  sont  y  =  3,  x=6. 


CHAPITRE  IV. 

HÉSOLUTION  et  nSCmSIO^r  des  F1IOBLÈ«E91fU]!l  ihegbc 

SUPERIEUR  AU  PREHIEa* 

S  I.  Problèmes  à  uob  iDconnue. 

0 

296.  Problèhb  I.  Calculer  la  profondeur  (f  un  puits,  sachant  qu^U  t^ett 
écoulé  un  nombre  0  de  secondes  entre  Vinstant  où  Von  a  laissé  tomber  une  pierre 
et  celui  où  le  bruit  qu'elle  a  fait,  en  frappant  le  fond,  est  revenu  à  loreilU, 
(On  néglige  la  résistance  de  l'air.) 
Pour  résoudre  ce  problème,  il  faut  se  rappeler  deux  principes  de  physique  : 
1*  L'espace  parcouru  par  un  corps  pesant  est  proportionnel  au  cairé  du 
temps  t  écoulé  depuis  le  commencement  delà  chute  ;  et,  si  Ton  désigne  par  g 

un  coefficient  constant,  égal  à  9", 80896,  il  est  représenté  par  l'expression  ^  ' 

2*  Le  son  se  meut  uniformément,  et  parcourt  333  mètres  par  seconde.  IVans 
le  calcul  qui  va  suivre,  nous  représenterons  sa  vitesse  par  v  ;  de  sorte  que,  dans 
le  temps  f,  il  parcourt  Tespace  v(. 

Soit  «  la  profondeur  du  puits,  évaluée  en  mètres.  En  nommant  ^  le  nombre 
4!e  secondes  que  la  pierre  met  à  descendre ,  on  a  : 


=f';     d'Où    t,=  yj'j.  m 
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En  nommant  (i  le  temps  que  le  son  met  i  remonter,  on  a  : 

z=ziitti  d'où    (k  =  2.  [21 

Or  fi  +  d  =  0,  d'après  renoncé  ;  donc  Tôqûation  du  problème  est  : 


;+V^=»-  f3] 


Pour  résoudre  cette  équation,  qui  contient  un  radical,  on  la  met  sous  la  forme  : 


9 


-î=\/f.  1.1 


et,  ële?ant  lâfr  deux  membres  au  carré,  on.  a  : 

ou,  en  faisant  passer  tous  les  termes  dans  le  premier  membre,  et  ordonnant  : 


On  tire  de  \i  : 


S-2^(J  +  J)  +  ^'  =  0-  .  f6l 


Z 

5 


x  = 


l'^s/ii^ïï-^' 


2_ 


DiscDSSiGN.  Les  deux  racines  sont  réelles;  car  la  quantité  piaoée  sous  le 
radical  est  évidemment  positive. 

Il  est  facile  de  voir,  en  outre,  qu'elles  sor.t  toutes  deux  positives  :  car, 
d'après  Téquation  [6],  leur  produit  O'o*  est  positif»  ainsi  que  leur  somme 

(2Ô      2\ 
^•h'W.  Le  problème  ne  peut,  cependant,  avoir  qu'une  solution;  car  deui 

puits  de  .profondeurs  différentes  ne,  peuvent  correspondre  à  une  même  valeur 
de  0.  Pour  expliquer  cette  singularité,  et  trouver  quelle  est  cell»  desdeux  racines 
qui  répond  à  la  question ,  remarquons  qu'en  élevant  au  carré  les  deux  membres 
de  l'équation  [4],  nous  formons  une  équation  nouvelle,  qui,  il  est  vrai,  ne  peut 
manquer  d'être  satisfaite  si  la  proposée  Test  elle-même ,  mais  qui  peut  l'être 
aussi  sans  que  celle-ci  le  soit.  Les  deux  membres  auraient,  en  effet,  même 
carré,  s'ils  étaient  égaux  et  de  signes  contraires.  L'équation  [5]  équivaut  donc 
réellement  (126]  aux  deux  suivantestr 


-i=v/f'  — :=-\/t- 


La  première  de  ces  équations  est  la  seule  qui  corresponde  au  problème  pro- 
posé; et  sa  solution  est  lasoljition  dû  problème.  Or  cetta  solution  est  moiudoQ 

X 

qcue  vO,  puisque,  0 étant  positif,   il  en  est  de  même  de  vO  —  (b:  au  con- 
traire, la  solution  de  la  seconde  équation  est  plus  grande  que  vO,  puisque 
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0 est  négatif;  elle  est,  par  conséquent,  la  plus  grande  racine  de  r6qua> 

tion  |5]  :   elle  doit  être  rejetée  comme  solution  étrangère.  Ainsi,  la  solution 
cherchée  est  : 


_v'^9      \\v     g)      y" 


Remarquons  que,  dans  Téquation  [6]  qui  fournit  cette  solution,  v  repré> 
sente  la  vitesse  du  son,  égale  à  333  environ  ;  le  carré  v'  est  donc  iin  nombre 

assez  considérahle ,  et  --^  i  coefficient  de  x,  est  très-petit.  D'ailleurs,  la  solu- 
tion cherchée  est  la  plus  petite  des  deux  racines.  Il  y  a  donc  lieu  d'appliquer 
à  la  recherche  de  sa  valeur  les  formules  de  l'article  263  ;  en  adoptant  la  pre- 
mière, il  viendra  : 


C'est  la  formule  dont  on  devra  se  servir  dans  les  applications.  En  effet, 
1  vaut,  i  peu  près, -1^ 


-,  vaut,  à  peu  près,  ^^^^  ;  et  comme  l'unité  de  longueur  est  le  mètre,  on 


peut,  sans  aucun  inconvénient,  négliger  les  quantités  de  Tordre— 

La  formule  [a]  peut,  du  reste,  se  simplifier  un  peu,  si  l'on  remarque  que, 

20 
V  étant  grand,  •-  est  petit  ;  en  sorte  qu'en  le  négligeant  dans  une  première 

approximationi  on  peut  écrire  : 


e'ist  ta  formule  qui  conviendrait,  en  supposant  la  vitesse  du  son  ironie.  Pour 
obtenir  un  terme  de  correction,  posons  : 

Nous  aurons,  pour  déterminer  a,  l'équation  : 

2      28       2   ^     ' 
9      V 

d'où  Ton  tire,  en  chassant  le  dénominateur  du  premier  membre , 
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9ttA 

Négligeant  — ,  qui  est,  à  la  fois,  tris-petU,  à  tautê  du  facteur  a- et  du 


facteur -,  on  en  déduit  : 


et  Ton  a  enfin,  comme  Talear  approchée  de  s  : 

Cest,  du  reste,  la  formule  à  laquelle  on  serait  arrivé,  en  effectuant  la  di?i- 

(2     26\ 
-  +  — -j,  et  en  s'arrétant  après  avoir  trouvé  les  deux  premiers 

tenoes  du  quotient. 

t89.  Pboblèms  II.  Fariager  une  droite  kB  en  deux  parties  telles,  que  la  plus 
grande  AX  soit  moyenne  proportionneUe  eiUre  la  plus  petite  et  la  ligne  entière. 


1 

A  X  B 

Soit  a  la  longueur  de  AB;  désignons  AX  par  m,  et,  par  suite,  BX  par  {a—x)\ 
nous  aurons^  d'après  l'énoncé,  la  proportion  : 

-=^-.  Il] 

Oo  en  tire  l'équation  :  s'=a(a— âp), 

ou  «»H-a«— a'=0.  f2] 

Delà  ,^-a±V5^^a(-l±V5)^       ,  ^jj 

Biscussioif.  Les  deux  racines  sont  évidemment  réelles.  Comme  ^  est  com- 
prise entre  2  et  3,  la  première  racine  est  positive  et  plus  petite  que  a  ;  elle  est 
donc  la  solution  demandée.  Hais  la  seconde  est  négative,  et  sa  valeur  absolue 
est  plus  grande  que  a;  elle  doit  donc  être  rejetée. 

Cependant  on  peut  interpréter  cette  solution  négative.  En  effet,  désignons-la 
par  (-^a)  :  comme  elle  vérifie  l'équation  [2],  on  doit  avoir  : 

(  — a)>=a(a  — (— a)  I,    ou    a*=a(a+o). 

Ainsi  a  est  une  moyenne  proportionnelle  entre  a  et  (a+a)>  ot  répond  évidem- 
ment i  la  question  suivante  : 

TromeTf  sur  la  ligne  AB  prolongée,  un  point  X'  tel,  que  sa  distance  a  au 
point  A  soit  moyenne  proportionneUe  entre  sa  distance  (a  +  a)  au  point  B  etla 
ligne  AB=a. 

I 1 1 

X'  A  B 

I^  deux  solutions,  que  nous  venons  de  rencontrer,  résolvent  d'une  manière 
générale  le  problème  suivant  : 
Trouver,  sur  une  droite  indéfinie,  sur  laquelle  sont  pris  deus  points  A  et  B, 
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un  point  X  tel,  que  la  distance  ÂX  soit  moyenne  proportionnée  entre  BX 

elAB. 

Et  il  arrive  que,  comme  dans  la  plupart  des  problèmes  da  premier  degré,  la 
solution  négative  doit  être  portée  sur  la  droite  AB,  en  sens  opposé  à  la  lolution 
positive. 

On  aurait  pu,  d'ailleurs,  éviter  la  solution  négative,  en  comptant  les  dis- 
tances à  partir  du  point  B.  Car,  en  désignant  par  x  la  distance  BX  (1'*  fîg.)» 
et,  par  suite,  par  (a— s)  la  distance  AX,  on  aurait  eu  la  proportion  : 

a         a—» 
a— «        «    ' 
d*où  Ton  eût  tiié!UéqDatiatt 

et,  par  suite  «= .  [oj 

Ces  deux  solutions  sont  positives  :  la  première,  qui  est  plus  gcande  que  Oy 
donne  le  point  X'  ;  et  la  seconde,  qui  est  plus  petite  que  a,  donne  le  point  X. 
Construction  oes  solutions.  Les  formules  [3], qui  peuvent  s'écrire: 

conduisent  immédiatement  à  la  construction  qu'on  indique  dans  les  Éléments 

/5 

de  géométrie.  Car  \/  -r  +  a*  est  l'hypoténuse  du  triangle  rectangle,  qui  a  pour 

àb  au 

côtés  de  l'angle  droit  AB  et  —  ;  et,  pour  avoir  op*,  il  faut  retrancher  — -  de 

cette  hypoténuse,  tandis  que,  pour  avoir  la  valeur  absolue  de  x*,  il  faut  ajouter 
les  deux  longueurs.  On  porte  d'ailleurs  (b'  de  A  s  ers  B,  et  «*  en  sens  contraire. 
Remarquons  encore  que  l'équation  [2]  peut  s'écrire  : 

par  conséquent,  le  problème  proposé  revient  à.  celui -d.  :  Trottrer  dêuè  lignes 
X  el  x  +  a,  dont  la  différence  eu  a,  et-  dont  la  moyenne  proportùmtisUû  est  a. 
On  apprend,  en  géométrie,  à  résoudre  oatte  question,  et  l'on  retueve  la  con- 
struction précédente. 

288.  Problème  III.  Trouver,  sur  une  ligne 
FQy  un  pottU  X  égaiemeni  éclairé  par  devs 
lumières  A  et  B,  dont  lee  intensHit  sont  i  et 
if.  On  donné  AP  =  a,  BQ  =  b,  et  PQ  =r  d; 
AP  et  BQ  étant  les  perpendiculaires  abaissées 
des  points  A  et  B  sur  la  ligne  PQ. 

Pour  résoudre  ce  problème,  on  doit  se  rap- 
peler que  l'intensité  de  la  lumière  est  en  raison 
inverse  du  carré  de  la  distance  du  point  éclairé  au  point  lumineux;  de  sorte 

• 

qu'une  lumière,  d'intensité  t,  éclaire,  à  la  distance  «,  avec  une  intensité  ^. 
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On  âait  aiQÎr^  par  conséquent  : 

♦    _   f 
Ai*      BX»' 


•« 


ou,  ea  dtegnant  PX.par  s,,  et,  par  oonséquant^  QX  pao  (d^— •} 

i     _         i' 

00,  en  chassant  les  dénominateurs  : 

B»»+<(l~»)»],û=r(a34-4^.tf.  [2] 

Discnssion.  Sans  entrer  dans  les  détails  de  la  solution  de  cette  équation  du 
deuxième  degré,  et  des  conditions  de  possibilïtô  du  problème»  cherchons  à 
interpréter  les  solutions  négatives  qu'elle  peut  avoir.  Si  Ton  désigne  par  (— «) 
une  solution  négative,  cette  solution  doit  vérifier  Téquation  [1]  ;  on  doit  donc 
avoir  : 

t     ^  ir 

a>  +  a»     6»4.(d4-a)a-  [31 

Cest  ]h  pFédaément  réqnatiftn  qu9  l'on  anrait  dOt  éorhe  si,  oharobant  Vb^ 
point  X  àganehe  ds  P-,  on  avait  désigné  par  a  sa  distanoe  incomiae  au  point  Pi 
Ui  soluHonsv  négictivea  Ibaniiuant  dnia»  de»  solutions  àw  problème  proposé, 
pourra  que  Tan.  port»  la  longueur  qu'elles  représentent  à  gauohedu  point  P, 
c'ert-èHiiie  dans  un  sens  opposé  à  eelui  qui  correspond'  aur  solutions  posîtivOs. 

289.  Problâmr  lY.- Étant  donnés  un  cercle  dont  le  centre  esl  Q„  un  de  ses 

^ •  diamètres  AB^  ei  une  corde  CD 

perpendieulaire  à  AB;  on  de^ 
mande  de  tracer  un  cercle  tan- 
gentf  à  la  fois,  au.  cercle  0.,.  au 
diamètre  et  à  la  cordû 

Soient  OA=il,  OI=ia..  Suppo- 
sons qu'on  veuille  o^nstruire  le 
cercle  G  inscrit  dans  le  segment 
Aie.  Prenons  pour  inconnue  son 
rayon,  et  posons  GT=IT=«.  La 
droite  06,  qui  joint  les  centres, 
^  passer  par  le  point  de  contact  H  des  deux  cercles;  elle  coup»  d'ailleurs  le 
cercle  inconnu  en  S.  Or  la  tangente  OT  est  moyenne  proportionnel!»  entre  la 
sécante  entière  OH  et  sa  partie  extérieure  OS.  On  a  donc  : 

Ôt'  =  0HX0S,    ou    (a  +  ir)»=R(R— 24,  'flj 

ou,  en  développant  et  en  ordonnant, 

a;?+2(R+o)*— R'+o'=0.  [21 

On  en  tire:          «=— <R  +  a)±V(R+é^-f(H'—a'); 
ott,  lédttisant  :  
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Discussion.  Ces  deux  racines  sont  évidemment  réelles,  puisque  2R  (R  +  a) 
est  une  quantité  positiYe  ;  et^  comme  a  est  plus  petit  que  R,  on  voit,  à  l'inspec- 
tion de  l'équation  [2],  que  Tune  d'elles  est  positive  et  Tautre  négative. 

La  solution  positive  af  se  construit  avec  une  grande  facilité  :  car  le  radical 
est  une  moyenne  proportionnelle  entre  2R  et  (K  +  a)>  c'est-à-dire  entre  BA 
et  BI;  il  est  donc  égal  à  BC.  Donc  : 

«'=BC— BI. 

Donc,  si  Ton  prend  BT=BCj  IT  sera  égalas'  :  ce  sera  le  rayon  cherché. 
Pour  avoir  le  centre,  on  élèvera  en  T  une  perpendiculaire  T6  sur  AB,  et  on  la 
prendra  égale  à  IT. 

Quant  à  la  solution  négative  s*,  elle  est  égale,  en  valeur  absolue,  SkBC  +  BI. 
Pour  l'interpréter,  remarquons  que,  si  on  la  désigne  par  ( — a),  elle  doit  véri- 
fier l'équation  [1]  i  on  doit  donc  avoir  : 

(o-a)»=R(R-h2a),    ou    (a-a)»=R(R-f-2a).  [4] 

Or  c'est  là  précisément  l'équation  qu'il  eût  fallu  écrire,  si  l'on  avait  voulu 
tracer  un  cercle  tangent  extérieurement  à  l'arc  BC,  au  diamètre  et  à  la  corde 
prolongés,  et  que  l'on  eût  appelé  a  son  rayon  inconnu  ;  on  s'en  assure  aisément 
en  faisant  la  figure.  Ainsi  la  racine  négative  fournit  une  seconde  solution  du 
problème;  et  pour  avoir  le  point  de  contact  Ti  du  nouveau  cercle  et  du  dia- 
mètre AB,  il  suffit  de  porter,  sur  ce  diamètre,  à  gauche  de  B,  une  longueur  BTt 
égale  à  BC. 

On  voit  qu'ici  encore  les  deux  rayons  IT=BC— BI  et  ITi=BC-|-BI  sont 
portés,  à  partir  du  point  I,  en  des  sens  opposés,  comme  l'indiquent  les  signes 
dont  leurs  valeurs  sont  affectées  dans  les  formules  [3]. 

Il  est  évident  que  les  points  T  et  Ti  sont  les  points  de  contact  de  deux  autres 
cercles  égaux  aux  premiers,  dont  les  centres  sont  symétriquement  placés  au- 
dessous  du  diamètre  AB,  et  qui  répondent  aussi  à  la  question. 

Si  Ton  veut  maintenant  inscrire  un  cercle  dans  le  segment  BIG,  on  trouvera, 
par  des  raisonnements  analogues,  l'équation 

(as— a)«=R(R— 2«),  [5] 

qui  diflerera  de  l'équation  [1],  et  qui  ne  pourra  pas  s'y  ramener  par  le  change- 
ment de  sigoe  de  x.  Sans  entrer  dans  le  détail  de  cette  nouvelle  solution,  nous 
dirons  seulement  que  la  racine  négative  correspondra  au  cercle  tangent  exté- 
rieurement à  l'arc  AC,  et  qu'on  obtiendra  les  points  de  contact  d^s  deux  cercles 
avec  le  diamètre  AB,  en  décrivant,  du  point  A  comme  centre,  une  demi-circon- 
férenôe,  de  rayon  AC. 

On  voit  que  le  problème  a  huit  solutions  fournies  par  deux  équations  du  se- 
cond degré. 

290.  ProblAkeY.  Partager  h  surface  d'un  cercle,  de  rayon  R,  en  moyenne 
et  extrême  raison,  par  une  circonférence  concentrique. 

On  peut  faire  deux  hypothèses  :  1*  la  surface  comprise  entre  les  deux  ^rcon- 
férences  est  la  moyenne;  2*  la  surface  du  cercle  inconnu  est  la  moyenne. 
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Dans  le  premier  cas,  si  Ton  désigne  par  x  le  rayon  du  cercle  cherché,  Téqua- 
tioû  du  problème  est  : 

icR»      _it(R'— g^ 

ou  (R»— «»)»=RV.  *  [1] 

On  tire  delà:  R»— a^=R«,    ou    R«— *»=— R». 

la  première  de  ces  deux  équations  donne  : 

^^R(-l±v/5).  l„ 

et  Useoonde,  qui  n'en  diffère  que  par  le  signe  de  x,  donna  : 

.=^ilfii>.  '  [3] 

Discijssioii.  Ces  quatre  radnes  sont  égales  deux  à  deux  et  de  signes  con- 
traires. Mais  les  racines  négatives  n'ont  pas  de  signification  dans  cette  ques- 
tion géométrique;  elles  doivent  être  rejetées.  Quant  aux  racines  positives,  la 
première,  ^ 

rV5~1) 

2 

ai  la  plus  grande  partie  du  rayon  R  dimsé  en  moyenne  et  extrême  raUon  : 
eOe  répond  directement  à  la  question  de  partage,  La  seconde, 

r(v^-h). 

»- 2 ' 

ea  la  ligne  dont  la  moyenne  serait  R  dans  la  division  en  moyenne  et  extrême 
rottofi.  Cette  ligne,  plus  grande  que  R,  donne  une  solution  qui  ne  convient  pas 
au  problème  tel  qu'il  a  été  posé.  Mais,  que  l'on  en  généralise  renoncé  de  la 
manière  suivante  : 

Construire  un  cercle  concentrique  à  un  cercle  donné,  et  tel  que  la  couronne 
toit  moyenne  proportionnelle  entre  les  surfaces  des  deux  cercles , 

Ce  nouvel  énoncé  n'exigera  plus  que  le  rayon  inconnu  soit  plus  petit  que  R. 
Si  on  le  suppose  plus  grand^  l'équation  nouvelle, 

ne  différera  pas  de  l'équation  [1];  et,  par  suite,  la  seconde  solution  conviendra, 
comme  la  première. 

Supposons  maintenant  que  ce  soit  le  cercle  inconnu  qui  doive  être  moyenne 
proportionnelle  entre  le  cercle  donné  et  la  couronne  :  l'équation  du  problème 
est  alors: 

^^=1^^'    ^   x'+RV-R.=0.  [41 

On  pourrait  résoudre  cette  équation  bicarrée  par  les  méthodes  connues.  Mais 
il  vaut  mieux  poser  : 

x^=Ry;  [5] 
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et  Péquotion  devient,  «piès  avoir  été  divisée  par  H>  : 

elle  est  identique  avec  la  première  des  équations  du  premier  cas.  Ainsi  U 
Mileur  négative  de  y  doit  être  rejetée  ;  et  la  valeur  positive  est  la  plus  groMde 
partie  du  rayon  divisé  en  moyenne  et  extrême  rçtison.  Quant  au  rayon  x  du 
cercle  inconnu,  U  est,  d'après  Véquation  [b],  une  moyenne  proportionnelle  entre 
le  rayon  du  cercle  donné  et  la  moyenne  y. 
On  construira  aisément  les  trois  solutions.de  ce  problème. 


"S  II.  Problèmes  ià  plasîenrs  inconnues. 

ZBt,  Problème  YI.  CaXculer  les  côtés  de  V angle  droit  d^un  triangle  rectangU, 
connaissant  Vhypoténuse  a  et  ki  hauteur  h  abaissée  du  sommet  de  Vangle  droû 
sur  Vhypoténuse. 

Soient  s  et  y  les  deux  cOtés  luconnus;  le  tbéorèmede  Pyfhagore  donne  l'équa- 
tion : 

a;»+y»=a>.  fl] 

ion/      ah 
La  surface  dM  triangle  a  pour  expressions  "f^^  -^9  donc  on  a  : 

jBByz^ah.  [2] 

En  doublant  les  deux  membres  de  Téquation  [2],  et  en  l'ajoutant  ensuite  à 
réquation  [1],  on  a: 

d'où  l'on  tire,  en  extrayant  las  racines  narrées  des  deux  jnembies,  ce  qui  est 
permis,  puisqu'ils  sont  positifs  : 

a4-y=V^a2+2a/i.  {31 

Si,  au  lieu  d\idflifionner  les  deoz  équations  membre  à  membre,  on  soustrait 
la  seconde  de  la  première,  on  a  : 

(«— y)»=a'— îofc; 

et,  comme  on  peut  supposer  que  x  est  le  plus  grand  des  deux  c6tés  cherchés,  on 
a,  en  extrayant  les  racines  : 

«— Itev/a»— 3aA.  f4J 


On  connaît  donc  la  somme  [3]  et  la  différence  [4]  des  inconnues,  et  Ton  en 
conclut  : 

:    ^ ^ 15] 
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DiscoBSioir.  Pour  que  le  problème  soft  iwssible,  il  faut  et  il  suffit  que  les 
Tsleoisde  s  et  de  y  soient  réelles^  c'est-à-dire  que  Toa  ait  : 

o>2h,    ou    fc<?.  [6J 

*• 

t98.  Remàbqub.  Ces  inégalités  [6]  n'excluent  pas  les  égalités  limites, 

car  les  Taleuis  de  «  et  de  y  restent  réelles  et  positives,  dans  cette  hypothèse. 
elles  fournissent  donc  les  solutions  des  deux  questions  suivantes  : 

1*  Pormt  Uau  Us  triangles  rectangles,  de  hauteur  donnée  h,  quel  est  celui 
dont  Vhifpotémsse  est  la  plus  ^petite  possible? 

C'est  le  triangle  dont  rhypoténuse«est  égale  à3/i.  Il  est  isocèle;  oar,  dans 
ce  cas,  _ 

«=y=fcV^2. 

V  Parmi  toia  les  triangles  rectangles^  de  même  kifpoténuse  a,  quel  est  celui 
dont  la  hauteur  est  la  plus  grande  possible? 

Cest  le  triangle  dont  la  hauteur  est  égale  à  -.  U  est  isocèle;  car,  dans  ce  cas, 

o\/2 

iMS.  PaùBLÈan  ¥11.  Déterminer  Us  tMs  d'un  triangU  reetangU,  eonnais- 
sont  sa  surface  m' et  son  périmètre  Tp- 

Soient  s.  y,  s  les  côtés  du  triangle;  jr  étant  Thypoténuse,  on  a,  d'après 
renoncé  et  en  se  servant  de  propositions  très-connues  : 

j^=«p  +  y«,  [1] 

«  +  y  +  s=2p^  f2J 

2m^=xy.  [3] 

En  multipliant  par  2  les  deux  membres  de  la  troisième  équation,  et  l'ajoutant 
ensuite  à  la  première,  on  a  : 

i»+4m«=«»  +  y»  +  2«y,    ou   jr»  +  4m»=(«  +  y)».  [4] 

U  seconde  donne  d'ailleurs  l'équation  : 

»  +  y  =  2p^jr;    d'où    (»  +  y)«=(2p— ;f)».  [6] 

En  égalant  les  deux  valeurs  de  («  +  y)'  fournies  par  les  équations  [4]  et  [5] , 

on  a: 

(2|>— jr)»=jr«  +  4m>; 

ou,  en  effectuant  l'élévation  au  carré  indiquée  dans  le  premier  membre,  puis  en 
supprimant  le  terme  m^  qui  est  commun,  et  en  divisant  les  deux  membres  par  4, 

p»— pji=m'; 

d'où  Von  déduit  :  ji = Ê^^.  161 

P 
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Puis  X  étant  connu,  les  équations  [2]  et  [3]  font  oonnaltze  (s+if)  et  xy; 
car  elles  donnent  : 

«+y=2p— X==^-^,    «y=am»; 
s  et  y  sont,  par  conséquent,  racines  de  Téquation 


On  a  donc:  =*-? — ±1/        T^i    — 2"*' 

y        2p  V         4p* 


m 


Discussion.  Comme  la  yaleur  [6]  de  x  doit  être  positive,  Pune  des  conditions 
de  possibilité  du  problème  est  : 

p>m. 

Mais  cette  condition  ne  suffit  pas  ;  il  faut,  en  outre,  que  les  valeurs  de  x  et 
de  y  soient  réelles  et  positives. 

Or  on  voit,  à  l'inspection  de  l'équation  qui  les  fournit,  qu^elles  sont  posi- 
tives, si  elles  sont  réelles.  Il  suffit  donc  d'exprimer  qu'elles  sont  réelles,  c'est- 
à-dire  que  Ton  a  : 

^-^i^— 2m»>0,     ou     (p»+mV— 8p«m»>0. 

Or  le  premier  membre  peutêtre  considéré  comme  la  différence  de  deux  car- 
rés. Cette  inégalité  équivaut  donc  à  la  suivante  : 

(p»  +  m»-|-2pm  v^2)  (p»+m>— 2pm  v^2)>0. 

Vais  le  premier  facteur  est  positif  :  il  faut  donc  que  Ton  ait  : 

pï  +  m»  — 2pmV2>0.  [8] 

Telle  est  la  condition  à  laquelle  p  et  m  doivent  satisfaire.  On  peut  en  déduire 
les  limites  entre  lesquelles  peut  varier  p  pour  une  valeur  donnée  de  m,  ou  m 
pour  une  valeur  donnée  de  p.  Nous  obtiendrons  ces  deux  résultats  à  la  fois,  ea 


m 

elle  devient  : 


posant  —  =  r.  Si,  en  effet,  Ton  di?ise  par  m' les  deux  membres  de  Tinégalité  [8], 


t«— 2r^+l>0. 

Or  son  premier  terme  est  positif:  on  en  conclut  que,  pour  qu'elle  soit  satisfaite, 
r  doit  être  plus  grand  que  la  plus  grande  racine  de  Téquation  r^  —  2r  ^2  +1  =0, 
ou  plus  petit  que  la  plus  petite;  c'est -i  dire  plus  grand  que  (^  + 1)  ou  plus  petit 
que  (v^—  l).  Mais  p  étant,  comme  on  l'a  vu,  plus  grand  que  m,  le  rapport 

^  ne  peut  pas  être  moindre  que  (v^2  -^  1  )  ^  il  fonil  donc  fu'ti  lotl  pUu  grand  qui 
m 

{J2  + 1)«  D'arlleurs,  cette  condition  entraîne  la  première;  elle  est  donc  la  seuls 
condition  de  possibilité  du  problème. 
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294.  Rbkàrqub.  Le  triangle  rectangle,  dont  le  périmètre  est  3p  et  la  lur- 
face  m'y  n'est  possible  que  si  Toi^a  : 

on  en  conclut  :        m  <    _^     ,    ou    m<pCv^  — 1\, 

Vî+l  '' 

et  p>»n(v^2+l). 

Ces  inégalités  n'excluent  pas  les  égalités  limites, 

m=p(v^-l),    p  =  m(v^  +  l); 

ear,  dans  cette  hypothèse,  les  valeurs  des  inconnues  restent  réelles  et  positives. 
Elles  fournissent  donc  la  solution  des  questions  suivantes  : 

1*  Parmi  Ums  les  triangUi  redangïeSf  de  même  périmètre  2p,  quel  ett  celui 
dont  la  surface  est  la  plus  grande  possible  ? 

Cestle  triangle  dont  la  surface  est  m'=p>(^2»l)*.  11  est  isocèle;  car 
les  c6tës  de  Vangle  droit  sont  donnés  par  la  formule  :  «  =  y  =.p  (2  —  ^3).  L'hy- 
poténuse 1  =  2p  (^  —  l)  • 

2*  Parmi  les  triangles  rectangles,  de  même  surface  m\  quel  est  celui  dont  le 
périmètre  est  minimum  ? 

Cest  le  triangle  dont  le  périmètre  est  :  2p  =  2m (^2  +  l)*  Il  est  isocèle;  car 

les  côtés  de  l'angle  droit  sont  donnés  par  la  formule  :  x  =  y=:m^.  L'hypo- 
ténuse s  =  2m. 

295.  Pboblêmb  YlII.  Inscrire  dans  une  iphèrCf  de  rayon  R,  un  cylindre 
dont  la  surface  totale,  y  compris  les  deux  hases,  soit  équivalente  à  un  cercle, 
de  rayon  donné  m. 

Si  Ton  nomme  x  le  rayon  de  base  et  y  la  hauteur  du  cylindre,  la  géométrie 
fournit  immédiatement  les  équations  suivantes  : 

ap>  +  ^  =  R»,    27cx«  +  2itry=:iim»;  [1] 

et  cette  dernière  devient,  en  supprimant  le  facteur  ir, 

2*»  +  2xy  =  m».  [2J 

m'  —  2x* 
Oa  déduit  de  [2]  :  y=  — ^ — ; 

et,  en  substituant  cette  valeur  dansLia  première  équation  [1],  on  a  : 

^      le*'  ' 

« 

chassant  les  dénominateurs,  et  réduisant  les  termes  semblables ,  on  obtient  l'é- 
qu&tion  bicarrée  : 

20«*  —  (4m>  +  ISR*)*»  +  m<  =  0;  [3] 

d'où  l'on  déduit  : 

.      (m'  -f4Rndb>/(m'-f-4R7-  bm*  , . , 

a?  =  — J5 ;  l^J 

A1.0.  B.  !«•  Partib  <5 
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•t  par  suite,         «  =  y '-^— s .  {B] 

Discussion.  A  la  seule  Inspection  de  Téquation  bicarrée  [3],  on  s'aperçoit  que, 
si  les  Taleurs  de  afi  sont  réelles,  elles  sont  toutes  deux  pontives,  et  elles  four- 
nissent par  conséquent  chacune  une  valeur  réelle  et  positive  de  s.  Mais  il  ne 
suffit  pas  que  x  soit  réel  et  positif,  il  faut  aussi  que  y  le  soit;  par  suite,  on  doit 
avoir  : 

m»— 1l4^>0,    on    »<-7=.  16] 

Le  problème  aura  donc  autant  de  solutions  quMl  y  aura  de  valeurs  de  m  four- 
nies par  la  formule  [5],  et  satisfaisant  ft  celte  condition  [6]. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  d*abord  que  les  valeurs  de  s  soient 
réelles;  il  suffit,  pour  cela,  comme  nous  Tavons  dit,  que  celles  de  sfi  le  soient; 
ce  qui  exige  seulement  Tinégalité  : 

(m»  +  4R«)«  — 5m«>0, 

ou  (m«  +  4R'  — m' y/b)  (m«  +  4R»  +  m^yS)  >  Ol 

Or  le  second  facteur  est  positif;  il  faut  donc  que  Ton  ait  : 

in«  +  4R"  — m»V5>0; 
d'où  m»  <  -4^ ,     ou    m*  <.R»  (v^  + 1).  [7J 

Cette  condition  étant  remplie,  la  plus  petite  valeur  de  x  convient  toujours  à 
la  question;  car  elle  satisfait,  en  outre,  à  l'inégalité  [6],  c'est-à-dire  que  l'on  a  : 


ma  +  4R'— V(m'4-4R')'  — 5m<   ^  m* 

OU,  en  chassant  les  dénominateurs,  et  transposant  : 

4  (R*—  m»)  <  V(4R»  +  m»)»-5m<. 

Et,  en  effet,  si  m  est  plus  grand  que  R,  celte  inégalité  est  évidente.  Si,  ao  con- 
traire, m  est  plus  petit  que  R,  les  deux  membres  étant  positifs,  il  est  permis  de 
les  élever  au  carré  (t«4),  et  l'inégalité  devient  : 

16(R*-2R'm»+fii<)<  16R«  + 8R»m»+m*— OUI*, 
ou  20m<— 40R»ïn»<0;    d'où    m*<2R'; 

ee  qui  est  vrai.  Le  problème  a  donc  toujowrt  vne  sohaion,  dès  qw  la  otmdt- 
It'on  |7]  eslvérifUe, 
Pour  que  la  plus  grande  valeur  de  x  convienne  aussi,  il  fiint  que  Ton  ait  de 

même  :  ' 

m»  +  4R«  -h  v/(m»  4-  4R')»  —  5m<  ^  m« 

Tô <Tî 

0U|  en  chassant  les  dénominateurs  et  réduisant  : 

V^(m»  +  4RV  -  ûm*  <  4(m»  —  R>). 
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Or  si  m  est  moindre  que  R,  cette  inégalité  est  impOMiUa,  et,  par  conséqMBl, 
la  seconde  solution  n'eiiste  pas.  Si  m  est  plus  grand  que  R,  les  deux  memlires 
de  Tinégalité  étant  positifs,  on  peut  les  élerer  au  carré  ;  il  Tient  ainsi  : 

{in(»  +  4R«)«— 5m«<16(m«  — R»}*;    d'où    m»>2R». 

/{ faut  donc^  peur  qu'il  y  ait  deux  solutions,  que  m*  soit  compris  entre  2R> 

flR»(V5  +  l)* 


Rbmabqtje.  On  peut  se  rendre  compte,  do  la  manière  snirtnte,  des 
résultats  que  nous  Tenons  d'obtenir. 

L'équation   [2]^  lorsqu'on  y  remplace  y  par  sa  Taleur  positive  tirée  de  [1] , 
donne,  pour  expresnon  de  la  surface  totale  du  cylindre  inscrit  dans  la  spliére  : 

«m* = 2iw  («  +  2  ^R«— «•)• 

Si  Ton  examine  les  valeurs  successives  par  lesquelles  passe  cette  surface 
lorsque  le  rayon  x  de  la  base  augmente  depuis  0  jusqu'au  rayon  R  de  la  sphère, 
on  voit  qu'elle  est  nulle  pour  s=0;  puis,  qu'elle  augmente  avec  x  jusqu'à  une 

limite  que  le  calcul  fait  connaître,  et  qui,  d'après  ce  qui  précède,  est  icR'(  V^+ 1) î 
la  Taleur  de  s,  qui  fournit  ce  maximum,  est,  d'ailleurs  : 

*=^\/l0(5  +  >/5). 

Puis,  lorsque  m  augmente  jusqu'à  R,  la  surface  diminue  jusqu'à  la  Taleur  2irR*, 
qui  correspond  au  cas  où,  la  hauteur  étant  nulle,  le  cylindre  se  réduit  à  ses 
deux  bases  qui  sont  deux  grands  cercles.  Or,  en  augmentant  depuis  zéro  jus- 
qu'au maximum,  pour  diminuer  depuis  le  maximum  jusqu'à  2nR',  il  est  évi- 
dent que  la  surfiice  du  cylindre  passe  deux  fois  par  toutes  les  Taînin  oom* 
prises  entre  le  maximum  et  2icR',  et  une  seule  fois  par  celles  qui  sont  moindres 
que  2icR'. 

297.  Quelques  problèmes  sont  considérablement  simplifiés 
par  un  cboix  habile  de  rinconnue.  En  voici  deux  exemples  : 

PaoBLÂME  IX.  Trouver  quatre  nombres  en  proportion ,  connaissant  la  somme 
des  moyens  2s,  la  somme  des  extrêmes  2sf,  et  la  somme  des  carrés  des  quatre 
termes  4q'. 

Prenons  pour  inconnue  le  produit  x  des  moyens;  leur  somme  étant  2i,  ils 
sont  [tWB)  racines  de  l'équation  : 

x'— 2W  +  fl5=:0, 

et  égaux,  par  conséquent ,  à 

Comme  le  produit  des  extrêmes  est  égal  au  produit  des  moyens,  on  Terra, 
de  la  même  manière,  que  les  extrêmes  sont  : 


En  formant  la  somme  des  carrés  de  ces  quatre  expressions,  on  trouTe  : 

4#»  +  4s^  — 4»; 


228  LIVRE  III. 

réquation  du  problème  est  donc  : 

Od  déduira  de  là  la  valeur  de  rr,  et,  par  suite ,  les  quatre  termes  de  II  p^opo^ 
tiOD,  qui  sont,  tout  calcul  fait  : 


ï  — A» 


RESCAaQOB.  Il  est  naturel  de  prendre  pour  inconnue  le  produit  des  moyens, 
parce  que  ce  produit,  pour  chaque  proportion,  n'admet  qu'une  seule  valeur.  Si 
Ton  cherchait,  par  exemple,  à  déterminer  un  des  moyens,  on  devrait  les 
trouver  tous  les  deux  par  le  môme  calcul;  car  rien  ne  les  distingue  dans 
renoncé.  L'équation  serait  donc  au  moins  du  second  degré. 

Pour  que  le  problème  soit  possible ,  il  faut  qu'on  ait  : 

*>  <  q\    s^  <  qK 

208.  Problème  X.  Trouver  une  proporiiony  connaissant  la  somme  4s  de 
ses  termes,  la  somme  4q'  de  leurs  carrés,  et  la  somme  kc^  de  leurs  cubes. 

Prenons  pour  inconnues  la  différence  kx  entre  la  somme  des  extrêmes  et  la 
somme  des  moyens,  et  le  produit  y  des  extrêmes  ;  désignons  par  a,  h,  c,  d,  Ifé 
quatre  termes  de  la  proportion;  nous  aurons  : 


j  a  +  d  +  c  +  6=4#, 
1  o  +  d— (c  +  b)=4*. 

on  tire  de  là:  \tl^=l"^T'- 


[1] 
[2] 


Comme  l'on  a:  adr^y^    {>c=y,  [3] 

on  en  déduit  (ts«)  pour  a,  b,  e^  d^  les  valeurs  : 

a  =  s  +  X'\-  v'(r+i7— Vi 
d-f  +  x  — v^(s-i-«)'— y, 
6  =  «  — x+ v^(«  — a;)=  — y, 
c=« — X—  ^(«— «;»— y. 


w 


La  somme  des  quatre  carrés  est,  comme  on  le  calcule  facilement  : 

8(*'  +  «*)  — 4y; 
et  la  somme  des  quatre  cubes  est  : 

16*(«»  +  3a»)— 12«y; 
ce  qui  fournit  les  équations  : 

8  («»  +  ««)  —  4y  =4g«, 
16«(««+3«>)  — 12«y=4c»; 

OfQ,  en  divisant  par  4  les  deux  membres  de  chacune  d'elles,  et  en  transposant  * 

1  12*a»— 3*y=c»  — 4«».  ^^ 
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En  résolvant  cea  deux  équations,  on  tiottTe  : 

,     c  »—  3g»»  +  2*»  c»  —  6<?'jr  -f  ^** 

2*= — • — t    y^= ; 

et,  si  Ton  substitue  les  Taleurs  de  «  et  de  y  dans  les  formules  [4],  on  obtient 
les  quatre  termes  de  la  proportion. 

EXERCICES. 

I.  Un  voyageur  part  d'un  point  B,  pour  aller  vers  un  point  C,  en  même  temps 
qu'an  autre  voyageur  part  de  G  pour  aller  vers  B.  Chacun  d'eux  marche  avec 
une  vitesse  constante.  Ces  deux  vitesses  ont  un  rapport  tel ,  que  le  premier 
arrive  en  C  quatre  beures  après  qu'ils  se  sont  rencontrés,  et  que  le  second  ar- 
rive en  B  oeuf  heures  après  cette  rencontre.  On  demande  quel  est  le  rapport 
des  vitesses. 

SI  Von  déâgne  par  x  et  par  y  les  deux  vitesses,  par  d  la  distance  BC,  et  par  m 
la  distance  du  point  B  au  point  de  rencontre,  on  trouve  les  équations  : 

Z  __d  —  x     d--jf_         s__Q 

X     3 
et  l'on  en  tire:  "  =  .;• 

y     2 

II.  Trouver  un  nombre  de  deux  chiffres,  tel  que,  divisé  par  le  produit  de  ces 

deux  chiffres,  il  donne  pour  quotient  5-;  et  que,  si  Ton  en  retranche  9,  on 

obtienne  le  nombre  renversé. 
Le  nombre  est  32. 

III.  Trouver  un  nombre  de  trois  chiffres,  tel  que  le  second  chiffre  soit  moyen 
proportionnel  entre  les  deux  autres,  que  le  nombre  soit  à  la  somme  de  ses 
chiffres  comme  124  est  à  7,  et  qu'en  lui  ajoutant  594,  on  obtienne  le  nombre 
renversé. 

Le  nombre  est  348. 

IV.  Trouver  cinq  nombres,  en  progression  par  différence,  connaissant  leur 
somme  ba  et  leur  produit  p'. 

On  trouve  que  le  terme  du  milieu  est  égal  à  a,  et  que  la  raison  y  est  donnée 

par  l'équation  : 

4ay*— 5aV  +  o»— p*  =0. 

V.  Trouver  quatre  nombres,  en  progression  par  différeuce,  connaissant  leur 
somme  4a  et  celle  de  leurs  inverses  r. 

0 

En  représentant  les  quatre  termes  par  x— 3y,  s— y>  «+yi  a  +  3y,  on 
trouve  que  «=  a,  et  que  y  est  donné  par  Téquation  : 

9y*  +  10a(2b--o)y»  +  a*— 4fl»&=0. 

VI.  Mener  d'un  point  A,  à  un  cercle  G,  une  sécante  de  longueur  donnée  I, 
et  chercher  les  conditions  de  possibilité.  On  donne  la  distance  a  du  point  au 
centre,  et  le  rayon  R  du  cercle. 
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En  désignant  par  y  la  perpendiculaire  abaissée  de  rextrémité  de  la  sécante 
sur  le  diamètre  qui  passe  par  le  point  A,  et  par  x  la  distance  du  pied  de  cette 
perpendiculaire  au  centre,  on  trouve  : 

* 

•—        2a        '     ^~"  40»  • 

Les  conditions  de  possibilité  sont  :  si  le  point  A  est  extérieur  au  cercle^ 

2<a  +  R9    />a— R; 
et  si  le  point  est  intérieur, 

l<R  +  o,    Ï>R  — a. 

TU.  On  sait  que,  étant  donnés  un  point  A  et  un  cercle,  dont  le  centre  est 
en  O  et  dont  le  r&yon  est  R,  on  nomme  polaire  du  point  A  une  perpendiculaire 
àOA,  menée  par  un  point  X  de  cette  droite,  tel  que  OXxOA'=R*.  Cela  posé, 
deux  cercles,  de  rayon  R  et  R',  étant  donnés,  on  demande  si  un  point  M  de  leur 
plan  peut  avoir  même  polaire  dans  l'un  et  dans  l'autre. 

Il  faut,  pour  cela,  que  les  deux  cercles  ne  se  coupent  pas;  et, si  cette  condition 
est  remplie,  en  désignant  par  d  la  distance  des  centres,  on  trouve,  pour  la 
distance  du  pôU  au  centre  du  cercle  R, 


^^d'  +  R»— R'':fcv/(R4-R^  +  d)(K-hR^  — d)(K— R^-fd)(R  — R^— d) 

2d  • 

Vin.  Stmt  donnée  une  sphère,  de  rayon  R,  on  propose  de  la  couper  par  un 
plan  tel,  que  le  plus  petit  des  deux  segments  sphériques  ainsi  obtenus  soit  au 
cône  de  même  base,  qui  aurait  pour  sommet  le  centre  de  la  sphère,  dans  un 
rapport  donné  m. 

On  trouve  que  la  hauteur  du  segment  est  donnée  par  les  formules  : 


9 


— ft     ^^i»3(<y>+l)--v/(mH-l)(m-f9) 


IX.  Môme  problème,  en  supposant  que  le  cône  ait  pour  sommet  l'extrémité 
du  diamètre  perpendiculaire  à  la  base  commune,  située  dans  le  plus  grand 
segment. 

On  trouve  :  ap=0,     x=zR '    ,    > .  . ^ — • — . 

X.  Étant  donnée  une  sphère,  de  rayon  R,  la  couper  par  un  plan  tel,  que  la 
plus  petite  des  deux  zones  ainsi  déterminées  soit  à  la  surface  latérale  du  cône 
de  môme  base,  qui  aurait  pour  sommet  le  centre  de  la  sphère,  dans  un  rap- 
port donné  m. 

On  trouve,  pour  la  batteur  de  la  zone 

2m«R 


«=0,     x= 


w»-H4' 


XL  Môme  problème,  en  supposant  que  le  cône  ait  pour  sommet  Textrémité  du 
diamètre  perpendiculaire  à  la  base  commune,  située  dans  le  plus  grand  seg- 
ment. 
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Ont«u«:  ,=0,    x=R?li±Mi2!±ï. 

XII.  Pâitagar  oa  trapèze,  dont  les  bases  sont  a  et  b,  en  troie  parties  propor- 
tionnelles àm,  fi,  py  par  des  parallèles  aux  bases. 
En  désignant  par  a;  et  par  y  les  longueurs  des  deux  parallèles,  on  trouve  : 

(n  4-  p)  g*  -f  fnb^        ,  _  po^4-(wt  +  n)b» 

wi+fi+p      '     *  "~     m-^-n-^p 

XIIL  Inscrire  dans  un  oerde  de  rayon  R,  un  triangle  isooèle,  connaissant  la 
somme  a  de  la  base  et  de  la  hauteur. 
En  désignant  par  x  la  moitié  de  la  base,  et  par  y  la  hauteur,  on  trouye  : 

a  (a— R)d=V4R>-f2aR--a*                  a  +  4R  qp  2  Ah*  +  2aR  —  a» 
x= ,        y  = . 

Discuter  et  construire  ces  solutions;  dire  quelles  sont  les  conditions  de  pos- 
sibilité, et  dans  quel  cas  il  y  a  une  ou  deux  solutions. 

XIY.  Un  quadrilatère  ABCD  étant  donné,  on  propose  de  construire  un  second 
quadrilatère  A'B'Ciy,  dont  les  côtés  soient  respectivement  parallèles  aux  côtés 
du  premier,  également  distants  de  ceux-ci,  de  telle  sorte  que  Paire  comprise 
entre  les  périmètres  des  deux  polygones  soit  équivalente  à  un  carré  m*. 

On  suppose  que  le  quadrilatère  A'B'C'D' enveloppe  ABCD;  si  l'on  désigne  par 
2p  le  périmètre  du  quadrilatère  donné,  par  s  la  somme  des  cotangentes  des 
demi-angles  de  ce  quadrilatère,  et  par  x  la  distance  des  côtés  parallèles,  on 
trouve  l'équation  : 

*j*-h  2pj;— m»=0. 

Discuter  cette  solution.  Examiner  si  la  racine  négative  peut  s'interpréter,  en 
supposant  que  le  quadrilatère  A'B'CD'  est  intérieur  au  quadrilatère  ABCD. 

XV.  Ëtant  donnés  un  cercle,  de  rayon  R,  et  un  autre  cercle,  de  rayon  —  > 

tangent  intérieurement  au  premier,  on  propose  de  tracer  un  troisième  cercle, 
tangent,  à  la  fois,  aux  deux  autres  et  au  diamètre  qu\  joint  leurs  centres. 

En  désignant  par  x  le  rayon  du  cercle  cherché,  et  par  y  la  distance  du  centra 
du  premier  cercle  au  point  de  contact  du  diamètre  et  du  cercle  inconnu,  on 

trouve  : 

1.  4(m— 1)„  3  — m„ 

!•  «=-7 — T-^R    y= — n^i 

(m+1)'        *      m-fl    » 

V  ^     »=0,  y=     R. 

Discuter  et  construire  les  solutions. 

XVI.  Calculer  les  trois  côtés  x,  y,  i  d'un  triangle,  sachant  que  les  volumes 
décrits  par  le  triangle,  en  tournant  autour  de  chacun  d'eux,  sont  équivalents 
aux  volumes  de  trois  sphères,  de  rayons  a,  p,  y. 
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On  trouve  les  relations  :         a»  as = p*y  =  ^^x; 
•t,  par  suite^ 

16a» 


«»= 


/a»      a"      a*\    /a?      a*      o*\    /a*      a*      o'\   /a'      a*      a*\' 

et  deux  autres  formules  analogues  pour  y*  et  s*. 

XYIL  Inscrire  dans  une  sphère,  de  rayon  R,  un  cylindre  dont  le  volume  soit 
équivalent  à  la  somme  des  segments  sphériques  qui  ont  même  base  que  lui. 

En  désignant  par  x  le  rayon  de  base  du  cylindre^  et  par  y  la  hauteur  de  run 
des  segments,  on  trouve  : 

1.  ,.-^  R(3-v/3). 

*  2    '        ^'^         2  • 

2*  ff=0,  y=0. 

Construire  la  solution. 

XVIII.  Étant  donné  un  cercle,  de  rayon  R,  on  mène,  par  un  point  C  de  son 
plan,  une  tangente  à  ce  cercle,  et  Ton  fait  tourner  à  la  fois,  autour  du  dia- 
mètre qui  passe  par  le  point  C,  la  tangente  et  la  demi-circonférence.  On  de- 
mande de  déterminer  le  point  C,  de  telle  sorte  que  la  surface  conique,  et  la 
zone  de  même  base  qu'elle  enveloppe,  soient  dans  un  rapport  donné  p. 

Si  Ton  désigne  par  x  la  distance  du  point  G  au  centre,  et  par  y  la  distance  du 
centre  à  la  hase  commune,  on  trouve  : 

!•  *  =  (2p-l)R,    y =2^15 

2*  «  =  R,  v  =  R. 

Discuter  ces  solutions. 


CHAPITRE  V. 

QUELQUES  QUESTIONS  DE  MAXIMUM  ET  DE  MINIMUM. 

209.  DÉFINITIONS.  Une  quantité  x  est  variabk  indépendante^ 
lorsqu'on  peut  lui  donner  arbitrairement  des  valeurs  quelcon- 
ques. Une  expression  algébrique  y  est  dite  fonction  de  la  varia- 
ble X,  lorsqu'elle  en  dépend  de  telle  sorte,  que,  pour  chaque 
valeur  de  x^  elle  prend  une  valeur  unique  et  déterminée. 

500.  Variations,  maximum  et  ïonimum  d'une  fonction.  Lors- 
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qu'on  fait  croître  la  valeur  attribuée  à  x^  par  degrés  insensibles, 
la  valeur  de  la  fonction  varie  :  mais  elle  peut  être  tantôt  crois- 
sante et  tantôt  décroissante.  Lorsque  la  fonction  cesse  de  croître 
pour  commencer  à  décroître,  on  dit  qu'elle  passe  par  un  maxi-' 
mum:  lorsqu'elle  cesse  de  décroître  pour  commencer  à  croître, 
on  dit  qu'elle  passe  par  un  minimum. 

Nous  n'avons  pas  à  exposer  ici  les  méthodes  générales  qu'on 
emploie  pour  déterminer  les  maximums  et  les  minimums  des 
fonctions  ;  ces  méthodes  trouveront  leur  place  dans  la  seconde 
partie.  Notre  but  est  seulement  de  montrer  comment  la  discus- 
sion de  certains  problèmes  du  second  degré  fait  connaître  des 
limites  que  les  fonctions  ne  peuvent  pas  franchir.  Lorsqu'on 
cherche,  en  effet,  à  rendre  une  fonction  égale  à  une  quantité 
donnée,  le  problème  n'est  ordinairement  possible  que  sous  cer- 
taines conditions.  Il  faut,  dans  la  plupart  des  cas,  que  la  quan- 
tité donnée  soit  comprise  entre  certaines  limites  que  la  discus- 
sion détermine,  et  qui  indiquent  la  plus  grande  et  la  plus  petite 
valeur  que  puisse  prendre  la  fonction.  Nous  avons  déjà  ren- 
contré quelques-uns  de  ces  problèmes  dans  le  chapitre  précé- 
dent (891,  295,  29S).  Nous  en  donnerons  ici  quelques  autres 
exemples. 

S  1.  Maûmam  ou  minimum  d'une  fonction  d'une  seule  variable 

indépendante. 

301 .  Problème  I.  Partager  un  nombre  donné  2a  en  deux  par- 
ties dont  le  produit  soit  maximum. 

Chacune  des  parties  étant  plus  petite  que  2a,  le  produit  ne 
peut  atteindre  le  carré  de  2a;  il  y  a  donc  un  maximum. 

Désignons  par  a? l'une  des  parties;  l'autre  sera  (2a— a?),  et  le 
produit  sera  x  (^a-^x).  Cherchons  à  rendre  ce  produit  égal  à 
ane  quantité  donnée  m,  en  posant  ; 

X  (2a — a?)=m, 
ou  x^—2ax  +  m=:0.  [1] 

Il  faudra,  pour  cela,  que  l'on  prenne  : 


x=:a±^a* — m.  [2] 

Or,  pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faudra  que  les  va- 


234  LIVRE  lU. 

leurs  de  x  soient  r&ellés,  e*est-à-âire  que  m  ne  soit  pas  supé- 
rieur à  aK  Si  donc  on  peut  prendre  a^  pour  valeur  de  m,  ce  sera 
le  maximum  du  produit.  Or,  si  l'on  suppose  m=a\  la  for- 
mule [2]  donne,  â?=  a;  et  par  suite,  2a — x=a.  Ces  solutions 
sont  acceptables  ;  donc,  pour  partager  un  nombre  en  deux  paniei 
dont  le  produit  soit  maximum^  il  faut  le  partager  en  deux  parties 
égales. 

n  n'y  a  pas  de  minimum;  car  on  peut  donnera  m  une  valeur 
quelconque  inférieure  à  a*;  il  y  aura  toujours  une  solution. 

On  peut  démontrer  directement  ce  théorème.  Représentons 
Tune  des  parties  par  (a — z)^  Tautreest  (a+z);  et  leur  produit 
(a— X)  {a+z),  ou  (a* — -k*),  toujours  inférieur  à  a*,  est  d'autant 
plus  grand  que  z*  est  plus  petit.  Le  maximum  correspond  donc 
au  minimum  de  js*,  c'est^à-^ire  au  cas  où  jzt = 0,  c'est-à-dire  où 
chaque  partie  est  égale  à  a. 

On  voit  d'ailleurs  aisément  que  le  produit  est  nul,  quand  le 
premier  facteur  est  nul  ;  qu'il  augmente  avec  ce  facteur  jus- 
qu'au maximum,  et  qu'il  diminue  ensuite  et  redevient  nul, 
quand  ce  facteur  devient  égal  à  2a. 

a  os.  Ce  problème  fournît  la  solution  des  questions  suivantes  : 

1*  Parmi  tout  les  rectangles  de  même  périmètre  2p,  quel  est  edvi  dont  la 

surface  est  maximum? 
La  somme  de  la  base  et  de  la  hauteur  est  constante  et  égale  à  p  ;  donc  l'aire, 

qui  se  mesure  par  leur  produit,  sera  maximum,  lorsque  les  deux  longueurs  seront 

égales.  Le  rectangle  maximum  est  donc  le  carré  dont  le  côté  est -p. 

2°  Parmi  les  triangles  de  même  périmètre  2^,  et  de  même  hcLse  a,  gitei  ett 
celui  dont  la  surface  est  maximum? 
L'aiie  du  triangle,  dont  les  trois  côtés  sont  a,  &,  c,  est  : 


elle  atteint  son  maximum  en  même  temps  que  S?.  Or  les  fiieteurs  p  et  (p  —a) 
étant  constants,  on  peut  les  supprimer,  et  se  borner  à  déterminer  le  maximois 
du  produit  (p —  b)  {p  —  c);  car  ce  dernier  produit  augmente  et  diminue  avec  le 
premier.  Or  la  somme  des  deux  facteurs  (p — b)  et  {p-^c)  est  constante  et 
égale  à  a;  donc  le  produit  sera  maximum  si  les  deux  fkcteurs  sont  égaux,  ou 
sih=Cj  c'est-à-dire  si  le  triangle  est  isocèle. 

305.  Problème  IL  Décomposer  un  nombre  p*  en  deux  facteurs 
positifs  dont  la  somm^  soit  minimum. 

Jadis  que  la  somme  sera  minimum ,  quand  les  deux  nombres 
seront  égaux  à  p.  Car  on  vient  de  démontrer  (301)  que,  si  la 
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soouna  de  deux  nombres  est  égale  à  ip,  leur  produit  ne  peut 
surpasser  p*,  c'est-à-dire  le  carré  de  la  demi-somme.  Donc,  si 
cette  somme  est  moindre  que  2p,  le  produit  ne  peut  atteindre 
p^  Par  consëqaent,  pour  que  le  produit  soit  égal  kp\  il  faut  que 
la  somme  soiî  aumoins  égale  à  2p.  Donc  2p  est  le  minimum  de 
Ia  somme  de  deax  nombres  dontle  prodaitest  p*.  De  là  ce  théo- 
rème :  Pour  décomposer  un  nombre  en  deux  facteurs  dont  la  somme 
soit  minimwn,  il  faut  le  décomposer  en  deux  facteurs  igau^. 

On  peut  appliquer  à  la  résolution  de  ce  problème  la  méthode 
dun""  501.  Désignons,  en  effet,  Fun  des  facteurs  par  x\  Tautre 

sera  —,  et  leur  somme  sera  (x+^A.  Cherchons  à  rendre  cette 

somme  égale  à  une  quantité  donnée  tn,  en  posant  : 

af+— =m,    ou    af— fna?+p»=0.  [1] 

n  fondra,  pour  cela,  queFon  prenne  : 

^^m±,/m'-4p»^  [2] 

Or,  ponr  que  le  problème  soit  possible,  il  faudra  que  les  valeurs 
de  assoient  réelles,  c'est-à-dire  que  m*  soit  au  moins  égal  à  4p*. 
Si  donc  on  peut  prendre  m"=:4p*,  oum=2p  (car  il  s'agit  de 
nombres  posiliÊ),  2p  sera  le  minimum  de  la  somme.  Or,  si 

l'on  pose  m =2p,  la  formule  [2]  donne  a?  =  -5-,  ouaF=p.  Cette 

solution  acceptable  conduit  au  théorème  énoncé  plus  haut 

Il  n'y  a  pas  de  maximum  :  car  quelque  grande  que  soit  la 
valeur  attribuée  à  fit,  dès  qu'elle  surpasse  2p,  le  problème  est 
toujours  possible. 

Ainsi  la  somme  des  deux  £acteurs,  d'abord  très-grande  quand 
X  est  très-petit,  diminue  quand  x  augmente,  jusqu'au  mini- 
mom  2p;  puis  elle  augmente  indéfiniment,  quand  x  croit  indé- 
finiment. 


Ce  problème  fournit  la  solution  de  la  question  suivante  : 
hmni  toiM  les  nctangUs  de  même  surfaces^,  quel  est  celui  dont  U  périmètre 
MlwtRtmiMii/  On  trouvera  aisément  que  c'est  le  carré  dont  le  côté  est  s. 

Aes.  Phoblêmb  IIL  Inscrire  dans  un  triangkf  dont  la  base  esih  el  la  hau» 
Uur  b,  un  rectangle  dont  la  surface  sdt  maximum. 
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Pour  inscrire  un  rectangle  dans  un  triangle,  on  mène  ^une  parallèle  quel- 
conque à  la  base,  et  par  les  points  où  elle  coupe  les  deux  autres  cdtés,  on 
abaisse  des  perpendiculaires  sur  la  base.  Or  on  comprend  que,  si  la  parallèle 
est  menée  dans  le  voisinage  du  sommet^  la  surface  du  rectangle  est  trôs-petite; 
que  cette  aire  augmente  jusqu'à  une  certaine  limite,  à  mesure  que  la  paral- 
lèle s'éloigne  du  sommet;  mais  qu'elle  diminue  ensuite  jusqu'à  zéro,  lorsque 
la  parallèle  se  rapproche  indéfiniment  de  la  base.  La  surface  a  donc  un 
maximum. 

Désignons  par  x  la  hauteur  et  par  y  la  base  du  rectangle  (parallèles  respecti- 
yement  à  la  hauteur  et  à  la  base  du  triangle)  ;  et  cherchons  à  rendre  la  surface 
égale  à  une  quantité  donnée  m,  en  posant  : 

xy  =  m.  [1] 

La  géométrie  fournit  aisément,  entre  les  deux  Tariablea  âp  et  y,  la  relation  : 

qui  permet  d'éliminer  y  de  l'équation  [i].  On  a  ainsi: 

jj =  m.  [3] 

Au  lieu  de  résoudre  cette  équation,  et  de  discuter  les  conditions  que  doit 
remplir  m,  pour  que  «soit  réel,  on  peut  remarquer  que  le  maximum  de  Tex- 
pression  [3]  a  lieu  en  même  temps  que  celui  du  produit  slfi—x)^  qui  n'en 

diffère  que  parle  facteur  constant  r.  Or  les  deux  facteurs  x  et  (h—x)  ont  une 

somme  constante  h  :  donc,  s*il  est  possible  de  les  rendre  égaux,  on  obtiendra 
ainsi  le  maximum  cherché.  Or,  pour  rendre  ces  facteurs  égaux,  il  faut  poser 

a;=  - ,  et  par  suite,  y  =  »-  Ces  valeurs  sont  acceptables.  Donc,  pour  imcrire 

dam  le  triangle  un  rectangle  maximumf  il  faut  mener  (a  parallèle  à  la  bau 
par  le  milieu  de  la   hauteur.   D'ailleurs  la  surface  de  ce   rectangle  est  : 

«y  =  -T-*  ^^  ^^  ^  moitié  de  celle  du  triangle. 

806.  Problème  IV.  Circonscrire  à  une  sphère  donnée,  de  rayon  B,  un  c&ne 
dont  le  volume  soit  minimum. 

Pour  circonscrire  un  cdne  quelconque  à  une  sphère,  on  considère  un  grand 
cercle;  on  trace  un  de  ses  diamètres,  puis  la  tangente  à  l'une  des  extrémités 
de  ce  diamètre ,  et  une  tangente  quelconque  que  l'on  prolonge  jusqu'à  la  pre- 
mière d'une  part,  et  jusqu'au  diamètre,  de  l'autre.  Puis  on  fait  tourner  autour 
du  diamètre  la  demi  circonférence  et  le  triangle  formé  par  ces  trois  droites; 
ce  triangle  engendre  le  cône. 

Or  on  voit  aisément  que,  lorsque  la  seconde  tangente  est  à  peu  près  paral- 
lèle à  l'axe,  le  volume  du  cône,  dont  la  hauteur  est  très-grande,  est  lui-même 
extrêmement  grand;  qu'à  mesure  que  la  tangente  s'incline,  le  volume  diminue 
jusqu'à  une  certaine  limite;  et  qu'il  croit  ensuite  indéfiniment,  lorsque  la  tan- 
gente mobile  tend  à  devenir  parallèle  à  la  tangente  fixe,  parce  qu*afors  la  base 
croît  indéfiniment.  Le  volume  a  donc  un  minimum. 
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Pour  le  déterminer,  désignons  par  x  la  hauteur' du  cône,  et  par  y  le  rayon 
*   de  sa  base;  et  cherchons  A  rendre  son  volume  égal  à  une  quantité  donnée  m, 
en  posant  : 

-icy>»=w.  [1] 

La  géométrie  fournit  aisément,  entre  les  variables  «  et  y,  la  relation  : 

qui  permet  d'éliminer  y  de  Téquation  [1].  On  a  ainsi  : 

1  a^ 

juR'  — r=r  =  m.  [31 

3        «— 2R  ^  ■■ 

On  pourrait  résoudre  cette  équation,  et  discuter  les  conditions  de  possibilité 
du  problème  :  on  en  déduirait  le  minimum  de  m.  Mais  il  est  plus  simple  de 

remarquer  que,  le  facteur -icR>  étant  constant,  on  peut  le  supprimer,  et  que 

le  minimum  de  l'expression  [3]  a  heu  en  même  temps  que  celui  de  Texpression 

;r^.  Or  le  minimum  de  cette  dernière  correspond  au  maximum  de  l'expres- 

.  s-  2R 
sien  renversée  — ^— . 

D'ailleurs,  on  a  identiquement  : 

g— 2R  __  1    /.      2R\_1     2R     /,       2R\ 

1  2R  /        2R\ 

et  l'on  voit,  qu'abstraction  faite  du  facteur  constant-^,  le  produit  —  (1 ) 

2R  *    \         ^  / 

se  compose  de  deux  facteurs  dont  la  somme  est  constante  et  égale  à  1.  Il  sera 

donc  maximum  quand  les  deux  facteurs  seront  égaux  à-,    c'est-à-dire  quand 

/t 

on  aura  x  -=  4R.  Cette  valeur  de  x  est  acceptable  :  car  x  peut  varier  depuis  2R 

jusqu'à  l'infini. 

Ainsi  le  cane  minimum  j  circonterit  à  une  sphère ^  a  une  hauteur  double  du 

diamètre   de  la  sphère.  Son  tolume,  dédwt  de  l'expression  [3] ,   est  égal  à 

g 

>icR*;  il  est  double  de  celui  de  la  sphère.  Sa  base  tqf^f  tirée  de  Téquation  [2], 

est  égale  à  2;rR'i  elle  est  double  de  Vaire  d*un  grand  cercle.  Enfin,  sa  sur- 
face totale  ny  v'**  +y'  +  wy',  est  égale  àSicR^;  elle  est  double  de  la  surface 
de  la  sphère, 

507.  Problâbie  V.  Trouver  entre  quelles  limites  peut  varier  le 
trinôme  ax*+bx+c. 
Cherchons  d'abord  à  rendre  ce  trinôme  égal  à  m,  en  posant  : 

as^+bx-i-c^m.  [1] 


2^  LIVRE  m. 

En  résolvant  cette  èqaatian,  on  trouve  : 


—  bdi  v/6'—  kac  +  4flm  - 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  finit  que  Ton  ait  : 

6* — 4ac4-4am>0,    ou    4am>4ac — 6*.  [3] 

Mais,  pour  tirer  de  cette  inégalité  la  limite  que  m  ne  doit  pas 

dépasser,  il  faut  distinguer  deux  cas. 

l"*  SiBLôst  positif,  on  peut  diviser  les  deux  membres  par  ka 

(210)  ;  et  il  vient  : 

^  4a(j— 6*  ^,_ 

Ainsi,  dans  ce  cas,  k  trinôme  peia  recewnr  kmU  vaieur  pbts 

ffrandeque — -j—*  ;  ilpmt  même  atteindre  cem  Kmite  gui  est  sa 

vahur  minimum. 

2<>  Si  a  est  négatifs  en  divisant  l'inégalité  [3]  par  ka,  <m  change 
son  sens  (810);  et  il  vient  : 

Ainsi,  dans  ce  cas,  h  trinôme  peut  recevoir  toute  valeur  infé^ 

4fl(7— 5* 
rieure  à  — - —  ;  il  peut  même  atteindre  cette  Umite,  qui  estsava- 

kur  maximum. 

Dans  chaque  cas,  la  valeur  nainimum  ou  maximum  de  m  an- 
nule le  radical  :  et  la  valeur  correspondante  de  x  est . 

On  peut  maintenant  étudier  facilement  les  variaSons  du  tri- 
nome.  On  a  vu,  en  eiSet  (8SS),  que  le  trinôme  peut  toujours  être 
mis  sous  la  forme  : 

»[('+è)+*-^]- 

Or,  lorsque  X  passe,  par  degrés  continus,  de  — «  à+ao,  le 
terme  ra?+—j  ,  toujours  positif,  part  de+œ,  diminue,  puis 

s'annule  pour  a?  =  —  — ,  puis  croit  jusqu'à -|-oo  :  son  minimum 
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est  zéro.  La  quantité  entre  crochets,  ne  différant  da  terme  con- 
sidéré  que  par  une  quantité  constante — r-i — ypartansside 

-f-  a>,  dininue,  atteint  son  minimum  — ~-,  quand;«=s— rS 

pois  erott  indëfîniment  a^ec  x.  Et,  loTsqu*on  la  multiplie  par  a 
pour  former  le  trinôme,  le  produit  subit  des  yariations  qui  sont 
dans  le  même  sens,  si  a>>  0,  et  en  sens  contraire,  si  a<C0. 
DonCy  n  a  est  positifs  le  trinôme  part  de  -f  œ,  diminue  jxtsqu'à 

un  certain minimiun — ~    »J>ui^  crùitjutqu^à  -^o».  Si  a  est  ni^ 

galify  U  part  de  —  »,  croit  jusqu'à  un  certain  masimum — r ^ 

puis  dicnAtjusqu*à —  oo. 

508.  PaoBLiME  YI.  —  Trouver  entre  quelles  limites  peut  varier 
la  fraction 

a'x*+b'x+c^' 

Gherefaons  d*abord  à  rendre  cette  expression  égale  à  m,  et 
posons  en  conséquence  : 

aa^-\'bX'^c_  P  . 

a'a^-^b'x+cf'"^  ^^ 

On  en  déduit  : 

(a— o'm)  x*  +  (b^b'm)  a?  -f-(c — c'm)  =  0: 
d'où: 


—{b—b'm)±s/{b'-b'my^k (a—a'm)  (c—c'm) 

2  (a — a  m) 

ou,  en  ordonnant  par  rapport  à  m  sous  le  radical  :  [2] 

^■"  2(a-a'm) 


Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  choisir  la  valeur 
attribuée  à  m,  de  manière  que  la  quantité  placée  sous  le  radical 
ne  soit  pas  négative,  c'est-à-dire  que  l'on  ait  : 

(V»— 4a'0m'— 2(66'— 2a(î'— 2ca')m+(6>— 4ac)a*i0     [3] 
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Distinguons  trois  cas. 

!•  Çb't — 4^'^'^  çgt  positif.  Dans  ce  cas,  si  les  racines  do  trinôme^ 
qui  forme  le  premier  membre  de  l'inégalité  [3],  sont  réelles  et 
inégales,  le  trinôme  sera  positif  (266),  c'est-à-dire  de  même 
signe  que  son  premier  terme,  pour  toutes  les  valeurs  de  m  plus 
petites  que  la  plus  petite  ou  plus  grandes  que  la  plus  grande  :  il 
£era  négatif  pour  toutes  les  valeurs  de  m  comprises  entre  ces 
racines.  On  ne  pourra  donc  donner  à  m  que  deux  séries  de  va- 
leurs, l'une  comprenant  tous  les  nombres  depuis  —  œ  jusqu'à 
la  plus  petite  racine  gui  sera  un  maximum,  l'autre  comprenant 
tous  les  nombres  depuis  la  plus  grande  racine  qui  sera  un  mi^ 
nimum  jusqu'à  -{-  oo. 

Si,  au  contraire,  les  racines  du  trinôme  sont  réelles  et  égales, 
ou  imaginaires,  le  trinôme  conserve  (267,  268),  pour  toute  va- 
leur de  m^  le  signe  de  son  premier  terme  :  il  est  donc  toujours 
positif,  et  m  peut  recevoir  toutes  les  valeurs  sans  exception.  Il 
n'y  a,  dans  ce  cas,  ni  maximum  ni  minimum. 

2«  (6'» — ka'c'y  est  négatif.  Dans  ce  cas,  les  racines  du  trinôme 
ne  sont  jamais  imaginaires  :  car,  si  elles  pouvaient  l'être,  le  tri- 
nome  serait  négatif  pour  toute  valeur  attribuée  à  m.  Par  suite 
les  valeurs  correspondantes  de  m  et  de  x  ne  seraient  jamais 
réelles  à  la  fois.  Or  cette  conclusion  est  inadmissible  ;  car,  d'a- 
près la  forme  de  l'équation  [1],  toute  valeur  réelle,  attribuée  àrr, 
fournit  pour  m  une  valeur  réelle  correspondante.  Les  racines  sont 
donc  réelles.  Hais  elles  ne  peuvent  pas  être  égales  ;  car,  si  elles 
l'étaient,  le  trinôme  serait  négatif  pour  toute  valeur  de  m,  à 
l'exception  d'une  seule  (267),  qui  l'annulerait  :  les  valeurs 
correspondantes  de  m  et  de  a;  ne  seraient  donc  à  la  fois  réelles 
que  dans  un  seul  cas  ;  conclusion  également  inadmissible,  d'a- 
près la  forme  de  l'équation  [1],  toutes  les  fois  que,  comme  on 
le  suppose  ici,  la  fraction  [1]  n^est  pas  indépendante  de  x.  Les 
racines  du  trinôme  sont  donc  réelles  et  inégales.  Le  trinôme 
est  donc  positif,  c'est-à-dire  de  signe  contraire  à  son  premier 
terme,  pour  toute  valeur  de  m  comprise  entre  les  racines  :  il 
csi  négatif  pour  toute  autre  valeur.  On  ne  peut  donc  attribuer 
à  m,  que  des  valeurs  comprises  entre  la  plus  petite  racine  qui 
est  un  minimum^  et  la  plus  grande  qui  est  un  maximum, 

30  Qfi^t^a!(f)  est  nul.  Dans  ce  cas,  la  quantité  placée  sous  le 
radical  est  du  premier  degré  en  m:  on  résout  alors  l'inégalité  [3] 
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comme  il  a  été  dit  (9i0}.  On  sait  qu'il  y  a  un  maximum  ou  un 
minimum,  selon  que  le  coefficient  de  m  est  négatif  ou  positif. 

Ainsi,  pour  que  P expression  [1]  ait  un  maximum  et  un  mini" 
mum,  il  faut  et  il  suffit  que  les  racines  du  trinôme^  qui  forme  le 
premier  membre  de  rinégaliti  [3],  soient  réelles  et  inégales  :  ces  ra- 
cines sont  elles-mêmes  le  maximum  et  le  minimum,  et  les  valeurs 
correspondantes  de  z  sont  fournies  par  la  formule, 

_  —  {h—Vm) 
*""  2(a— a'm)' 

dans  laquelle  an  remplace  m  par  ces  racines. 

^^     ..  •  QX^-\-hxA'C     ^.  •. 

509.  Vabiations  de  l  expression   ,  ^J"  ,  "T  ,.  Si  Ion  veut 

a  X  "j~  0  X  "^  c 

déterminer  les  variations  que  subit  une  fraction  du  second  de* 
gré,  quand  x  croît  de  —  oo  à  +  <»  »  on  commence  par  calculer, 
d'après  la  méthode  précédente,  le  maximum  et  le  minimum 
dont  elle  est  susceptible ,  et  les  valeurs  correspondantes  de  x. 
Pois  on  égale  successivement  à  zéro  le  numérateur  et  le  déno- 
roioateur  de  Texpression ,  pour  trouver  les  valeurs  de  x  qui  la 
rendent  nulle  ou  infinie.  Enfin  on  détermine  les  valeurs  parti- 
culières de  la  fraction,  correspondantes  àa;=±:(x>,etàa;=0. 
On  fait  un  tableau  des  valeurs  de  la  variable  ainsi  obtenues,  en 
les  rangeant  par  ordre  de  grandeur,  et  l'on  place  en  regard  les 
taleurs  correspondantes  de  la  fonction.  Il  est  facile  d*en  déduire 
les  variations  que  Ton  cherche.  Prenons  un  exemple. 

Sou  la  fracUon  :  y=  ____. 

Comme  (&''— 4aV)  est  positif,  on  tombe  dans  le  premier  cas;  en  égalant  la 
fraction  à  m,  on  trouve  que  les  racines  du  trinôme  sont  : 

3— 2\/2      _,     3+2v/2 


m'= T-=— ,    ni*=- 


6      '  6       ' 

n'  est  un  maximumi  m'  est  un  minimum.  Les  valeurs  correspondantes  de  • 
»Dt: 

«'=10— 6v^,   «•=10  +  6  v'î. 

Les  valeurs  de  x,  qui  annulent  la  fraction ,  sont  les  racines  de  l'équation  : 

»*-3«+2=0j 

«lies  sont  1  et  2.  Les  valeurs,  qui  la  rendent  infinie,  sont  les  racines  de  Téqui^ 
UOQ: 

«?— 2«— 8=0; 

Alo.  B.  l^*  PlRTIB.  Ift 
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elles  sont  —2  et  4.  Enfin,  pourft=^ao,  la  fractloo  pioend  la  Titour  1;  et 
pour  ffssOi  elle  eet  égale  à.  ^  r-»   , 
Ijnai  la  toetion  propeeée  peut  s'éerire  : 

*""(»+ 2)  (»--4)' 
On  ftwme  deac  la  tableau  euifant  : 

«=—00,    —2,    0,    1,    10— €v/2,    2,        4,    10+ffv/î,    +•; 
,*.+  ,.    ±.,_i,  0,   ±=^,    0,=F«,      ?i^,    +1. 

Quand  c  croit  de  —  oo  à  —  2,  v,  qui  est  positif,  puisque  ses  quatre  facteurs 
sont  négatifs,  croît  depuis  + 1  jusqu'à  +oo«  £lle  change  alon  ée  aiguë,  car  le 
facteur  (x+2)  devient  positif;  elle  passe  brusquement  de  +°o  à— oo  :  puis, 

or  continuant  à  croître  depuis   —2  xi^^^iu-^  0^  de  0  à  1»  et  dft  1  jaiqua 

10*- 6^2,  l'expression  croit  depuis— oo  jusqu'à — ;,  de— t  à  0»  et   de  0 

3*— 2\/2 

jusqu'au  maximum  — r-^.  À  partir  de  là,  quand  x  augmente  jus^'à  2,  et 

depuis  2  jusqu'à  4,  elle  diminue  du  maximum  à  0,  et  de  0  à  — oo  :  puis  e^ 
passe  brusquement  de  —  oo  à  +  oo  ;  car  ses  quatre  facteurs  sont  alors  positifs  ; 

Q   I  2  i/o 

elle  diminue  ensuite  jusqu'au  minimum  — ^-^,  quand  «croît  de  4  à  10 +6^2; 

et,  quand  enfin  se  croît  de  10  +  6V/2  jusqu'à  +  oo,  elle  augmente  depuis  le  mi- 
nimum jusqu'à  + 1. 

510.  Problèbie  YII.  Deux  variables  x  et  y  étata  liées  ensemble 
par  une  équation  du  second  degré  : 

trouver  les  valeurs  extrêmes  que  puisse  prendre  Vune  Selles^  x  par 
exemple. 
Si  ron  résout  Téqualion  par  rapport  à  y,  on  aura  : 


_^bx—d±\/(b^'-kac)x^+2(bd—2ae)x-j-d*'-kaf^ 

OU  I  en  posant  : 

6* — 4ac=:m,    bd — 2ae=n,    d* — kaf=p^ 


— bx  —  d±)/mx^'\''inx  +  p 
y= _ .  ra] 

Ponr  qae  y  soit  réel,  il  faut  que  x  soit  choisi  de  manière  que 
l'on  ait  : 

«KB*-|-2lM!-|-p>0;  [4] 
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et  l'oa  a  yu  (2f0)  comment  on  pent,  dans  les  différents  cas, 
déduire  de  l'inégaiité  [4]  les  Mmilee  entre  lesquelles  k  valeur 
de  z  doit  être  on  ne  pas  Être  comprise;. 

SU.  Règle  générale»  Les  exemples,  que  nous  venons  de 
résoudre,  suffisent  pour  montrer  comment  on  procède,,  en  al- 
gèbre élémentaire,  à  la  recherche  des  maximums  et  des  mini- 
mums de  certaines  fonctions  du  second  degré ,  qui  ne  dépen-> 
dent  que  d'une  seule  variable  indépendante.  On  iiudiâ  (Tabord^ 
autant  que  possible^  ïa  marche  de  la  fonction  y  pour  reconnaître 
Texistence  du  maximum  ou  du  minimum.  On  choisit  ensuite  cer- 
taines variables  fournies  par  la  question^  et  l'on  exprime  la  fonction 
au  moyen  de  ces  variables.  Puis  on  égale  Vexpression  à  m,  et  Von 
écrit  les  équations^  que  foutnU  Vénoncé^  entre  les  diverses  variables. 
Ces  équations  permettent  de  déterminer  la  variable  indépendante  en 
fonction  de  m;  et  la  discussion  des  conditions  de  possibilité  du  pro- 
blème fait  connaître  les  limites  qui  fournissent,  s'il  y,  a  lieu,  le 
maximum  et  le  minimum  de  Vexpression. 

3A2.  Remarque.  Cette  méthode  est  ^  il  faut  Tavciier,  fortres» 
treinte;  car  elle  ne  s'applique  qu'aux  fonctions  du  second  degré. 
D'un  autre  côté,  elle  ne  semble  pas  naturelle;  car,  au  lieu  de 
conduire  à  la  découverte  du  maximum  et  du  miftînr>fvn  d'une 
fonction  par  des  raisonnements  basés  suc  la  définitûm  générale 
(300),  elle  donne,  en  quelque  sorte,  accidentellement  les  résul- 
tats, puisqu'eUe  les  déduit  des  conditions  de  possibilité  d'ua 
problème,  qui  n'est  pas  le  problème  propesé. 

Dès  lors,  il  n'est  peut-être  pas  sans  intéorèt  de  montrer,  que  les 
résultats  qu'elle  fournit  satisfont  à  la  définition  générale.  Repre- 
i^ons,  dans  ce  but,  le  prablènie  YI  (306)  ;  et  considérons,  pour 
fixer  les  idées,  le  cas  où  (6'* — 4a'c')  est  positif.  On  sait  qu'alors, 
si  les  racines  du  trinôme  du  second  degré  en  m  sont  réelles  et 
inégales^  la  fraction  ne  peut  recevoir  aucnne  valeur  comprise 
entre  elles:  la  plus  petite  m' est  un.  maximum,  et  la  plus  grande 
m"  est  un  minimum  de  la  fraction.  Désignons  d'ailleurs  par  x'  et 
par  xf  les  valeurs  corrcspondafntes  de  x. 

Ce  qui  caractérise  (300)  le  maximum  M  d'une  fonction ,  c'est 
que,  si  l'on  appelle  a  la  valeur  de  x  qui  correspond  à  ce  maxi- 
mum, la  substitution  de  {a— h)  et  ie{a-{-h)kx  fournit  des  va- 
Ifiiics  de  la.  fonelioA.iBlErieurfi8.iLM,  pourvu  qoeftsûitailfisam-- 
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ment  petit.  De  plus,  ces  valeurs  diffèrent  de  M,  à  cauu  de  la 
cantinuiti,  de  quantités  aussi  petites  que  Ton  yeut.  Or  x'  et  m* 
remplissent  ces  conditions.  En  effet  »  quand  x  yiKrie  par  degrés 
insensibles,  la  fraction  m  varie  aussi  d'une  manière  continue. 
De  plus,  pour  x=^3^j  m  prend  la  valeur  m'.  EnGn^  quand  on 
pose  :  x=x* — A,  et  x^x'+h^  h  étant  suffisamment  petit,  les 
valeurs  de  m  ne  peuvent  être  qu'inférieures  à  m';  car  elles  doi- 
vent en  différer  très-peu,  et  elles  ne  pourraient  lui  être  supé- 
rieures sans  être  au  moins  égales  à  m'^  puisque  m  ne  peut  re- 
cevoir aucune  valeur  comprise  entre  m' et  m". 

On  montrerait ,  par  des  raisonnements  analogues,  que  af  et 
m'^  satisfont  aux  conditions  imposées  par  la  définition  au  mini- 
mum d'une  fonction;  et  que,  dans  les  autres  cas  où  la  fraction 
du  second  degré  est  susceptible  d'un  maximum  et  d'ua  mini- 
mum, la  méthode  élémentaire  fournit  des  résultats  qui  véri- 
fient aussi  la  définition  générale. 


%  II.  Maximum  ou  minimum  de  quelques  fonctions  d'un  degré  supérieur 

au  second. 


515.  Problème  YIII.  Partager  un  nombre  donné  a  en  n  parties 
dont  le  produit  soit  le  plus  grand  possible. 

Chacune  des  parties  étant  moindre  que  a,  leur  produit  ne 
peut  pas  atteindre  a*  :  il  est  donc  susceptible  d'un  maximum. 
Décomposons  le  nombre  a  en  n  parties  positives  quelconques, 
â?,  y,  r, ,.  • .  u,  t,  de  telle  sorte  que  l'on  ait  : 

Leur  produit  est  :  xyz  ....ut.  [2] 

Or,  supposons  que  deux  facteurs  â?  et  y  ne  soient  pas  égaux,  et 

remplaçons-les ,  l'un  et  l'autre,  dans  le  produit ,  par  leur  demi- 

x-\~u  , 

somme      '  ^,  nous  aurons  le  nouveau  produit  : 

£+^.£±^z     ut 
Comme  la  somme  des  deux  premiers  facteurs  n*a  pas  été  alté> 
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rée»  ce  produit  satisfait  encore  à  la  candition  [1].  Hais,  comme 
ces  facteurs  sont  devenus  égaux,  on  a  (SOI)  : 


et,  par  suite. 


a?yj?....tt«<--^.--^.j8f....!a.  [3] 

Le  produit  [S]  n'est  donc  pas  maximum.  Ainsi,  un  produit  de 
facteurs  positifs  variables  dont  la  somme  est  constante,  ne  peut 
pas  être  maximum,  quand  ces  facteurs  ne  sont  pas  égaux. 
Gomme  le  maximum  existe,  on  doit  en  conclure  que  h  produit 

est  maximuniy  quand  tous  les  facteurs  sont  égaux  à  - . 

514.  Remarques.  Nous  supposons,  dans  le  raisonnement  pré- 
cédent, que  tous  les  facteurs  soient  positifs.  S'il  n'eu  était  pas 
ainsi,  le  produit  n'aurait  pas  de  maximum;  car  la  somme  des 
fecteurs  restant  la  même,  leur  valeur  absolue  pourrait  augmen- 
ter indéfiniment;  et,  si  le  nombre  des  facteurs  négatifs  était 
pair,  le  produit  serait  positif  et  aussi  grand  qu'on  le  voudrait. 

Notre  raisonnement  suppose,  en  outre,  qu'il  est  possible  de 
rendre  égaux  tous  les  facteurs.  On  doit  toujours  vérifier  cette 
condition ,  lorsqu'on  veut  appliquer  le  théorème. 

515.  Problème  IX.  Partager  un  nombre  a  en  deux  parties  x, 
y,  telles  que  le  produit  x'j^  soit  maximum^  P  et  q  étant  des  nom- 
bres entiers  donnés. 

Les  conditions  du  maximum  ne  sont  pas  changées,  si  Ton 

substitue  au  produit  a'y»  la  fraction  —,  qui  n  est  autre  que 

ce  produit  divisé  par  un  nombre  constant  p'5«.  Or  cette  fraction 
peut  s'écrire  : 

Px    X  X    V    V  ^^y 

p     p  P     Q     <!  Q 

elle  est  donc  un  produit  de  (p+q)  facteurs,  dont  la  somme 
(x+y)  est  constante  et  égale  à  a.  Si  ces  facteurs  étaient  indé- 
pendants entre  eux,  et  n'étaient  assujettis  qu'à  la  condition 
d'avoir  une  somme  constante,  si  l'on  considérait,  par  exemple. 
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le  produit  Pg=x^. .  •  a?;!/iyi. . .  y^,  on  obtîcnarail  (51S)le  nmî- 
mum  de  Pi  en  posant: 

a 

-T--  I      .  Mais  certains  fectefars  de  f 

de^not  rester  égaux,  le  Faisonnement  du  n*  5ftS  n'est  plus  ap- 
plicable. Toutefois,  les  valeurs  de  P  sont  évidemment  toutes 
fioiBprises  parmi  les  valeurs  de  P|  ;  k  maximum  de  P  ne  pe«t 
donc  surpasser  celai  de  Pi.  fi*aâlleurs  il  lui  est  égal,  siiroii  pose 

- = ^ = — r— .  Donc  le  produit  x'y»  est  maximum  lorsque  les  deux 

parties  â?  et  y  de  a  sont  proportionnelles  aux  exposants  p  et  q. 
On  prouvera  de  même  que,  pour  partager  a  en  n  parties 
Wt  yl z, ....  u,  ty  telles  que  le  produit  afyh''. . . . unt  soit  maxi« 
Qium  y  il  fant  satisfaire  anx  oonditions, 

X y z w ( 

516.  f ROBLàuE  X.  Déûompœêr/un  nonbr$  çtnm  fmsUwn posi- 
tifs, dont  la  somme  sqU  la  plus  petite  possible» 

Je  dis  que  la  somme  sera  minimuiEy  quand  tons  tes  nombres 

seront  égàm  k^p;  car  «n  vient  de  démontrer  (919)  que,  si  la 
somme  de  n  nombres  est  égalekn  ^p,  leur  produit  ne  peut  sur- 
passer (\^p)*  ou  p,  c'est-à-dire  la  puissance  n"*  de  la  n**  partie 

de  la  somme.  Donc,  si  cette  somme  «st  ssoîadre  que  n^p,  le 
produit  ne  pourra  pas  atteindre  p.  Par  conséqueni,  pour  ^/at  k 
prsduit  puisse  être  égal  à  p,  il  faut  que  la  somme  soit  au  moins 

égale  à  n\/p*  Donc  n^fp  est  le  minimum  de  la  somme  ;  et,  dans 

ce  cas,  toutes  les  parties  sont  égales  à  ^p . 

517.  Problème  XI.  On  donne  le  produit  xPyi  =  P.  Tpounerk 
minimum  de  la  somme  x+y- 

Je  dis  que  ce  minimum  correspondra  au  cas  où-  =  -. 

En  effet,  désignons  par  «  et  p  deux  nomlires  satisfaisant  an 
deux  conditions  : 
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Oq  vient  de  démontrer  (3itS)  que,  parmi  tons  les  nombres  x 
et  y  qui  ont  pour  somme  («+?)}  les  nombres  «  et  p  sont  ceux 
qui  donnent  au  produit  afy*  sa  plus  grande  valeur.  Si  donc 
deux  nombres  x  et  y  ont  une  somme  moindre  que  (a+P).  le 
produit  afy*  sera.,  à  fortiori^  moindre  que  a^*,  c'est-à-dire  que 
JP.  Par  suite,  pour  que  le  produit  âB'y*  soit  égal  à  P^  il  fiint  que 
{m  +  y)  soit  au  moias  égal  à  («  +  p),  qui  est,  par  conséquent,  sa 
valeur  minimum. 

318.  Rs^fARQUE.  Les  trois  problèmes  (305),  (316),  (317), 
sont,  en  quelque  sorte,  réciproques  de  ceux  que  nous  avons  ré- 
solus n"*  301,  315,  315.  Cette  réciprocité,  entre  certains  pro- 
blèmes de  maximum  et  de  minimum,  peut  être  formulée, 
comme  il  suit ,  d'une  manière  générale. 

Si  une  quantité  Y  étant  donnée,  une  autre  quantité  X  est  maxi^ 
mum  dans  certaines  circonstances;  X  étant  donnée  à  son  tour^  Y 
sera  minimum  dans  les  mimes  circonstances^  pourvu  que  h  maori- 
mum  de  X  diminue^  quand  la  valeur  donnée  de  Y  diminue  elle-' 
même. 

En  effet,  soient  B  la  valeur  donnée  de  Y,  et  A  la  plus  grande 
valeur  de  X  qui  puisse  se  concilier  avec  B.  Si  Ton  donne  &  Y 
une  vftleur  b  moindre  que  B,  la  valeur  maximum  correspondante 
de  X  sera,  par  hypothèse,  moindre  que  A.  Donc,  pour  que  la 
valeur  de  X  puisse  être  égale  à  A ,  il  faut  que  celle  de  T  soit  au 
moins  égale  à  B.  Par  suite,  B  est  la  moindre  valeur  de  Y  qui 
puisse  correspondre  à  la  valeur  X  =  A ,  c'est-à-dire  la  valeur 
minimum  de  Y  correspondant  à  la  valeur  A  de  X. 

Exemple.  On  démontre,  en  géométrie ,  <)ue  la  drconférence  de  cercle  est  la 
coaH)e  qui,  sous  une  longueur  donnée^  renferme  la  plus  grande  surface.  Il  en 
résulte  qu'elle  est  la  courbe  qui,  avec  une  aire  donnée,  a  le  plus  petit  péri- 
mètre. 

319.  Problème  XII.  Inscrire,  dans  une  tphire  de  rayon  donné  R,  un  qf- 
lindre  dont  le  volume  toit  maximum,  ' 

Lorsque  le  rayon  de  base  du  cylindre  est  très-petit,  le  volume  a  une  très- 
petite  valeur.  Cette  valeur  augmente  à  mesure  que  le  rayon  croit,  liais  cet  ac- 
croissement a  une  limite  ;  car,  lorsque  le  rayon  devient  à  peu  près  égal  à  B , 
la  hauteur  devient  très-petite,  et  par  suite  le  volume  est  presque  nul. 

Désignons  par  x  le  rayon  de  base,  et  par  2y  la  hauteur  d'un  des  cylindras 
inscrits  ;  son  volume  V  aura  pour  expression  2  icj^.  D'ailleurs  la  géométrie  donnoi 
9ntre  «  et  y,  la  relation  : 
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Oa  en  conclut,  en  éliminant  #, 

V=27ry(R»— y«).  p] 

Or  le  maximum  de  cette  expression  correspond  à  la  même  valeur  de  y,  que  celui 
de  y(H>— y'}.  Mais  ce  produit  n'est  pas  du  second  degré ^  et  il  n'est  pas  possible 
d^appliquer  la  méthode  ordinaire  (8 1 1  )à  la  recherche  de  son  maximum.  On  ne  peut 
pas  non  plus  décomposer  Texpression  en  facteurs^  et  l'écrire  :  y(R+y)  (R — y), 
ou  en  la  doublant,  y(R  +  y)  (2R— 2y)  ;  car,  Men  que  les  trois  facteurs  aient  alors 
une  somme  constante  et  égale  à  3R,  il  n'est  pas  possible  de  les  rendre  égmux 
eotre  eux.  Mais,  si  l'on  élève  le  produit  au  carré,  ce  qui  donne  y'(R' — j^',  on 
remarque  que  l'on  peut  conudérer  y*  comme  la  variable;  et  que  la  somme  des 
deux  facteurs  y'  et  (R'— y^  est  constante  et  égale  &  R^  Par  suite,  en  vertu  du 
théorème  (815),  si  Ton  peut  choisir  pour  y  une  valeur  satisfaisant  à  la  pro- 
portion : 

cette  valeur  correspondra  au  maximum  cherché.  Or  de  l'équation  [3]  on  tire  : 

2R»         ' 

et,  par  suite,  «*  =  — . 

Ces  valeurs  de  s  et  de  y  sont  admissibles;  car  elles  sont  réelles  et  inférieures 

4k  R' 
au  rayon  R.  Le  volume  maximum  du  cylindre  a  donc  pour  valeur  :  V  =s =. 

3v^3 

520.  Il  a  quelquefois  avantage  à  ramener  la  recherche  du 
minimum  d'une  fonction  à  la  recherche  du  maximum  de  la 
fouction  inverse. 

PROBLÈMB  XIII.  CireoMcrire  à  une  sphère  ^  de  rayons,  un  cône  dont  la  hase 
repose  sur  un  plan  diamétraly  et  dont  le  volume  soit  minimum. 
Désignons  par  «  et  par  y  le  rayon  de  base  et  la  hauteur  d'un  des  cènes  cir- 

conscrits.  Son  volume  V  est  égal  à  *  ne' y.  D'ailleurs  la  géométrie  donne  aisé- 

ment  la  rebtion  : 

I/cxprenion  du  Tolume  est  donc  : 

Gomme  le  ikcteur  ^  nP^*  est  constant,  il  suffit  de  déterminer  le  minimum  de  la 

«s 

frtQtioQ   .*^  . ,.  Or  ce  minimum  correspond  évidemment  au  maximum  de  U 


'\ 
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fractîoii  renrersée  - — ; — ,  on  au  maximum  de  son  carré  ^^ — j~^.  Et,  comme 

y*    '  y* 

on  a  identiquement  : 

»•     ""y»\  y'   /     y'v     yv~  R''yH       y  V  ' 

on  Toit  que,  abstraction  faite  du  facteur  constant  ^ ,  la  somme  des  deux  fac- 

R*         /  Rl\ 

teurs  -^  et  fi  —  --^  j  est  constante;  si  donc  on  peut  choisir  pour  y  la  valeur 
fournie  par  û  relation  (315)  : 

yt ^i 

cette  valeur  correspondra  au  maximum  de  ^^^ — j—,  c*est-à-dire  au  minimum 

V»  ^ 

de      ^     .  Or  on  tire  de  l'équation  [3],  y»=3R*  :  et,  par  suite  Téquation  [1] 
y^~""R 

3R' 
donne  :  «*=  -— .  Ces  valeurs  de  s  et  de  y,  étant  plus  grandes  que  R,  sont 

admissibles;  et,  par  conséquent,  le  volume  minimum  du  cône  circonscrit  a 
pour  valeur  : 

521.    EXTENS:ON  DE  LA  MéTHODE  FOURNIE   PAR  LE  THÉORÈME 

(513).  Pour  rendre  maiimum  un  produit  de  facteurs  variables, 
on  cherche  à  rendre  constante  la  somme  de  ces  facteurs ,  puis 
à  les  égaler  entre  eux.  On  peut,  si  cela  est  nécessaire,  multiplier 
d*abord  ces  facteurs  par  certains  nombres  constants ,  convena- 
blement choisis;  car  celte  multiplication  n'allère  pas  les  condi- 
tions du  maximum.  Hais  il  n'est  pas  toujours  facile  de  décou- 
vrir, aprioriy  les  nombres  que  Ton  doit  employer.  On  désigne 
alors  ces  nombres  par  des  lettres;  et,  les  considérant  comme 
des  inconnues,  on  cherche  à  les  déterminer,  de  manière  à  satis- 
faire aux  deux  conditions  du  maximum  (513). 

329.  Problème  XIY.  On  donne^  dans  un  trapèze  isocèle^  la  p€- 
tUê  base  a,  et  la  langueur  commune  c  des  deux  côtés  non  parallèles. 
On  demande  le  maximum  de  Faire  du  trapèze. 

Désignons  par  x  la  demi-différence  des  deux  bases  du  trapèze; 
la  grande  base  sera  {a+2x)]  la  hauteur  sera  y/c^—a^i  par  suite, 
Taire  du  trapèze  aura  pour  expression  : 
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et  le  maximum  de  cette  aire  aura  lieu  pour  la  même  valeur  de  x 
que  le  maximum  du  carré, 

expression  que  l'on  peut  écrire  : 

S^={a+x)(a  +  x){c  +  x){C'^x).  [1] 

Il  serait  facile  de  rendre  constante  la  somme  des  quatre  facteurs; 
il  sufGrait  de  multiplier  le  dernier  par  3  :  mais  on  ne  pourrait 
pas  rendre  ensuite  ces  facteurs  égaux.  Multiplions  donc  lotis  les 
facteurs  distincts,  à  Texception  d'un ,  par  des  nombres  indéter- 
minés a,p;  et  écrivons  : 

oLpS*={a  +  x){a+x){oLC'\-aix){pc—^). 

Nous  pourrons  exiger  d'abord ,  que  la  somme  des  facteurs  soit 
constante,  en  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  x;  ce  qui  don- 
nera: 

a+«  — P=jO.  [2] 

Puis  nous  pourrons  égaler  les  divers  facteurs  ;  ce  qui  donnera  : 

a+a?=«c+aj?,  [3] 

ja+x=^—px.  [k] 

Ces  trois  équatioois  [2],  [3]^  [4],  suffiront  ponr  déterminer  les 
coefficiente  «  et  ^  et  la  valeur  cbercliée  de  x.  Mais  il  n'est  pas 
nécessaire  de  locmnaltre  «  et  ^  ;  il  suffîtt  de  les  éUsûner,  à  l'aide 
des  trois  équations,  pour  «obtenir  as.  On  a  ainsi,  d'après  les  équa- 
tions [3]  et  [4]  : 

cH-ar*    ^     c  —  «' 
et,  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  £2],  on  a  : 

.,+£±î_2±£=o, 

^   C+O?        C  —  X  ' 

ou,en  siraplifiavt: 

-«a^  +  oa? — t^^O.  [5] 

La  racine  positive,  qui  seule  convient  ici ,  est  : 


a?  = j .  [G] 

C'est  la  valeur  de  x,  qui  correspond  au  maximum. 
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Qa  peut  femarquer  qae  réqnatioD  [6],  mise  «ous  la  forme 

prouve  que  le  côté  c  est  moyenne  proportionnelle  entre  x  et  la 
grande  base  ;  et  que,  par  conséquent ,  la  grande  base  est  Thypo- 
tënuse  (f  un  triangle  rectangle»  qui  aurait  pour  côtés  de  Tangle 
droitle  côté-cet  la  diagonale  du  trapèze. 

Si  fG»a  :  ^=90,  mi  en  conohit:  ar=  0  «  ^  ^  grande  base  est  égale 

à  2a.  Le  tnypèze  maximum  devient  un  demi- hexagone  régulier. 


K  II  faut  remarquer  que,  si  Texpression  renferme  n  fac- 
leoTs  disfinds,  011  emploie  (n — I)  indéterminées»  qui,  avec  x^ 
fbrment  n  meanmres.  Or,  en  exigeant  que  la  somme  des  fac- 
teurs soit  constante,  on  obtient  une  première  équation  :  et  en 
égalant  les  n  facteurs,  on  forme  (n  ^  1}  équations.  La  méthode 
fournit  donc  autant  d'équations  que  d'inconnues  :  elle  est  géné- 


S  m.  ttuânnim  ou  minîmam  de  quelques  fonetioiB  de  iiAudeort 

•Tariahles. 

3ft4.  Pkcbi^heXY.  Trouver  entre  qudks  lirnUes  pûiU  varier  k 
foijfmnm: 

lorsque  les  variables  xetj  prennent  totOes  les  valeurs  possibles. 

Cherchons  à  rendre  ce  polynôme  ég«il  à  une  ^piantité  donnée 
m,  en  posant  : 

Ay»+Ba?y  +  C»«+ Dy+lflî+P  =  m. 
Si  l\)n  considère  y  comme  inconnue»  on  tire  de  cette  équation: 


_— (Bg+D)dbv/(B»— 4AC)g'-h2(BD— 2AE)a;-h(D'— 4AF)-h4Am 

y—  2Â  •  ^^^ 

Or,  pour  qu'une  valeur,  assignée  à  m,  soit  compatible  avec  des 
Talenrs  réelles  de  a;  et  de  y,  il  faut  que,  pour  celte  valeur  de  m, 
on  puisse  avoir,  en  choisissant  x  convenablement  : 

(B«— 4Aq)aî*+2(BD— 2AE)a?+D»— 4AF+4Am>û.    £3] 

IHsthigiioiis  trois  cas  : 
10  (Bi_4AC^  est  peeilif.  Danos  ce  cas,  qud  que  soH  m,  Tîné- 
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galité  [3]  est  toujours  possible  ;  car  on  peut  toujours  choisir 
pour  X  une  infinité  de  valeurs  telles,  que  le  trinôme,  qui  forme 
le  premier  membre  de  l'inégalité,  prenne  le  signe  de  son  pre- 
mier terme  (269). 

2»  (B'~4  AG)  est  nésratif.  Dans  ce  cas,  l'inégalité  [3]  est  pos- 
sible, si  les  racines  du  trinôme  sont  réelles;  car  en  donnant  à  x 
des  valeurs  comprises  entre  ces  racines,  on  rendrl  le  trinôme 
de  signe  contraire  à  son  premier  terme.  Mais  elle  n'est  possible 
qu'à  cette  condition  :  car,  si  les  racines  étaient  imaginaires,  le 
trinôme  conserverait,  pour  toute  valeur  attribuée  à  x,  le  signe 
de  son  premier  terme;  il  serait  constamment*  négatif  (268). 
Ainsi  on  doit,  dans  ce  cas,  choisir  m  de  telle  manière  que  les 
racines  du  trinôme  soient  réelles.  Or,  cette  condition  est  expri- 
mée (246)  par  l'inégalité 

(BD— 2AE)*— (B«— 4AC)(D*— 4AP+4Am)>0.     [4] 

Comme  cette  inégalité  est  du  premier  degré  en  m,  on  en  dé- 
duira (210)  la  limite  de  cette  quantité  :  il  y  aura,  par  suite,  un 
maximum  ou  un  minimum ,  si  cette  limite  est  admissible. 

Or,  cette  valeur  limite  de  m  annule  le  premier  membre  de 
l'inégalité  [4]  ;  elle  rend  donc  égales  les  racines  du  trinôme  [3]. 
Ce  trinôme  peut,  en  conséquence,  s'écrire  :  (B*— 4AC)(« — a/)*, 
en  désignant  par  xf  la  valeur  de  la  racine  double.  Il  en  résulte 
que  la  valeur  [2]  de  y  devient,  dans  cette  hypothôse,. 

-(Ba?+D)±(ar— a/)v/B»-4AU. 
^  2A  ' 

et,  comme  (B*— 4AC)  est  négatif,  y  n'est  réel  que  pour  x=af. 
Il  faut  donc  donner  à  x  cette  valeur;  ce  qui  exige  que  y  reçoive 
la  valeur  correspondante 

Ces  valeurs  de  â?  et  de  y  sont  admissibles  :  ce  sont  donc  celles 
qui  fournissent  le  maximum  ou  le  minimum  de  m. 

3*  (B*— 4AC)=0.  Dans  ce  cas,  l'inégalité  [3]  est  du  premier 
degré  en  x  :  quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  m,  il  est  tou- 
jours possible  de  vérifier  cette  inégalité,  en  choisissant  x  conve- 
nablement. Il  n'y  a,  par  suite,  ni  maximum  ni  minimum. 
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Si  y  cependant^  (BD  — SAE)  était  nul  en  même  temps  que 
(B'— 4AG)»  rinégalité[3]  se  réduirait  à 

D«-.4AP  +  4Am>0; 

et  l'on  en  déduirait  une  limite  de  m,  savoir  : 

^4AF-D»  ^4AF— D*  ' 

selon  que  A  serait  positif  ou  négatif.  Le  polynôme  aurait  donc 
un  minimum  dans  le  premier  cas,  un  maximum  dans  le  second. 

On  étendrait  aisément  cette  théorie  au  cas  de  plus  de  deux 
variables  indépendantes. 

Appliquons-la  à  Texemple  suivant. 

325.  PEOBLÈm  XVI.  Trouver  le  minimum  de  Vexpression  x'  +  y'+z^,  <a- 
chaiU  que  x,  y,  z,  sotU  liés  par  la  re^af ion, 

iup+5y  +  ci=d.  [1] 

Posons  :  «•  -»-  y* + x*=-m. 

Noos  poufons  éliminer  une  des  variables^  i,  par  exemple.  Car  on  tire  de  Té- 

quation  [1], 

d—ax — hy 

et  par  suite,  ■*+y*+ (*~T~^)  "*"• 

ou         (o'+O^'+îa'^^y  +  C^'+c^Jy*— 2«^— 25dy  +  <P— c»ni=0.      ['2] 

Eo  résolvant  Téquation  [2]  par  rapport  à  y,  on  trouve,  après  quelques  réductious  : 

b(d— ag)±cv/— (o»+b»4-c')g^+'2adg--d»-f(b»-fc')m       r,, 

»= i^:ç^i  •    13] 

Comme  le  coefficient  de  s^,  dan;  le  trinôme  placé  sous  le  radical,  est  négatif, 
il  faut  choisir  la  valeur  de  m,  de  telle  sorte  que  les  racines  de  ce  trinôme  soient 
réelles;  ce  qui  exige  que  Ton  ait  ; 

a»d»  +  (a>+b»  +  c»)(— d'+(l^  +  «Mw)>C, 

ou  — (^  +  c')d'+(û'  +  l^+e'J(&*+c'/m>0, 

ou,  en  divisant  par  (&*+  c'},  et  transposant  : 

d» 

Si  donc  on  peut  donner  à  m  la  valeur 

_       d» 
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ce  sera  la  minimttm  chercha.  Or^  pour  cel«  valeuc  de  m,,  le  tnaonie,  placé 

sous  le  radical ,  devient  : 

-(«.+M+c^(.-_2^)*. 

Par  suite,  la  valeur  [3]  de  y  s* écrit  : 

Elle  n'est  réeud  que  si  Ton  pose  : 

ad 


et  elle  devient  alors  9= 


hd 
a^  +  b'+c^' 

cd 


Par  suite:  '=^+6^  +  c» 

Ces  valeurs  sont  admissibles;  et,  par  conséquent,  ce  sont  ceiies  911I  lendent  mi* 
nimum  l'expression  «* + y*  4-  ^*» 


I.  Parmi  tous  les  carrés  que  l'on  peut  inscrire  dans  un  carré  domiéy  de 
nière  que  chaque  côté  contienne  un  sommet,  quel  est  le  plus  petit  ? 

On  trouve  le  carré  qui  a  pour  sommets  les  milieux  des  côtés  du  carré  donné. 

II.  Inscrire  dans  un  cercle,  de  rayon  R,  le  triangle  maximum. 

On  voit  aisément  que  Ton  n'a  à  comparer  entre  eux  que  les  triangles  isocèles; 
et,  en  appliquant  le  théorème  (31£Qj  on  trouve,  comme  maximum,  le  triangle 
équilatéral. 

III.  On  suppose  qu'un  triangle  isocèle,  inscrit  dans  un  cercle,  de  rayon  H, 
tourne  autour  de  sa  base  :  on  demande  le  maximum  du  volume  décrit. 

On  trouve,  en  appliquant  le  théorème  (315),  que  la  hauteur  du  triangle  tour- 

oaiit  doit  être  égale  à  •^.  Le  volume  manmiim  est  — 

o  01 

lY.  Parmi  tous  les  cônes  droits  de  môme  volume  ?  ntfi,  quel  est  celui  dont  la 

o 

surface  latérale  estminimumS 
On  applique  le  théorème  (319);  et  Ton  trouve  pour  la  hauteur,  y=av^2,  et 

pour  le  rayon  de  base,  a?=zjp, 

V.  Parmi  tous  les  cônes  droits  de  même  surface  latérale  ica",  quel  est  celui 
dont  le  volume  est  maximum? 

On  applique  le  théorème  (316)^  et  Ton  trouve  que  le  rayon  de  base  s=  7^, 


et  que  la  hauteur  y =a  i/ -p. 
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¥LrFKiiil'I«  pcnUélipipèdQs  reetangtes  de  m^me  sorfiioe,  quel  est  celai  qui 
a  le  plus  gvand  felnmer;  et  parmi  ceux  de  même  Tolamei  quel  est  celui  dont  la 
sor&ce  est  minmiam? 

Le  cube  (application  des  thêordmes  818  et  810). 

Vn.  Quelle  est  la  zone  sphèrique,  à  une  base;  qui  contient  le  plus  grand  to- 
loxne  parmi  celles  qui  ont  m6me  surface  na';  et  quelle  est  la  zone  de  plus  pe- 
tite surface',  parmi  celles  qui  contiennent  le  même  Toluma  ira*? 

On  applique  le  théorème  (818)  ;  et  Ton  trouve  que  la  hauteur  et  le  rayon  de 

bifle  de  la  ame  de  iroluiM  mezirnuBv  sont,  l^m  et  raotre,  égaux  à  — :  le  seg- 

nat  ^aTjmnm  «si  donc  un  hémisphère. 
On  trouve  aussi  un  hémisphère  pour  le  minimum  (817). 

Vni.  Pinni-  tous  les  cylindres  de  même  volume  Y,  quel  est  celui  qui  est  in- 
scrit dans  la  plus  petite  sphémT 
En  s'appuyant  sur  les  formules  du  n*  310,  et  sur  la  remarque  (818)^  on 

.  A  V  y'  3 
trauTe^pB  le  rayon  de  la  sphère  minimum  est  égal  à  y  .  On  en  conclut, 

poor  le  nyen  de  btae  du  cylindre,  r  =  1/  — p,  et,  pour  la  hauteur,  h=  t  /  — . 

Y  «v'2  V   ^ 

»      IX.  On  donne  une  feuille  de  carton  carrée  ABGD  dont  le 

côté  est  a,  aux  quatre  coins  de  laquelle  on  supprime  les  carrés 

égaux  qui  sont  ombrée  dans  la  figure  ci-jointe.  Déterminer  le 

côté  de  ces  carrés,  par  la  condition  que  la  boUe,  qui  aurait  pour 

-^  fond  mnpq  et  pour  faces  latérales  les  rectangles  restants  qui  oat 

tous  même  hauteur,  ait  un  volume  maximum. 

et  2o' 

On  trouve  que  le  cAté  du  carré  ombré  est  -,  et  le  volume  maximum  — . 

X.  On  marque  sur  une  droite  des  points  équidistants ,  que  Ton  numérote  ] , 
2,  3,...n.  Trouver,  sur  la  droite,  un  point  tel,  que  la  somme  des  carrés  de  ses 
distances  aux  points  donnés,  multipliés  par  le  numéro  correspondant ,  soit  un 

Pour  résoudra  la  question,  il  &ut  savoir  que  la  somme  des  n  premiers  nom- 
bres est  égale  à  ^^ï±ii,  U  somme  de  kurs  carrée  i  1^^  et  la 

somme  de  leura  cubes  à  !Li!Lt--L.  Ea  désignant  par  a  la  distance  de  deux 

4 

pointe  eonaécutifs,  et  par  x  la  distance  du  point  cherché  an  premier  point,  on 

exprime  en  s  la  somme  indiquée,  on  applique  la  méthode  (811),  et  l'on 

2 
trouve  »=-(n— l)a, 

XI.  Même  question,  en  supposant  que  les  points  soient  numérotés  Xf  3f  Or 
10,...  !iiî±i^. 

3 

la  mftma  méthode  conduit  à  «âs--(fs— |)a« 

4 
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XII.  Trouver  le  maiimum  de  Taire  d'un  triangle  rectangle,  sachant  que  la 
somme  de  Thypoténuse  et  de  la  hauteur  correspondante  est  égale  à  a. 

On  trouve  l'aire  maximum  égale  à  •^.  L'hypoténuse  est  -^^  et  la  hauteur 
est  -.  Les  deux  cdtés  de  l'angle  droit  sont  égaux  à  -^. 

XIII.  Parmi  tous  les  triangles  rectangles  de  môme  périmètre  3p,  quel  est  celui 
dans  lequel  la  somme  des  deux  côtés  de  Pangle  droit  et  de  la  hauteur  abaissée 
sur  l'hypoténuse  est  maximum? 

On  trouve,  en  appliquant  la  méthode  générale,  que  le  triangle  est  isocèle,  que 

son  hypoténuse  est  égale  à2p(V2— l)f  sa  hauteur  à  p(V2—l},  et  chaque 

côté  de  l'angle  droit  à  p (2—  V^). 

XIV.  Inscrire,  dans  un  cercle,  de  rayon  r,  un  trapèze  dont  les  côtés  non  pa- 
rallèles soient  égaux  à  a,  et  dont  la  surface  soit  maximum. 

On  trouve  que  le  trapèze  m^imum  est  un  rectangle,  dont  les  bases  sont 

égales  à  \^4r*— a*. 

XV.  Inscrire,  dans  une  sphère,  de  rayon  R,  un  cône  dont  la  surface  totale 
soit  maximum. 

On  applique  la  méthode  (321);  et  Ton  trouve  que  la  hauteur  du  cône  est 

égale  à  £(H^. 

XVI.  On  circonscrit  à  une  sphère,  de  rayon  R,  un  tronc  de  pyramide  régu- 
lière,, dont  les  bases  sont  des  octogones  réguliers.  On  demande  le  minimum  du 
volume  du  tronc,  lorsqu'on  fait  varier  l'inclinaison  a  des  faces  latérales  sur  la 
grande  base. 

On  trouve,  pour  expression  du  volume, 


.__16(^2--j)^», 
3 


\  sin'a  /  ' 


dans  le  cas  du  minimum,  a  =  ^,  V=±l6(v^2  — i)r^ 

XVII.  Une  petite  surface  blanche  est  posée  horizontalement  sur  une  table,  et 
éclaiirée  par  une  lampe,  dont  la  distance  à  cette  surface,  estimée  par  sa  pro- 
jection horizontale,  est  constante  et  égale  à  d.  A  quelle  hauteur  s  doit  se  trou- 
ver la  flamme,  pour  que  la  surface  soit  éclairée  le  plus  possible? 

On  sait  que  l'intensité  de  la  lumière,  que  re^it  la  surface,  est  proportion- 
nelle au  sinus  de  Tinclinaison  des  rayons,  et  inversement  proportionnelle  au 
carré  de  la  distance  qui  sépare  le  peint  lumineux  de  la  surlace.  Si  l'on  désigne 
par  a  l'inclinaison,  on  trouve,  pour  le  cas  du  maximum,  en  appliquant  la  mé- 
thode (315)  : 

tanga  =  -7-;      d'où     «=— . 

V2  V'2 

On  construira  la  solution. 

XVIII.  Trouver  la  valeur  minimum  de  ^^f^,  quand  a  varie  de  0*  à  30*. 
En  posant  :  tang  a=^x,  et  en  remplaçant  tang  3a  par  sa  valeur  en  x,  on  trouve, 
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en  appliquant  la  méthode  ordinaire  (811),  un  maximum  (17  — 12/i),  qui  ne 
cooTient  pas,  car  il  correspond  à  s  =  i/S  +  1  ;  puis  un  minimum  (17  +  12  /f) 
qui  oonrient,  et  qui  correspond  à  9  =  /2  —  1>  c'est-à-dire  à  a  =  f- 

o 

XIX.  Deux  corps,  de  oàasses  m  et  m',  animés,  dans  le  même  sens,  de  Titesses 
«  etv',  Tiennent  à  se  choquer.  Trouver  la  vitesse  commune  «  qu'ils  prendront 
après  le  chdc,  sachant  que  la  somme  des  produits  obtenus  en  multip'iant  chaque 
masse  par  le  carré  du  changement  de  vitesse  est  la  moindre  possible. 

La  quantité  à  rendre  minimum  est  un  trinôme  du  second  degré  en  •  ;  et,  en 
^^tiquant  la  règle  (809),  on  trouve  : 

mv  +  mV 

XX.  Si  Ton  donne  s  +  y  =  a,  la  règle  (815),  qui  fournit  le  maximum  de 
ff^y  s'étend  au  cas  où  p  et  9  sont  fractionnaires. 

Comme  on  peut  toujours  poser  :  p  =  ^ ,  q  =  ^  ,  il  suffit  de  remarquer 
qu'alors  1^  =  yfS?^, 

XXI.  Trouver  le  minimum  de  s^  +  ^ ,  P  et  q  étant  entiers  ou  fractionnaires, 
et  t  étant  positif. 

Enposant^=y,  ^=jv,  on  CrouTe  (819 et XX), K=^;  d*oùx=  i/S. 

XXII.  On  donne  l'équation  : 

A«»+ày  +  AV  +  2Byji  +  2B'«*  +  2B*»y  +  2C»  +  2Cy  +  2C''X  +  D  =  0; 

on  demande  de  trouver  les  limites  extrêmes  des  valeurs  que  peut  prendre  l'une 
des  trois  variables,  x  par  exemple. 
On  suivra  une  marche  analogue  à  celle  du  n*  810. 

XXII!.  Trouver  le  minimum  de  s*  +  y*  +  %^  + 11',  sachant  que  l'on  a  : 

a»  +  6y  +  cjf  +  du  =  *. 
Harche  analogue  à  celle  du  n*  885. 
XXI Y.  Trouver  le  maximum  de  l'expression ^  ""    . 

2a6             («  +  a)  (s  — b)      (a  +  &)> 
On  trouve  (808):.  =  j^.     et  LJl-ii ^=-5^' 

XXY.  L'expression  a  +  s  +^^—-^  peut  passer  par  tous  les  états  de  grandeur. 

XXVI.  Trouver  le  minimum  de  — - —  H r^. 

a  —  «      (k'\'» 

On  trouve  s  =  G  ;  et  le  minimum  est  Tu 

XXYII.  Deux  nombres  positifs  variables  %^  y,  sont  tels,  que  leur  dilTérenoe 

est  un  nombre  positif  a.   On  demande  si  l'expression  -^^  est  susceptible  d'un 

naximum  ou  d'un  minimum,  m  et  n  étant  des  nombres  positifs  donnés. 
Auo.  B.  !»•  Partœ.  17 
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Si  Ton  a  :  «  <  -y,  m  <  n,  on  trouve  C31&)  uo  maximum,  quand  -=  — . 

Si  Ton  a  :  «  >  ty.fn  >  «i,  on  trouva  un  miniiBiim,'«aanl'-  =  — . 
*'  ^  y      n 

Mais  5i  Ton  a  :  x  <  f/^  m  >  n.;  i>u  o  j/,  m  < .«,  il  n*y.a  ni jnaximom  ai 
miDîmum. 


LIVRE  IV. 

DES  PROGRESSIONS  ET  DES  I.OCAlUaiIMBS« 


CHAPITRE   L 

YE8  PnOGHEMimiS. 

s  1.  Des  progressiotts'par  dtfférence. 

326.  DiFiNiTiONS.  Une  prcgr$ssum  arithmiUqtie  ou  par  diffi^ 
rence  est  une  suite  de  nombres  tels  que  chacun  d'eux  surpasse 
celui  qui  le  précède  ou  en  est  surpassé  d*une  quantité  constante, 
qa*on  appelle  la  raison  de  la  progression. 

Lorsque  les  termes  vont  en  augmentant ,  la  progression  est 
iïie  croissante;  elle  est  (f^cromarUe  quand  ils  vont  en  diminuant. 

Pour  indiquer  que  des  nombres  font  partie  d'une  progression, 
on  les  écrit  les  uns  à  la  suite  des  autres,  en  les  séparant  par  un 
point,  et  en  les  faisant  précéder  du  signe  ^;  ainsi  les  suites 

^4d«45.42.39.d&.Âa.3û.^.«, 

sont  deux  pit>gressîons  par  différence,  Tune  croissante,  l'afutre 
décroissemle  :  les  raisons  sont  respectivement  4  et  3. 

On  supprime  ta  distinclion  que  nous  Tenons  d'indiquer  entre 
les  processions  croissante  et  décroissante,  en  cmvenartt  que 
^  rwon  êst  ï^esccès  d^an  terme  sur  h  term»  précédent.  Si  la  pro- 
gression est  décroissante,  cet  excès  est  négatif.  Par  exemple,  la 
^conde  des  deux  progressions  indiquées  a  pour  raison  —  3. 

En  général ,  nous  désignerons  les  termes  d'une  progression 
par  dilEÊreBce  par  les  lettres  a,  fr,  c, . .  «  t,  A,  /,..•• ,  la  raison 
positive  ou  négative  par  r,  et  le  noml)re  (^^i  exprime  le  rang  du 
terme  l  par  n.  Nous  aurons  : 

Ta.b.c.d.  •••{.%•/•  •••  [1] 
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327.  Valeur  du  terme  de  rang  n.  D'après  la  définition ,  un 
terme,  dans  une  progression  croissante,  se  forme  en  ajoutant 
la  raison  au  terme  précédent.  Le  second  est  donc  égal  à  a+r, 
le  troisième  à  a+2r,  le  quatrième  à  a  +  3r, .,..,  le  nr*  k 
a 4-  (n — I)  r.  Doncunferme  de  rang  quelconque  se  formé  en  ajou- 
tant au  premier  autant  de  fois  la  raison  qu*il  y  a  de  termes  avant 
celui  que  Von  considère.  C'est  ce  que  l'on  exprime  par  la  formule  : 

i  =  a  +  (n  — l)r.  [2] 

Cette  formule  s'applique  au  cas  où  la  progression  est  décrois- 
sante, pourvu  que  la  lettre  r  représente  un  nombre  négatif  (586). 

528.  Corollaire.  La  formule  [2],  étant  une  relation  entre 
les  quatre  nombres,  a,  I,  r,  n,  permet  de  déterminer  l'un  d'eux, 
quand  les  trois  autres  sont  donnés  :  il  suffit  de  résoudre  l'équa- 
tion par  rapport  à  la  quantité  inconnue.  Elle  fournit  donc  la 
solution  de  quatre  problèmes  faciles  à  énoncer,  et  dont  les  for- 
mules sont  : 

i=^a-\'{n  —  l)r,        a  =  /  —  (n — l)r,   \ 

l—a                           ,.^~^'      !  ra 

r  = -,  ri  =  IH .        \ 

n  —  1  r  j 

529.  Insertion  de  moyens  arithmétiques.  Insérer  m  moyens 
arithmétiques  entre  deux  nombres  donnés  a  et  6,  c'est  former 
une  progression,  dont  a  et  6  soient  les  termes  extrêmes,  et  dont 
ces  m  moyens  soient  les  termes  intermédiaires. 

Il  suffit  évidemment,  pour  résoudre  cette  question,  de  trouver 
la  raison  de  la  progression;  car,  en  l'ajoutant  au  premier 
terme,  on  aura  le  second;  en  l'ajoutant  au  second,  on  aura  le 
troisième;  et  ainsi  de  suite.  Or  on  connaît,  dans  la  progression 
cherchée,  le  premier  terme  a,  le  dernier  6,  et  le  nombre  des 
termes  (m  -|-  2).  On  appliquera  donc  la  formule  [2],  qui  don- 
nera ; 

38  —  5 
SzKKPLB.  Insérer  10  moyens  entre  5  et  38.  La  raison  est  :  r=:         ■  ou  3  ; 

et  la  progression  cherchée  est  : 

45.8.11. 14. 17.20.73.36.29.33.35.38. 
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S30.  Problème.  Déiefininer  la  ccmdUionpMr  que  trois  nombres 
donnés j  a,  b,  c,  fassent  partie  iune  mime  progression. 

Supposons  ces  nombres  rangés  par  ordre  de  grandeur  :  ils 
seront  séparés,  dans  la  progression  inconnue ,  par  des  termes 
intermédiaires^  qui  pourront  être  considérés  comme  des  moyens 
insérés  entre  a  et  b^  et  entre  b  et  c.  Par  suite,  si  l'on  désigne  ces 
nombres  de  moyens  par  (m  —  1)  et  par  (n—  1),  la  raison  devra 

être  égale  (329)  à  -^^^  et  à  -^^^  ;  on  devra  donc  avoir  : 


m  n 

b — a     c — b 


[5] 


m  n 

(Test  la  condition  cherchée;  il  faudra  qu'il  existe  deux  nombres 
entiers^  m  el  n,  proportionnds  aux  différences  (b — a)  et  (c  — b). 
Cette  condition  est  toujours  remplie,  quand  les  nombres  a,  b, 
c,  sont  commensurables  :  car,  si  les  nombres  (b^a)  et  (c— 6} 
sont  fractionnaires,  il  suffira  de  les  réduire  au  même  dénomi- 
nateur, et  de  prendre  m  et  n  égaux  aux  numérateurs.  En  mul- 
tipliant les  deux  résultats  par  un  même  nombre  entier  quel- 
conque, on  aura  d'autres  valeurs  pour  m  et  n;  de  sorte  que  le 
problème  a,  dans  ce  cas,  une  infinité  de  solutions. 

33 1 .  Théorème.  Si  Von  insère^  entre  les  termes  consécutifs  d'une 
progression  [1],  pris  deux  à  deux,  un  mime  nombre  m  de  moyens 
ariihmétiqueSj  on  obtient  une  progression  unique,  dont  la  raison  est 
le  quotient  de  la  division  de  la  raison  primitive  par  (m  -j-  !}• 

En  effet,  les  raisons  des  diverses  progressions  partielles 
sont  (389)  : 

b  —  a        c  —  b        d  —  c 

elles  sont  donc  toutes  égales  à  — ^-y  (326).  D'ailleurs  le  der- 
nier terme  de  chacune  est  le  premier  de  la  suivante.  On  peut 
donc  les  considérer  comme  n'en  faisant  qu'une  seule. 

332.  Théorème,  dans  toute  progression  limitée,  la  somme  de 
deux  termes  également  distants  des  extrêmes  est  constante  et  égale  à 
la  somme  des  extrêmes. 

Soit,  en  effet,  la  progression  : 

ia.b.c.d....i.kJ] 
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le  second  terme  b  est  égal  à  a.+  r,  et  l'avaut-d^nier  k  est  égal  à 
/— r;  donc  leur  somme  b+k^za-^-L 

En  général,  le  terme  x^  qui  en  a  p  avant.lui,  est  égal  (327)  à 
a.+pvy  et  le  terme  y,  qui  en  a  p  après  lui,,  est. égal  à  l—pr; 
donc  leur  sommtt  a;  -f*  y  est  égale  ka-^U 

953.    SOMMB  DES  TERMES  dVnE  PROGRESSION^   DéStgDODS  par 

s  la  somme  des  termes  de  la  progression  qui  commence  par  a, 
qui  finit  par  {,.  et  dont  n.  est  le  nombne  des  termes.  On  a  : 

S  =  a  +  b  +  c  +  d....+i  +  k-]-l. 

On  n'altère  pas  cette  somme  en  renversant  les  termes  ;  si  on 
les  écrit  de  manière  que  les  termes  à  égale  distance  des  extrêmes 
se  correspondent  verticalement  dans  les  deux  lignes,  on  a  : 

Qu'on  scoute  maintenant  les  termes  de  ces  deux,  suites  par  co- 
lonnes verticales,  et  Ton  aura  : 

2S=(a+0+(^+^)+(c+i)....+(i+a)+(»+*)+a+«). 

Mais  toutes  les  sommûs,  renfermées  entre  parenthèses,,  sont 
égales  (352)  à  (a  -f  0  ;  d'ailleurs  leur  nombre  est  celui  des  ter- 
me» delà  progresuon.  On  a  donc: 

2S  =  (a  +  0n; 

d'où  Ton  déduit  :  S  =iî±i)!i.  [ej 

La  somme  des  termes  aune  progression  par  différence  est  la  moi- 
tU  du  produit  de  la  somm^  des  extrêmes  par  le  nombre  des  termes. 

Exemple.  La  somme  des  12  termes  de  U  progression  (320)  est 
ou  268. 

Rbmarqub.  Si  Ton  ne  connaissait  qne  le  premier  terme  a,  la 
raison  r,  elle  nombre  n  des  termes,  il  fiiudrait,  pour  appliquer 
la  fornwle  précédente,,  commencer  par  calculer  le  dernier 
terme  2,.  à  l'aide  de  la  formule  [2].  En  subfitituaut  sa  valeur  dans 
la  formule  [6],  on  a: 
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AppMCATjrwft.  1?  Xroufsr.laLSQzxune  des  n^ptemiers  nombiea  entîeu, 

Gonmis  U»  fbimeiit  une  progrumoiii  dont  Ittraison'  est  l„lair  flommeiat  ; 

s=ii±=L".  -ou  s=îi(itii.  m 

Donc,  pour  avoir  laiommê  da  n  premUn  wmtrei  euUergi  on  multiplie  U 
éemier  par  celui  qui  le  suivrait  immédiatement,  et  Van  diviit  le  produit  par  2. 
2*  TrouTer  la  somme  des  n  premiers  nombres  impairs, 

Us  forment  une  progression  dont  la  raison  est2;  en  appliquant  laformule  [7]  on«: 

Ainsi  la  tomme  desn  premiers  nombres  impairs  est  égale  au  carré  de  n. 

885.  PBOBLévES.  Les  formules  [2]  et  [6J  fournissent  deux  relations  entre  les 
quantités  «).i>.r,  n^,,  S,  relations,  qui  permettent  da  déterminer  deux  de  oes 
quantiiés,  quand  les  trois  autres  sont  données.  De  là  dix  problèmes  à  résoudre  : 

1*  Étant  donnés  a,  {,.  r,  déterminer  n,  S 

»         r,  S; 

»  r,  n; 

m  A;  S: 

»        ly.  r 

*  A)    S 

»         a,  n 

»        a,  r\ 
»         a,  (. 

Parmi  ces  problèmes,  le  cinquième  et  le  buitiôme  sont  du  second  degré  ;  les 
huit  autrei  sont  du  premier  degré. 
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556.  DÉFINITIONS.  Une  progression  géomitrique  ou  par  quo^ 
tim^  est  une  suite  de  nombres,  dont  chacun  est  égal  au  précé- 
dent multipliérpar  un  nombre  constant  que  Ton  nomme  la  raison 
de  la  progression. 

LoFflqae  la'  raisevest  pibs  grande  que*  runitê'.  Tes  termes  yont 
en  croissant,  la  progression  est  croissante;  lorsque  la  raison  est 
moindre  qpe  Funité,,  les  tenues  vont  ea diminuant,  et.  la.  pro- 
gression, est  décroissante.. 


2* 

a;  ly.n, 

3* 

a,  l,  S, 

4? 

a,  r,  », 

5f 

0$  r,.Sj. 

e* 

o,  n,S^. 

7* 

l,  r,  n, 

8- 

1,  r,  S, 

9- 

ï,  n,  s, 

10* 

r,  n,S, 
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Pour  indiquer  que  des  nombres  font  partie  d*une  progression 
par  quotient 9  on  les  écrit  à  la  suite  les  uns  des  autres,eDles 
séparant  par  deux  points,  et  en  les  faisant  précéder  du  signe  H- 

Exemples.  Les  suites  : 

•H  4: 12: 36: 108: 324: 972:....» 

H  528  :  264  :  132  :  66  :  33  :  16^  : ....  p 

sont  deux  progressions  par  quotient,  l'une  croissante  et  Tautre 
décroissante  ;  les  raisons  sont  3  et  ^. 

En  général,  nous  désignerons  les  termes  d'une  progression 
par  quotient  par  a,  6,  c,  d, . . . . ,  »,  fc,  i, . . .  • ,  la  raison  par  q^  et 
le  rang  du  terme  l  par  n.  Nous  aurons  : 

«  a  :  6  :  c  :  d  :....:  i  :&:/:... .  [i] 

557.  Valeur  du  terbie  de  rang  n.  D'après  la  définition»  un 
terme  d'une  progression  par  quotient  se  forme  en  multipliant 
le  précédent  par  la  raison.  Le  second  est  donc  égal  à  aq^  le  troi- 
sième à  aq^j  le  quatrième  à  09', . . .  • ,  le  n"*  à  09*-^  Donc  un 
terme  de  rang  quelconque  est  égal  au  premier  muUiplié  par  une 
puissance  de  la  raison^  dont  Fexposant  est  égal  au  nombre  des  ter-- 
mes  qui  précède  celui  que  Von  considère.  C'est  ce  qu'exprime  la 
formule  : 

|  =  aç-*.  [2] 

558.  Corollaire.  La  formule  [2],  étant  une  relation  entre 
les  quatre  nombres,  a,  I,  q,  n,  permet  de  déterminer  l'un  d'eux, 
quand  les  trois  autres  sont  donnés.  On  trouve  aisément,  en  ré- 
solvant l'équation  [2]  par  rapport  à  chacune  des  quatre  quantités 
successivement  : 


l  =  aq^*,         a  =  ^^^. 


1^.  -      -  ^ 


loff /  — Injra    ' 


La.  dernière  formule  suppose  connues  les  propriétés  fondamen- 
tales des  logarithmes  (56$  et  suiv.}. 

559.  Théorâiie.  Si  une  progression  est  croissante^  on  peut  la 
prolonger  assez  ^  pour  que  ses  termes  dépassent  toute  limite  donnée. 
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En  effet,  si  Ton  considère  les  trois  termes  consécutifs  i,  k,  l 
de  la  progression  [1],  on  a,  par  définition. 

k  =  iq,        l  =  kq\ 

et,  par  soustraction ,    i  —  ^  =  (/c  —  i)q. 

Or  la  raison  q  est  supérieure  à  Tunlté  ;  donc  la  différence 
{l — h)  est  plus  grande  que  la  différence  {k — i).  L'excès  d*un 
terme  sur  le  précédent  va  donc  en  croissant.  Or,  si  cet  excès 
restait  constant,  comme  dans  la  progression  par  différence,  on 
pourrait,  en  l'ajoutant  au  premier  terme  a,  un  nombre  suffi- 
sant de  fois,  obtenir  un  résultat  aussi  grand  qu'on  le  voudrait. 
Il  en  sera  donc  de  même,  a  fortiori^  si,  comme  nous  l'avons  re- 
connu, cet  excès  va  en  augmentant. 

340.  Théorème.  Si  une  progression  est  décroissante^  on  peut  la 
prolonger  assez,  pour  que  ses  termes  décroisses  au-dessous  de  toute 
limite. 

En  effet,  si  la  progression  [1]  a  une  raison  q  inférieure  à 

l'unité,  les  termes  -,  r,  -,  .•-  t,  t,  r, ....  forment  une  autre 

a    0    c  %     n>    i 

progression  par  quotient,  dont  la  raison  -  est  supérieure  à  Tu- 
nilé,  puisque,  des  égalités 


ondéduit     -  =  -x-;,    -==^x-,    -5=-x-,..,. 

b      a      q       c      b      q      d      c      q 

Il  résulte  donc,  du  théorème  précédent,  que  les  fractions 
"->  Zf  l>  peuvent  devenir  aussi  grandes  que  l'on  voudra,  et  par 

%    K      t 

suite,  leurs  dénominateurs  t,  A,  l,  peuvent  devenir  aussi  petits 
que  l'on  voudra.  C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

341.  Insertion  de  moyens  géométriques.  Insérer  m  moyens 
géométriques  entre  deux  nombres  donnés  a  et  6,  c'est  former 
une  progression  par  quotient,  dont  a  et  6  soient  les  termes 
extrêmes,  et  dont  ces  m  moyens  soient  les  termes  intermé- 
diaires. 

Il  suffit  évidemment,  pour  résoudre  cette  question,  de  trouver 
la  raison  de  la  progression  :  car,  en  multipliant  le  premier  terme 
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par  la  raison,  oaaura  le  second  ;  en  moltipliant  le  second  par  la 
raison»  on  aura  le  troiaiôme^  et  amsi  de  suite.  Or^  on  cannait,, 
dans  cette  progression ,  le  premier  terme  a,  le  dernier  6,  et  le 
nombre  des  termes  (m  4-  2).  On  appliquera  donc  la  formule  [2], 
qui  donnera  : 

EzBMPLE.  Insérer  3  moyens  entre  7  et  112.  La.  raison  est  : 

q^  y  — ou  25' 

et  la  progression  cberciiée  est  : 

■H-7: 14: 28: 56: 112. 

542.  THÉORÈSiE.  Si  Von  insère  y  entre  les  termes  consécutifs  cPune 
progression  par  quotient j  pris  deux  à  deux,  un  mime  nombre  m  de 
moyens  par  quotient,  on  obtient  une  progression  unique,  dont  la  rai- 
son est  la  racine,  d^indice  (m  +  1)»  de  la  raison  primitive. 

En  efibt,  les  raisons  des  diverses  progressions  partielles  sont: 

^Tb      -*yc      "^'/rf 
Vâ>     Vb^     V?-- 

elles  sont  donc  toutes  égales  à  "V^»  D'ailleurs  le  dernier  terme 
de  chacune  est  le  premier  de  la  suivante.  On  peut  donc  les  con- 
sidérer comme  n'en  faisant  qu'une  seule. 

545.  Problème.  Déterminer  la  condition^  pour  que  tnd&'.nam^ 
bres,  a,  b,  c,  fassent  partie  d'une  même  progression. 

SU  en.  considérant,  a.  comme  étant  le:  premier  terme,  on 
désigne  par  (m-f-l)  et  par  (n-f- 1)  les  rangs  inconnus  de  b  et 
de  0,  on  a  (357): 

b:=^ia^,        c  =aq% 

q  étant  la  raison  inconnue.  Si  l'on  élèye  la  première  équation  à^ 
la  puissance  n,.  et  la  seconde  à  la  puissance  m^  on  aura; 

d'od ,  en  éliminant  q  : 

6*      c' 


G'eatila  condition  cherchée.  Cette  condition  se,  simplifie^  si  L'on 


H-"  =  ^"'    «" 
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suppose  que  a^b^c  somii  commeusurables;  car  alors^  en  ï*é- 

b      c 
duisant  les  rapports  -  et  -  &  leur  plus  simple  ezpresiwoii,  et  en 

Q      k 
désignant  par  r  et  -?  les    fractions   irréductibles  équivalentes , 

on  a: 


Or,  ces  fraclionSy  étant  aussi  irréductibles,  ne  peuvent  être  éga- 
les, que  si  Ton  a  : 

ce  qui  exige,  d'une  part,  que  g  elk  soient  composés  des  mêmes 
fact^irspremicrst ainsi  que  /i  et  /;  et,  d'autre  part,  que  les  ex- 
posants d'un  même  facteur,  dans  g  et  h^  et  dans  h  et  /,  soient 

dans  un  rapport  constant  ~.  Si  ces  conditions  sont  remplies, 

elles  déterminent  le  rapport  — .  Mais  elles  laissent  m  et  n  indé- 
terminés; de  sorte  que  a,  b^  e  peuvent  faire  partie  d'une  infinité 
de  progressions. 

SMb  Afpucatioii.  Quêli  umt  lês  nombreà  commemurablu  qui  peuvent  faire 
partie  d'une  progression  par  quotiefUj  ayant  pour  termes  l  et  lOt 

Désignons  par  -  Tan  des  nombres  dierchés  ;  on  doit  avoir,  d'après  ce  qui  pré- 
cède: 


(!)' 


nW,    eu  ^=1«*, 


m  et  n  étant  des  nombres  entiers.  Or  le  second  membre  étant  entier,  le  premier 
doit  l'être  aussi  :  et  comme  ^  est  irréductible,  par  hypotbèse,  il  faut  q^ue  Ton 

&it  :  q=  1,  et,  par  suite,  p"=  10".  Mais  pour  que  cette  dernière  égalité  ait 
lieu,  il  laot  que  }^  ne.  coalieiuiei  <pia  les  facteuBS  premiers  2  et  »de  10,  c'est-à- 
dire  que  Toa  ait  :  p  =  2«x5^  il  faut  donc  que  2*"X5P*=2"X5",  et  que, 

par  conséquent,  am=6in  =  n.  Il  faut  donc  quea  =  p=^ — ..  Aiosi  leserpo- 

sants  de  2  et  de  5,  dans  p,  doivent  être  égaux;  ou,  en  d'autres  termes,  |;  ddt 
être  une  puissance  de  10. 

Tjte  puissance»  de  10  Ront  dbnc  les'  seuls  nombre»  commenvurableB  qui  pui»* 
sent  figurer  dans  une  progression  par  quotient,  dont  1  et  10  font  partie. 

345.  Théorème.  Dans  Umieprogresiionpar  quotient,  le  produit 
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de  deux  termes  également  distants  des  extrêmes  est  constant  et  égal 
au  produit  des  extrêmes. 
Soit,  en  erfet,  la  progression  limitée  : 

^aïoiciaimmm.*  m  fiHi 

le  second  terme 6  est  égal  à ag,  et  l'avant-dernier fe  est  égal  à-; 

donc  leur  produit  6ft=aZ.  En  général,  le  terme  x^  qui  en  a  p 
avant  lui,  est  égal  à  9';  et  le  terme  y,  qui  en  a  p  après  lui,  est 

égal  à  -;  ;  donc  le  produit  xy=aL 

546.  Produit  des  termes  d'une  progression.  Désignons 
par  P  le  produit  des  termes  d*une  progression,  qui  commence 
par  a,  qui  unit  par  I,  et  dont  n  est  le  nombre  des  termes.  Nous 
avons  : 

l?z=abcd ikl. 

On  n*altëre  pas  ce  produit  en  renversant  l'ordre  des  facteurs, 

et  en  écrivant  : 

P=//a dcha. 

Si  Ton  multiplie  ces  deux  produits  égaux  Tun  par  Tautre,  en 
groupant  deux  par  deux  les  facteurs  de  même  rang,  il  vient  : 

P* = (al)  (bk)  (ci) (ic)  (kb)  {la). 

Or  tous  les  produits  renfermés  entre  parenthèses  sont  égaux 
(348)  à  al.  D'ailleurs  leur  nombre  est  celui  des  termes  de  la  pro- 
gression ;  donc  : 

d*où  l'on  tire  : 

V=zs/{al)\  [6] 

Ainsi,  h  produit  des  termes  d'une  progression  est  égal  à  la  racine 
carrée  d'une  puissance  du  produit  des  extrêmes^  dont  V exposant  est 
le  nombre  des  termes. 

547.  Somme  des  termes  d'une  progression  par  quotient. 
Désignons  par  S  la  somme  des  termes  de  la  progression  précé- 
dente ;  de  sorte  que  Ton  a  : 

S=a+6+c+d+ +i+k  +  l. 
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Si  Ton  multiplie  les  deux  membres  de  cette  égalité  par  q^  on 
obtient  : 

Sg=a?+6?-fcg+dg+ ^iq-\.kq+lq. 

Mais,  par  hypothèse»  aq=^bybq=Cf  cq=d^....yiq=zkykq=li 
donc  Fégalité  précédente  devient  : 

Sg=6+c+d+ +*+/+/9. 

Si  Ton  suppose  9>  1,  et  qu'on  retranche   S  de  S9,  on  a  évi- 
demment, en  supprimant  les  termes  qui  se  détruisent  : 

S^— S  =  lg  — a,    ou    S{q — l)  =  /g— a; 
d'où  S  =  îî=^.  [7] 

Ainsi,  la  somme  des  termes  d'une  progression  croissante  par  qt^o- 
tient  se  fonnej  en  multipliant  le  dernier  terme  par  la  raison^  en  re- 
tranchant  du  produit  le  premier  terme,  et  en  divisant  la  différence 
par  Fexcès  de  la  raison  sur  runité. 

Si  l'on  suppose  g  <  1,  on  ne  peut  plus  retrancher  S  de  Sg;  on 
retranche  alors  Sq  de  S,  et  l'on  a  : 

S— S(7=a— ^,    ou    S(l— (/)=a— ^g; 

««•où  '  S  =  ^l  [8] 

.  Ainsi,  la  somme  des  termes  d*une  progression  décroissante  se 
forme  j  en  retranchant  du  premier  terme  le  produit  du  dernier  par 
la  raison,  et  en  divisant  la  différence  par  V  excès  de  Vunité  sur  la 
raison. 

Hais  les  conventions  faites  sur  les  nombres  négatifs  rendent 
cette  seconde  forme  équivalente  à  la  première. 

Remarque.  Si  Ton  ne  connaissait  que  le  premier  terme  a,  la 
raison  g,  et  le  nombre  n  des  termes,  il  faudrait,  pour  faire  usage 
des  formules  précédentes,  commencer  par  calculer  le  dernier 
terme  l  à  Taide  de  la  formule  [2].  En  substituant  sa  valeur  dans 
les  formules  [7]  et  [8],  on  a  : 

l«]  8  =  22;^.    et    S=«-^-.  [101. 

548.  Limite  de  la  somme  des  termes  d'une  progression 
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DÉcROissumTB.  La  formule  [8],  qaiiioinieiaMaiiiie  des  lemes 
d'une  progression  décroissante,  peut  s'écrire  : 


1 — jq       1  —  q 

Ovj  si  le  nombre  des  termes  va  en  augmentant  indéfiniment, 
l'expression  T—^,  qui  ne  dépend  que  du  premier  terme  et  de 
la  raison,  conserve  constamment  la  m%me  valeur;  maàs  le  pro- 
duit l  T—"»  composé  d'un  facteur!  qui  décroît  sans  limite  (MO), 

et  d'un  facteur  _  qui  reste  constant,  peut  devenir  aussi  petit 
que  l'on  voudra.  Par  conséquent  la  somme  des  termes,  tonjours 
inférieure  àj— -,  peut  différer  de  /__  «tissî  peu gneFon vou- 
dra, si  le  nombre  des  termes  est  suffisamment  grand  :  en  d'au- 
très  termes,  j—-  est  la  limite  Yers  laquelle  tend  la  ««maie, 

lorsque  le  nombre  Aes  termes  croit  indéfiniment.  Bu  désignant 
cette  limite  par  «,  on  a  : 

5=7^.  [11]. 

340.  Application.   Une  fraction  décimale  périodique  peut  être  considérée 
comme  une  progressioQtiécrmisaQte;  .et  la  locmuie  {llj  M.aat  ^Hplioable. 
Soit,  par  exeiz^U,  laXEaction  pâriodique 


0,3335S53BSS. 


Si  on  la  sépare  en  tranches  de  deux  chiffres,  à  partir  de  la  yirgule,  on  peut  la 
regarder  comme  la  limite  de  ia  somme  des  termes  tl*mie  pnugressioii  dècioi»^ 
santé  à  Tinfini  : 

35         35  35  35 


-H- 


109'  10000*  lOMMO'  loeoeoow) ' 


doaiiaxaisoQ'est— .  D'après  laiecmule  [11 L  cette  UmilB«6tiégy6 

•  100  .     35 


1  — -L'  99 

100 

ce  qui  est  précisément  le  résultat  qu'on  obtient,  en  arithmétique,  dans  la  théorie 
des  iractions  périodiques. 
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EXERCICES. 

1.  Quelles  sont  les  progressions  par  différence  dans  lesquelles  la  somme  de 
deu  termes  quelconques  fait  partie  de  la  progiesaion  ? 
Ce  sont  celles  dont  le  premier  terme  est  un  multiple  de  la  raison. 

n.  Quelles  sont  les  progressions  par  quotient^  dans  lesquelles  le  produit  de 
deax  termes  fait  partie  de  la  progression  ? 
Ce  sont  celles  dont  le  premier  terme  est  une  puissance  de  la  raison. 

HT.  Si,  dans  une  suite  Qe  nonfbres,  chacun  est  la 'demi-somme  de  ceux  qui 
le  comprennent,  ces  nombres  forment  une  progression  par  différence.  Si  chacun 
est  moyen  'proportionnel  entre  les  deux  qui  le  comprennent,  ils  forment  une 
progression  par  quotient. 

On  ramène  immédiatement  cet  énoncé<««Ei  déftnitioiiB  tSSS'et^Bas). 

TV.  Dans  quelles  progressions  par  'différence  existe-t-il  un  rapport,  indépen- 
dant de  n,  antre  la  somme  des  n  pnmieis  itennes  et  la  somme  des  n  utivanisf 

Ce  sont  œllas  û&  la  xaiion  est  double  du  pireoiier  teone  (Ev.  H,  ohap.  tii, 
exerc  1). 

V.  ^j  ^5~et  /7  peavent-ils  faire  partie  d'une  môme  progression  par  diffé- 
rence ou  par  quotient  T 

Non.  On  s'appuiera  sur  les  n***  330  et  348. 

VI.  Si  Ton  prend  la  suite  des  nombres  impairs  1,  3,  5,7*».^  et  qu'on  la 
sépare  en  groupes,  dont  le  premier  jiit  un  terme,  •le-.deuiièa»  ^eux  termes^  Je 
troisième  trois  termes,  etc.,  la  somme  des  termes  d'un  môme  groupe  eatonciibe. 

On  formera  le  promier  et  le  dernier  terme  de  n"*  .groupe,  et  .on  appliquera 
la  formule  [6]  du  n*  833  :  on  trouvera  n'  pour  somme. 

vn.  Si  l'on  /considère  la  suite  1, 2,  4,  6,  8,  10. . . ,  la  somme  'des  m  ipremiers 
termes  est  impaire;  et,  ;quand  on  ajoute  au  nombse  ainsi  obtenu  les  (n—  1) 
nombres  impairs  qui  le.  euiyent, ton  obtient  imuGube.  ' 

On  trouve  pour  résultat  n',  en  suivant  la  même  marcha. 

VIII.  Dans  une  progression  géométrique  de  six  termes,  la  différence  de/ 
tenues  extzômes  est  plus  grande  que  cinq  fois  la  différence  des  termes  du  mi- 
lieu. 

On  exprime  le  rapport  .des  denx  différences  en 'fonetion  jde  Ja  vatam,  et  l'on 
trouve  que  le  minimum  du  rapport  est  5. 

IX.  On  forme  une  suite  de  termes  tels,  que  chacun  soit  la  demi-somme  des 
deux  précédents  ;  connaissant  les  deux  premiers  termes  a,  h  de  cette  suite, 
trouver  de  quelle  limite  on  s'approche,  lorsqu'on  en  forme  un  nombre  de  plus 
en  plus  grand. 

La  limite  est  -^ — . 

3 

X.  Soit  AB  une  ligne  quelconque  ;  on  marque  son  milieu  G,  puis  le  milieu  D 
de  GB,  puis  le  miUeu  E  de  DG,  puis  le  milieu  F  de  ED,  le  milieu  G  de  FE,  et 
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ainsi  de  suite  indéfiniment;  trouyer  de  quelle  limite  les  points  C,  D,  E,  F,  G, 

I 1 1-  :-.| 1 1 

Â  G  £  G   F       D  B 

s'approchent  de  plus  en  plus^  lorsqu'on  en  marque  un  nombre  de  plus  en  plus 
grand. 

Le  point  limite  est  au  tiers  de  ÂB,  &  parUr  du  point  B. 

XL  Trouver  la  limite  de  la  somme  des  fractions 


2^4  '^8^16^32 


«TT'r'ô«7c»'ïô«     ••••f 


dont  les  numérateurs  forment  une  progression  par  différence,  et  les  dénomi- 
nateurs une  progression  par  quotient. 

On  décompose  cette  série  en  plusieurs  progressions  géométriques  décrois- 
santes ,  et  Ton  trouve  que  la  limite  est  2. 

XII.  On  forme  la  suite  des  nombres 

1,    3^    6,    10,    15,    21,    etc., 

tels  que  la  différence  de  deux  termes  consécutifs  va  sans  cesse  en  augmentant 
d'une  unité  ;  trouver  la  somme  des  n  premiers  termes  de  cette  suite. 

On  trouve  que  le  »"•  terme  est  égal  à       7*     ,  et  que  la  somme  est  égale  i 

n(n  +  l)  (n-f2) 
6  • 

XTII.  Dans  une  progression  par  quotient,  dont  le  nombre  des  termes  est  im- 
pair, la  somme  des  carrés  des  termes  est  égale  à  la  somme  des  termes,  mul- 
tipliée par  l'excès  de  la  somme  des  termes  de  rang  impair  sur  la  somme  des 
termes  de  rang  pair. 

On  forme  les  différentes  sommes  indiquées,  et  on  vérifie  aisément  l'égalité. 

XIV.  Dans  une  progression  par  différence,  dont  les  termes  sont  entiers,  si  p 
est  un  nombre  premier  avec  la  raison,  et  que  Ton  divise  p  termes  consécutils 
par  p,  on  obtiendra  pour  restes  tous  les  nombres  0,  1,  2,  3,...  (p— 1). 

On  prouve  que  deux  restes  ne  peuvent  pas  être  égaux. 

XV.  Un  triangle  étant  donné,  on  forme  un  second  triangle  qui  ait  pour  côlés 
les  médianes  du  premier,  un  troisième  triangle  avec  les  médianes  du  second, 
et  ainsi  indéfiniment  On  demande  la  limite  de  la  somme  des  aires  de  tous  ces 
triangles. 

Celte  limite  est  quatre  fols  l'aire  du  triangle  donné. 
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CHAPITRE  IL 

mÉORIE  ELEMENTAIRE  DES  LOG4BITII1IE9. 


S  L  Définitioii  des  logarithmes. 


SM>.  DâiNinoN.  —  Lorsque  Ton  considère  deux  progres- 
sions, l'une  par  quotient  et  commençant  par  l'unité,  Tautre  par 
différence  et  commençant  par  zéro ,  les  termes  de  la  seconde 
sont  appelés  les  logarithmes  des  termes  qui  ont  le  même  rang 
dans  la  première.  Ainsi,  soient  les  deux  progressions  : 


^        1   tO.  r.  2r.  3r.4r : 


TTlTm  •  •  •  •  •  fil*.  •  •  •  •  t  JT •  •  •  •   , 

mr  est  le  logarithme  de  9*. 

Remarque.  —  Le  logarithme  d*un  nombre  considéré  isolé- 
ment est  tout  à  fait  arbitraire.  Si  l'on  demande  quel  est  le  loga- 
rithme de  3,  cette  question  n*a  aucun  sens,  tant  qu'on  n'a  pas 
choisi  les  progressions  qui  définissent  le  système  des  loga- 
rithmes dont  on  veut  parler. 

Dans  tous  les  systèmes  le  logarithme  de  1  est  0. 

• 

55t.  Extension  de  la  DÉFmmoN.—*  D'après  la  définition  pré- 
cédente, lorsque  l'on  a  choisi  les  deux  progressions  qui  défi- 
nissent un  système  de  logarithmes ,  il  semble  que  les  nombres 
qui  ne  font  pas  partie  de  la  progression  par  quotient,  n'ont  pas 
de  logarithmes  ;  nous  allons  voir  comment,  en  étendant  cette 
définition,  on  est  conduit  à  regarder  chaque  nombre  plus  grand 
que  l'unité  comme  ayant  un  logarithme. 

Concevons  que  l'on  insère  entre  deux  termes  consécutifs  de 
chacune  des  progressions  [1]  un  même  nombre  de  moyens; 
nous  obtiendrons  (331, 341S)  deux  nouvelles  progressions,  com- 
mençant encore  l'une  par  1,  l'autre  par  0,  et  dans  lesquelles  les 
termes  correspondants  des  progressions  primitives  se  corres- 
pondront encore.  Nous  dirons  donc  que  les  termes  nouvelle- 
laent  introduits ,  dans  la  progression  par  différence,  sont  les 
logarithmes  des  termes  de  même  rang,  introduits  dans  la  pro- 
gression par  quotient. 

Alo.  B.  !««  Paktib  18 
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552.  Théorème.  —  Pour  que  cette  extension  de  la  déânition 
soit  admissible,  il  faut  prouver  que,  si,  en  insérant  des  nombres 
difiérents  de  moyens,  on  amène  un  même  nombre,  de  deux  ma- 
nières différentes,  à  faire  partie  de  la  progression  par  quotient, 
on  lui  tronyera,  des  deux  manières,  le  même  logarithme. 

Supposons  que  l'on  insère  d'abord  (p — 1)  moyens  entre  les 
termes  consécutifs  des  progressions  [l],  la  raison  de  la  progres- 
sion par  quotient  sera  (341),  ^q;  et  la  raison  de  la  progression 

par  différence  sera  (529)  -•  £a  sorte  «que  le  terme ,  de  rang 

{k+\)f  dans  la  première,  sera  (v^5)*;  et  le  terme  correspon- 

dant^  dans  la  seconde,  sera  &-• 

P 

Supposons  maintenant  que  Ton  insère,  entre  les  termes  consé- 
cutifs des  progressions  [I],  un  autre  nombre  (p'  —  l)  de  moyens; 

un  terme,  de  rang  (/t'  + 1),  dans  la  première ,  sera  (v^*^»  ^^  '^' 

terme  correspondant,  dans  la  seconde,  sera  k'  -• 

Nous  voulons  prouver  que,  si  l'on  a  : 

r  r  k      h' 

on  aura  aussi  :       ife  -  =  /c'  — ,    ou    -  =  - . 

P         P  P      P 

Si,  en  effet,  nous  élevons  les  deux  membres  de  l'égalité  [2]  à 
la  puissance  pp',  nous  aurons  : 

('v'9r  =  rVi)""'.    ou    «•''  =  3»>; 

et  cette  dernière  égalité  entraîne  évidemment  : 

kp'=k'p,     on     -=-7. 

P     P 

Donc,  si  Von  peut  introduire  un  même  nombre,  de  deux  manières 
différentes^  dans  la  progression  par  quotient,  on  lui  trouvera,  des 
deux  manières,  le  même  logarithme. 

5ô5.  Théorème.  —  Si  Von  calcule  des  logarithmes  en  insérant 
un  certain  nombre  de  moyeris  entre  les  termes  consécutifs  des  deux 
progressùms,  puis  que  Von  en  calcule  ^-'autres  en  insérant  un  ature 


PROGRESSIONS  ET  LOGARITHMES.  275 

fumUfTê  de  moyens^  ces  divers  logarithmes  peuvent  êêre  aonsidéris 
comme  faisant  partie  d^un  seul  et  mime  système. 

Pour  le  prouver,  remarquons  que  si ,  entre  les  termes  con- 
sécutifs de  la  progression  par  quotient,  on  insère  d'abord  (p —  1) 
moyens,  puis  (p' —  1}  moyens,  tons  les  termes  obtenus,  dans  l'un 
et  l'autre  cas,  font  partie  d'une  seule  et  même  progression,  que 
fou  obtiendrait  en  insérant  (pp'— 1)  moyens.  En  effet,  si  l'on 
insère  {pp' — 1)  moyens  entre  deux  termes  consécutifs  a  et  b 
d'une  progression ,  le  terme  b  aura,  a{Mrès  cette  insertion ,  le 
(pp'+l)"«  rang.  Si  donc,  dans  la  progression  ainsi  formée,  on 
compte  les  termes  de  p'  en  p',  à  partir  du  second,  c'est-à-dire 

le  (p'+l)**,  le  (2p'+i)%  le  (3p'  +  l)«^ ,  b  se  trouvera 

le  p"*  de  cette  suite.  Or,  q  étant  la  raison  de  la  progression 
nouvelle,  les  termes  ainsi  désignés  sont  respectivement  ^aux 

à  0^,  0^,  ag"' ;  ils  sont  donc  en  progression  ;  et  l'on 

peut  les  considérer  comme  formant  (p —  1)  moyens  entre  a  et  6. 
De  ffléme^  si  Ton  compte  les  tisrmes  de  p  en  p,  à  partir  du  se-* 
cond,  b  se  trouvera  le  p'"*  de  cette  autre  suite;  et  ces  termes 
pourront  être  considérés  comme  formant  (p'—  1)  moyens  entre 
aeib, 

La  même  remarque  s'applique  à  la  progression  par  diffé- 
rence :  on  voit  donc  que  les  deuic  systèmes  obtemis ,  en  insérant 
séparément  (p — 1)  moyens  et  (p' — 1)  moyens,  sont  compris 
dans  le  système  unique,  qui  correspond  à  {pp'—  1)  moyens. 

Par  exemple,  si  a  et  6  désignent  deux  termes  consécutifs  quelconques  d'une 

progression  par  quotient  ou  par  différence,  et  que  Ton  insère  entre  a  et  b, 

d'abord  trois  moyens,  puis  ensuite  cinq  moyens,  de  manière  à  former  les  pro- 
gressoBS 

a,      A|,      Ai,      A3,      d, 
a,  Bi,   B3,  Bs,  B«,  B»,  b; 

si  I011  xDsm  ensuite  (%x6 —  1)  ou  23  moyeu,  on  iormBra  une  progresiioa 
nouvelle,  daas  laqueUe  A4,  At,  As  figuremat  aux  langs  1,  13,  19,  et  B|^  Bg,  Bj^ 
Bi,  B»,  aux  rangs  5,  d,  13,  17,  21. 

3S4.  Théorème.  —  On  peut  insérer ^  entre  hs  termes  consécutifs 
de  la  progression  par  quotient,  un  assez  grand  nombre  de  moyens, 
pour  que  deux  termes  consécutifs  quelconques  de  la  progression  nou- 
vdle  diffèrent  aitssi  peu  qu'on  voudra. 

En  effet,  soit  q  la  raison,  et  soient  A  et  Âg  deux  termes  con- 
sécutifs  quelconques  de  la  progression  donnée.  Si  l'on  insère 
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(m*-l}  moyens  entre  ces  deux  termes»  la  raison  de  la  progres- 
sion nouvelle  sera  77;  P&r  suite ,  deux  termes  consécutifs  de 
cette  progression  y  compris  entre  A  et  Ag,  seront  A.Çy/qy  ei 
A  (7  ?)***»  el  leur  différence  sera  : 

Arv'îr'-AOT*.  ou  A(-v/?rrv^-i). 

Comme  k  est  inférieur  à  m,  {y/qY  est  inférieur  à  9  ;  la  différence 
est  donc  plus  petite  que 

kqiyq-i). 

Or»  quand  m  croit  indéfiniment,  (7?  ~  0  tend  vers  zéro.  Car, 
pour  vérifier  que  Ton  a,  pour  une  valeur  suffisamment  grande 
de  m» 

quelque  petit  que  soit  t,  il  suffit  de  prouver  que  Ion  a,  dans  les 
mêmes  circonstances  : 

7ç<i-h.,  ou  (7<(i+«r; 

et  cette  dernière  inégalité  est  évidente,  puisque  Ton  sait  (339) 
que  les  puissances  d'un  nombre  plus  grand  que  1  croissent, 
sans  limites,  avec  leur  exposant. 

Ainsi  le  facteur  {yq^—  l)  tend  vers  zéro;  d'ailleurs  le  facteur 

kq  est  fixe  :  donc  le  produit  kq  Çy/q  —  l)  peut  devenir  aussi  petit 
que  Ton  voudra,  si  l'on  donne  à  m  une  valeur  suffisamment 
grande;  et  il  en  est  de  même,  a  fortiori,  de  la  différence  con- 
sidérée. 

355.  Remarque.  —  Il  résulte  du  théorème  (354),  que  les 
nombres  dont  les  logarithmes  sont  définis  dans  les  paragraphes 
précédentSi  croissent  par  degrés  aussi  rapprochés  que  l'on  veut. 
Si  l'on  se  bornait  cependant  à  cette  définition ,  il  y  aurait  une 
infinité  de  nombres  qui  devraient  être  regardés  comme  n'ayant 
pas  de  logarithmes.  On  sait,  par  exemple  (344),  que,  quel  que 
soit  le  nombre  des  moyens  insérés  entre  les  termes  de  la  pro- 
gression par  quotient, 

^1:10:100:1000 , 

aucun  de  ces  moyens  n'est  commensurable.  Tous  les  nombres 
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commensurables  peuvent,  au  contraire,  s'introduire,  comme 
moyens,  dans  la  progression  par  différence, 

Par  conséquent,  dans  le  système  de  logarithmes  que  définissent 
ces  deux  progressions,  les  nombres  commensurables  qui  ne  sont 
pas  entiers  f  sont  tous  des  logarithmes  de  nombres  incommensurables, 
et  Us  nombres  commensurables  qui  ne  sont  pas  des  puissances  delO^ 
nepouvant  pas  faire  partie  de  la  progression  par  quotient^  devraient 
être  regardés  comme  n'ayant  pas  de  logarithmes. 

556.  DéFuvrnoN  des  logarethmes  des  nombres  qui  ne  peuvent 

PAS  FAIRE  PARTIE  DE  LA  PROGRESSION  PAR  QUOTIENT.  —  Quaild  UU 

nombre  ne  peut  pas  être  introduit  dans  la  progression  par  quo- 
tient, son  logarithme,  qui  ne  peut  être  commensurable  (5tttt), 
se  définit  de  la  manière  suivante  : 

Le  logarithme  d'un  nombre  N,  qui  ne  peut  pas  faire  partie  de  la 
progression  par  quotient  ^  est  plus  grand  que  les  nombres  commen^ 
surables  qui  sont  les  logarithmes  de  nombres  inférieurs  à  N,  et  plus 
petit  que  les  nombres  commensurables  qui  sont  les  logaritlimes  de 
nombres  supérieurs  à  N. 

Par  exemple,  dans  le  système  défini  par  les  progressions  du 
n*  5S5,  le  nombre  37  ne  peut  pas  faire  partie  de  la  progressior 
par  quotient.  Pour  définir  son  logarithme,  concevons  que  Ton 
insère  entre  10  et  100  un  nombre  considérable  de  moyens  par 
quotient,  et  entre  1  et  2  le  même  nombre  de  moyens  par  diffé- 
rence; on  trouvera,  dans  la  progression  par  quotient,  deux 
termes  consécutifs  qui  comprendront  37,  et  dont  les  loga- 
rithmes commensurables,  très-peu  différents  l'un  de  l'autre, 
comprendront,  par  définition,  le  logarithme  de  37.  La  valeur  de 
ce  logarithme  sera,  d'ailleurs,  parfaitement  déterminée  :  car 
elle  sera  la  limite  commune,  vers  laquelle  convergeront  les 
logarithmes  des  deux  nombres  qui  comprennent  37,  lorsque  le 
nombre  des  moyens  insérés  croîtra  indéfiniment. 

557.  Théorème.  —  Il  résulte  de  tout  ce  qui  précède,  que 
tout  nombre^  plus  grand  que  l^  a  un  logarithme. 
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S  II.  Généralités  sur  les  nombres  incommensurables. 
3S8.  DÉFINITIOlf  G^NÉBALB  DES  NOMBRES  IBCOBOiESSURABLES. 

Nous  venons  (31(6)  de  définir  le  logarithme  d*un  nombre,  en 
disant  quels  sont  les  nombres  commensunables  qui  sont  plos 
grands  que  lui,  et  quels  sont  ceux  qui  sont  plus  petits  que  loi. 
Cette  manière  est  le  moyen  ordinaire  de  définition  pour  les 
nombres  incommensurables.  Quelques  explications  sur  ce  sujet 
ne  seront  pas  inutiles. 

U  existe  des  gnuideurs  qui  n'ont  pas  de  conmiune  mesure. 
On  sait,  par  exemple,  que  la  diagonale  d'un  carré  n'a  pas  de 
commune  mesure  avec  son  côté;  il  en  est  de  même  de  la  diago- 
nale d'un  cube  et  de  son  arête.  Dans  ce  eas ,  le  rafpport  des  deux 
grandeurs  ne  peut  être  représenté  par  aucun  nombre,  eQtier 
ou  fractionnaire  :  on  dit  qu'il  est  incommensurable. 

Pour  définir  un  nombre  incommensurable,  on  ne  peut  qu'in- 
diquer comment  la  grandeur  qu'il  exprime  peut  se  former  an 

moyen  dfe  l'unité.  Veut-on ,  par  exemple,  définir  \/27  nombre 
incommensurable  qui  représente  une  grandeur  bien  déterminée^ 
savoir  la  longueur  de  la  diagonale  du  carré  construit  sur  un 
côté  égal  à  l'unité  ?  On  dira  qu'un  nombre  est  plus  grand  ou 

plus  petit  que  ^  selon  que  son  carré  est  plus  grand  ou  plus 
petit  que  2.  Et,  cela  posé,  après  avoir  adopté  une  certaine  unité 
de  longueur,  on  regardera  tous  les  nombres  comme  exprimant 
des  longueurs  portées  sur  une  même  ligne  droite,  dans  le  même 
sens,  à  partir  d'une  même  origine.  Une  portion  de  cette  ligne 
recevra  les  extrémités  des  longueurs  mesurées  par  des  nombres 

moindres  que  v^2;  et  une  autre  portion  recevra  celles  des  lon- 
gueurs mesurées  par  des  nombres  plus  grands  que  ^¥.  Entre 
ces  deux  régions,  il  ne  pourra  exister  aucun  intervalle  d'éten- 
due finie;  car  les  nombres  de  l'une  des  séries  diffèrent^  aussi 
peu  qu'on  veut,  des  nombres  de  l'autre.  Il  n'y  aura  donc  entre 
elles  qu'un  point  de  démarcation;  et  la  distance  à  laquelle  ce 

point  se  trouve  de  l'origine,  est,  par  définition,  mesurée  par  ^, 

Nous  nous  sommes  bornés  à  définir  là  grandeur  dont  /2~est 
la  mesure.  Et,  en  eflet,  il  ne  paraît  pas  possible  de  définir  direc- 
tement un  nombre  abstrait.  Si  l'on  réfléchit  aux  définitions 
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domiées,  même  dans  les  cas  simples  des  nombres  entiers  et 
fractionnaires,  on  verra  qu'elles  ne  sont  que  rindication  de 
Topération  à  l'aide  de  laquelle  la  grandeur,  dont  ils  sont  la 
mesure,  dérive  de  l'unité. 

àê9.  ÀDDincii  ET  SOUSTRACTION.  Ajoutef  OU  soustraîre  des 
nombres  incommensurables,  c'est  trouver  un  nombre  expri- 
mant la  sonune  ou  la  différence  des  grandeurs  que  niesurent 
les  nombres  proposés. 

560.  Multiplication.  Si  le  multiplicateur  est  commensu- 
rabte,  il  n*j  a  aucun  changement  à  apporter  à  la  définition. 

Ainsi,  multiplier  v/2  par  7,  c'est  trouver  un  nombre  exprimant 

une  grandeur  7  fois  plus  grande  que  celle  qu'exprime  v^-  Mul- 

tipiier  ^  par  -,  c'est  trouver  un  nombre  exprimant  mie  gran- 

3  — 

deur  égale  aux  r  de  celle  que  mesure  v^2. 

Hais  si  le  multiplicateur  est  incommensurable,  il  faut  une 
définition  nouvelle.  Nous  appellerons  produit  d'un  nombre  A 
par  un  nombre  incommensurable  B,  un  nombre  moindre  que 
le  produit  de  A  par  un  nombre  commensurable  quelconque 
supérieur  à  B,  et  plus  grand  que  le  produit  de  À  par  un 
nombre  commensurable  quelconque  moindre  que  B. 

361.  DmsroN.  Diviser  un  nombre  A  par  un  nombre  B,  c'est 
trouver  un  troisième  nombre  qui ,  multiplié  par  le  diviseur  B, 
reproduise  le  dividende  A.  Cette  définition  s'applique,  quels 
que  soient  les  nombres  A  et  B,  commensurablcs  ou  incommen- 
surables. 

S62.  Racines.  La  racine  m**  d'un  nombre  incommensurable 
€3t  un  nombre  qui,  pris  m  fois  comme  facteur,  donne  un  pro- 
duit égal  au  nombre  proposé. 

On  voit  que  la  seiile  opération  qui  exige  une  définition  vérita- 
blement nouvelle,  est  celle  de  la  multiplication  ;  toutes  les  autres 
se  rallachent  h  celle-là. 

505.  Théorème.  On  peut  toujours  trouver  deux  nombres  com^ 
mensurableSj  ayant  une  différence  aussi  petite  qu'on  le  voudra^  et 
qui  comprennent  entre  eiis  un  nombre  incommensurable  donne. 
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En  effet ,  soit  n  un  nombre  entier  quelconque  ;  si  Ton  consi- 
dère la  suite  : 

1       2       3       4       5 

n      n'     tr     n'     n         ' 

on  voit  que  ses  termes  augmentent  sans  limite  ;  comme  ils  com- 
mencent à  zéro,  le  nombre  incommensurable  donné,  quel  qa*il 
soit,  est  nécessairement  compris  entre  deux   d*entre  eux, 

-  et  ^^^.  Et  Ton  peut  prendre  n  assez  grand  pour  que  leur 
différence,  qui  est  - ,  soit  aussi  petite  que  Ton  voudra. 

364.  Extension  des  théorèmes  démontrés  four  les  nom- 
bres COMMENSURABLES,  AU  CAS  DES  NOMBRES  INCOMMENSURABLES. 

Le  théorème  précédent  permet  évidemment  d'étendre  aux  nom- 
bres incommensurables  les  théorèmes  suivants,  qui  ont  été  dé- 
montrés pour  les  nombres  commensurables. 

1*  Dbîis  un  produit  de  plusieurs  facteurs,  on  peiU  intervertir 
tordre  des  facteurs. 

2*  Pour  multiplier  un  nombre  par  le  produit  de  plusieurs  fac- 
teurs,  on  peut  le  multiplier  successivement  par  ces  divers  facteurs. 

3*  Pour  multiplier  un  produit  par  un  nombre,  il  suffit  de  mul^ 
tiplier  un  de  ses  facteurs  par  ce  nombre. 

4*  Pour  multiplier  un  produit  par  un  autre,  il  suffit  de  former 
un  produit  unique  avec  les  facteurs  du  multiplicande  et  ceux  du 
multiplicateur. 

b""  Pour  multiplier  deux  puissances  d'un  mime  nombre,  il  suffit 
d^ajouter  les  exposants. 


S  III.  Propriétés  des  logarithmes. 

56tt.  Théorâme  I.  Le  logarithme  cFun  produit  de  deux  facteurs 
est  la  somme  des  logarithmes  des  facteurs. 
Soient  les  deux  progressions  : 

•  7  I*(r*f7     *\7    ■•.•••(/     •..•.Q....f     I  n^ 

•S-  0  .r  .  2r.  3r nir..,.  :nr....,   ) 

qui  définissent  un  système  de  logarithmes.  Les  termes  de  la  pre- 
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miëre  sont  les  puissances  successives  de  la  raison  q;  ceux  de  la 
seconde  sont  les  multiples  consécutifs  de  la  raison  r. 

Si  Ton  multiplie  l'un  par  l'autre  deux  termes  de  la  progression 
par  quotient 9  9*  et  q\  on  aura  un  produit  q"^^  qui,  évidem- 
ment, est  le  (m  +  n  +  l)"'  terme  de  la  même  progression;  si 
l'on  ajoute  les  logarithmes  de  9*  et  g*,  qui  sont  mr  et  nr^  on 
aura  une  somme  (in4-n)r,  qui  est  évidemment  le  (m+n+  !)■»• 
terme  de  la  progression  par  différence»  et,  par  conséquent,  le 
logarithme  de  g*'*'**;  la  préposition  est  donc  démontrée. 

366.  Gjînéralisation.  La  démonstration  précédente  suppose 
que  les  nombres  considérés  font  partie  de  la  même  progression 
par  quotient.  Elle  est  en  défaut  pour  les  logarithmes  incom- 
mensurables définis  (5S0).  Pour  démontrer  que,  dans  ce  cas,  la 
proposition  est  encore  exacte,  remarquons  que,  si  Ton  donne 
deux  nombres  quelconques  N  et  N',  on  peut  toujours  insérer 
dans  les  progressions  assez  de  moyens,  pour  que  les  termes 
croissent  par  degrés  insensibles,  et  que,  par  conséquent,  il  s'y 
trouve  deux  termes  Ni  et  N'i,  qui  diffèrent,  aussi  peu  qu'on  le 
voudra,  de  N  et  de  N'.  Or  on  aura  (505)  : 

log(N.xN',)  =  logN,+logN'i. 

Le  premier  membre  diffère,  aussi  peu  que  l'on  veut,  de 
logCNxN"),  et  le  second,  aussi  peu  que  l'on  veut,  de 
logN  +  logN';  il  est  donc  impossible,  que  log(NXN')  et 
logN-f-logN'  aient  une  différence  déterminée  quelconque; 
par  conséquent,  ces  deux  quantités  sont  égales.  C'est  ce  qu'il 
fallait  démontrer. 

567.  Extension  au  cas  de  plus  de  deux  facteurs.  Le  thio* 
rème  précédent  s'étend  à  un  nombre  quelconque  de  facteurs.  Soit, 
par  exemple,  un  produit  de  quatre  fiicteurs  abcd;  on  a  évidem- 
ment: 

[1]  log  (abcd)  :?=  log  {abc  Xd)=z  log  {abc) + log  d 

s=:log(a6)  +  logc4-logd=loga+log&  +  logc+logd. 

368.  Théorème  II.  Le  logarithme  (Tune  puissance  entière  et  po^ 
titived^un  nombre  est  le  produit  du  logarithme  du  nombre  par  F^ex- 
posant  de  la  puissance. 
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Ce  théorème  est  une  conséquence  du  précédent  Soit,  en  eOêt, 
a^  la  puissance  considérée;  on  a  : 

Ioga»=logfaXaXaXfl) 

=  log  a -f- log  a  +  Ioga+ loga  =  4  log». 

La  démonstration  s'^applique  évidemment ,  quel  que  soit  Tez- 
posrmt  entier  et  positif. 

Ainsi,  logflf  =  mIoga.  [2] 

5G0.  THÉORèME  m.  Le  logarithme  dTunqitotientestêgcd  au  loga-> 
rithme  du  dividende^  moins  celui  du  diviseur. 

Soient  un  quotient  r,  que  je  désignerai  par  q;  on  aura  : 

a  =  6xç; 
donc:  loga  =  tog&  +  logg; 

d'où:    logg  =  loga— logb,    ou    log^  =  log a  —  log &•    [3] 

Rekarque.  On  suppose,  dans  le  théorème  précédent,  que  le 
quotient  r  est  plus  grand  que  1  ;  car  les  logarithmes  des  nom- 

bres  plus  grands  que  1  ont  seuls  été  déiinis  jusqu'à  présent. 

570.  Théorème  IV.  Le  logarithme  d'une  racine  d'un  nombre  est 
égal  au  logarithme  du  nombre  divisé  par  Pindiee  de  la  racine. 

Soit  la  racine  yây  que  je  di^signe  par  r  ;  on  a ,  par  définition  : 

a  =  r^^ 
d'où  Ton  conclut  (368)  : 

loga  =  mlogr; 
et ,  par  suite^ 

togr=— ^^,    ou    logv^a:=5— ^:^.  [4] 

371.  Remarque.  Les  quatre  théorèmes  précédents  montrent, 
qu'une  multiplication  de  plusieurs  facteurs  peut  être  remplacée 
par  Yaddition  de  leurs  logarithmes  ;  une  division^  par  la  sous- 
traction de  deux  logarithmes;  une  formation  de  puissancey  par  la 
multiplication  du  logarithme  du  nombre  par  l'exposant  ;  et  enfin, 
une  extraction  de  racine,  par  la  division  du  logarithme  du  nombre 
par  l'indice  de  la  racine. 

Mais  il  faut,  pour  profiter  de  ces  simplifications,  avoir  noe 
table  de  logarithmes,  et  savoir  y  trouver  le  logarithme  d'un 
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narabre  donné,  et  le  nombre  correspondant  à  un  logarithme 
donné. 


S  IV.  Construction  et  disposition  des  taUes  de  logarithmes. 

574.  Logarithmes  vulgaires.  Dans  les  calculs  numériques, 
on  emploie  exclusirement  le  système  de  logarithmes  défini  par 
les  dcQZ  progressions  : 

ii    :  10  :  100  :  1000  :  loooo  :  looooo  : .... 

^0.1.2.3.4.        5         

Sans  ce  système,  wu  puissance  de  10  a  pour  logarithme  son  ex- 
posani.  Car,  le  logarithme  de  10  étant  1^  on  a  : 

log  10*=mlogl0  =  m. 

Les  logarithmes  de  tous  les  autres  nombres^  entiers  ou  fraction-' 
naires,  sont  incommensurabies  (5iS^). 

375.  Caractéristique.  On  nomme  caractéristique  du  Ioga« 
rithmc  d'an  nombre  la  partie  entière  de  ce  logarithme.  Les 
nombres  compris  entre  1  et  10,  c'est-à-dire  ayant  une  partie 
entière  composée  d'un  seul  chiffre,  ont  pour  logarithmes  des 
nombres  compris  entre  0  et  1;  la  caractéristique  est  zéro.  Les 
nombres  compris  entre  10  et  100,  c'est-à-dire  ayant  une  partie 
entière  composée  de  deux  chiffres,  ont  des  logarithmes  compris 
entre  1  et  2  ;  la  caractéristique  est  1.  En  général,  les  nombres 
compris  entre  10"~*  et  10*  ont  une  partie  entière  composée  de 
nchiffres;  et  leurs  logarithmes,  étant  compris  entre  (n — l)etn, 
ont  pour  caractéristique  (n  —  1). 

Donc  la  caractéristique  du  logarithme  d'un  nombre  contient  au- 
tant d^unités  qu'il  y  a  de  chiffres  dans  la  partie  entière  du  nombre^ 
moins  un. 

374.  Théorème.  Lorsqu'on  multiplie  ou  qu'on  divise  un  nombre 
par  une  puissance  de  10,  la  partie  décimale  de  son  logarithme  n*est 
pas  altérée;  mais  la  caractéristique  est  augmentée  ou  diminuée  (Fau- 
tant dCunités  qu'il  y  en  a  dans  l'exposant  de  la  puissance, 

£n  effet,  on  a  (505  et  568)  : 

log  (o  X  1 0")  =  log  a  +  log  1 0*  =  log  a  +  n  ; 
et  (569)  :        log  j~  =  log  a  —  log  1 0"  =  log  a  —  n. 
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57B.  Construction  des  tables.  On  ne  calcule  et  on  n'inscrit 
dans  les  tables  que  les  logarithmes  des  nombres  entiers.  Gomme 
tous  ces  logarithmes  sont  incommensurables  (58S),  on  ne  peut 
les  calculer  qu'avec  une  certaine  approximation;  on  se  con- 
tente, en  général,  des  sept  ou  huit  premières  décimales. 

La  définition,  que  nous  avons  donnée  (586),  conduit  à  la  valeur 
approchée  du  logarithme  d'un  nombre.  Car,  si  l'on  insère  dans 
les  progressions  un  nombre  considérable  de  moyens,  il  y  aura 
deux  termes  consécutifs  de  la  progression  par  quotient,  qui  com- 
prendront le  nombre  donné,  et  dont  les  logarithmes  seront  des 
valeurs  approchées  de  son  logarithme. 

Mais  ce  procédé  serait  fort  long  et  très-pénible  ;  et  nous  allons 
montrer,  par  un  exemple,  combien  il  exigerait  d'opérations.  Oa 
donne,  d'ailleurs,  dans  la  seconde  partie  de  Talgèbre,  pour  le 
calcul  des  logarithmes,  des  méthodes  beaucoup  plus  rapides. 

Exemple.  On  demande  le  logarithme  de  1855. 

Comme  1855  est  compris  entre  1000  et  10000,  son  logarithme  est  compris 
entre  3  et  4.  Si  l'on  insère  un  moyen  entre  1000  et  10000  tians  la  progression 
par  quotient,  et  un  moyen  entre  3  et  4  dans  la  progression  par  différence,  on 

trouve  

a=VlOOOX  10000=3162,27766 

pour  valeur  du  premier,  et  3,5  pour  valeur  du  second.  Ainsi  * 

3,5  =log  a=  log  3162,27766. 

Comme  1855  est  compris  entre  1000  et  a,  son  logarithme  est  compris  entre 
3  et  3,5.  Si  Ton  insère  un  moyen  entre  1000  et  a  dans  la  progression  par  quo- 
tient, et  un  moyen  entre  3  et  3,5  dans  la  progression  par  différence,  on  trouve, 
pour  le  premier, 

b^vTÔÔÔôzs  1778,2794, 

3-4-  3  n 
et  pour  le  second,  - — r— ^    ou     3,25 

Ainsi  :  3,25=  1  g  &  =  log  1778,2794. 

Comme  1855  est  compris  entre  a  et  b,  son  logarithme  est  compris  entre 
3,25  et  3,5.  Si  Ton  insère  deux  nouveaux  moyens,  on  trouve,  en  désignant  la 
premier  par  e  : 

3,375 =log\/ô5=  log  2371,3737 =log  c 

De  même,  comme  1855  est  compris  entre  b  et  c,  son  logarithme  est  compris 
entre  3,25  et  3,375.  Une  nouvelle  opération  donne  : 

3,3125  =  log  >/5c=log  2053,5250  =  logd. 
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Ba  oontinnant  ainsi  les  calculs,  on  forme  le  tableau  suivant  : 

3,5  =  log  a  =  log  31C2,  27766 

3,25  =  log  >/lOOOa=log  h  =  log  1778 ,  2794 

3,375=  log  v'ôft  =log  e  =  log  2371,  3737 

8,3125  =  log  y/bc  =log  d  =  log  2053 ,  5250 

3,28125  =  log  ^hd  =log  ê  ==  log  1910,  95294 

3,265625  =  log  |/5?  =log  /=  log  1843,  42296 

3,2734375  =  lo^  v'?  =iog  0  =  log  1876,  8843 

3,26953125  =  log  vT?  =log  '^  =  log  1860,  0784 

3,26757812  =  log  ^Jh  =log  %  =  log  1851 ,  7321 

3,26855469  =  log  ^hi  =log  ik  =  log  1855,  9003 

3,26806641  =  log  ^  ==log  l  =  log  1853,  8151 

3,26831055  =  log  ^Jâ  =log m  =  log  1854,  8575 

3 ,26843262  =  log  /km  =  log  n  =  log  1855 ,  3789 . 

En  comparant  d'une  part  n  et  m,  et  de  Tautre  Ie  et  m,  on  a  * 

n=:  1855,3789  k=  1855,9005 

TO=  1854 ,  8575  m  =1854,8575 

d*où:  71-^111=1       0,5214,      fc  — m=       1,0430; 

et  Ton  Toit  que  (n — m)  est  à  peu  près  la  moitié  de  {k  —  m). 

El  comparant,  en  même  temps,  d'une  part,  log  n  et  log  m,  de  l'autre,  log  k 

eilog  m,  on  a  : 

log  n=  3,26843262  log  k  =  3,26855469 

logm=  3,26831055  logm  =  3,26831055 

doû         log  n—  Iogm=0,00012207,       logA— logm=  0,00024414; 

et  l'on  voit  que  (log  n  ~  log  m)  est  la  moitié  de  (log  itt  —  log  m) .  Ainsi ,  les  diffé- 
rences entre  les  nombres  sont  entre  elles  comme  les  différences  entre  leurs 
logarithmes.  Si  l'on  admet  que,  pour  des  nombres  aussi  rapprochés,  cette  pro- 
portion soit  exacte,  on  en  conclura  immédiatement  le  logarithme  de  1855.  On 
dira,  en  effet  :  si  pour  une  différence  entre  n  et  m,  égale  à  0,5214,  il  y  a,  entre 
leurs  logarithmes,  une  différence  égale  à  12207  unités  du  huitième  ordre, 
quelle  sera,  pour  une  différence  de  0,1425  entre  1855  et  1654,  8575,  la  diffé- 
rence f  des  logarithmes?  et  l'on  trouvera  : 

12207x1425       _-,^       .,,    .     ^.      , 

«  = nrrr =  3336  unités  du  8*  ordre. 

5214 

£n  ajoutant  ce  nombre  au  logarithme  de  m,  on  a  : 

log  1855  =  3,26834391. 

t^76.  Disposition  des  tables  de  iogarithmes  de  Gallet.  La 
première  table  est  toute  simple  ;  elle  conlienl  les  nombres  entiers 
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depuis  1  jusqa*à  1200,  disposés  suivant  leur  ordre,  en  plosieaars 
colonnes,  au  haut  desquelles  on  voit  la  lettre  N,  initiale  du  mot 
nombre;  à  côté  et  à  droite  de  ces  colonnes,  on  en  remarque 
d'autres,  au  liaut  desquelles  est  écrit  Log.,  initiales  du  mot 
logarithme;  de  manière  que  chaque  colonne  de  nombres  est 
immédiatement  suivie  d'une  colonne  de  logarithmes,  et  que 
chaque  logarithme  est  placé  à  droite  et  dans  ralignement  du 
nombre  auquel  il  appartient.  On  n'a  pas  mis  de  caractéristique 
aux  logarithmes,  parce  qu'on  la  cdnnatt  aisément  à  la  seule 
inspection  du  nombre  (575).  Chaque  logarithme  est  donné  avec 
huit  décimales. 

Cette  table  est  nommée  CMliade  I,  parce  qu'en  effet  elle  con- 
tient les  logarithmes  du  premier  mille.  (Chiliade  est  un  mot  grec 
francisé,  qui  signifie  assemblage  de  mille  unités.) 

Les  tables  suivantes  sont  un  peu  plus  composées  :  elles  s'éten- 
dent depuis  1020  jusqu'à  108000.  La  première  colonne,  qu'on  y 
remarque  vers  la  gauche,  et  qui  est  intitulée  N,  contient  les 
nombres  entiers  depuis  Ï020  jusqu'à  10800.  La  colonne  sui- 
vante, marquée  0,  offre  les  parties  décimales  des  logarithmes 
qui  appartiennent  à  ces  nombres  ;  en  sorte  que  l'assemblage  de 
ces  deux  colonnes  forme  la  suite  de  la  table  première  et  donne 
sur-le-champ  les  logarithmes  des  nombres  depuis  1020  jus- 
qu'à 10800.  Chacun  de  ces  logarithmes  n'a  que  sept  décimales. 

Si  l'on  observe  la  colonne  intitulée  N ,  on  remarque  que  les 
nombres  qui  la  composent  ne  sont  pas  tous  écrits  en  totalité; 
les  deux  derniers  chifiùres  à  droite  de  chacun  d'eux  sont  seuls 
inscrits  à  leur  rang  ;  quant  aux  autres ,  on  ne  les  voit  indiqués 
qu'une  fois  sur  cinq.  Mais  jl  est  facile  de  les  rétablir^  à  la  lecture. 

Si  l'on  observe  la  colonne  marquée  0,  on  voit,  vers  la  gauche 
de  cette  colonne,  certains  nombres  isolés,  de  trois  chiffires  cha- 
cun, qui  Vient  toujours  en  augmentant  d'une  unité,  et  qui  ne  soot 
pas  à  des  distances  tout  à  fait  égales  les  uns  des  autres.  Vers  h 
droite  de  la  même  colonne  sont  des  nombres,  de  quatre  chiffres 
chacun,  qui  ne  laissent  point  d'intervalle  entre  eux;  en  sorte 
qu'on  pourrait  croire  que  certains  logarithmes  n'ont  que  quatre 
chiffres,  tandis  que  d'autres  en  ont  sept. 

Mais  qu'on  ne  s'y  trompe  pas  ;  chaque  nombre  isolé  est  cens  ' 
écrit  au-dessous  de  lui-même,  et  vis-à-vis  chacun  des  nombres 
de  quatre  chiffres  qui  sont  dans  la  même  colonne,  autant  de  fois 
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qu'il  est  nécessaire  pour  que  chaque  ligne  soit  remplie  :  lors 
donc  qu'on  ne  trouve,  vis-à-vis  un  certain  nombre,  que  quatre 
chiffres  dans  la  colonne  marquée  0,  il  faut  écrire,  vers  la  gauche 
de  ces  quatre  chiffres,  le  nombre  isolé  de  trois  chiffres  le  plus 
prochain  en  montant.  Au  delà  de  10000,  les  nombres  isolés  ont 
quatre  figures,  et  les  logarithmes  ont  huit  décimales. 

Lorsque  deux  nombres  sont  décuples  l'un  de  l'autre,  leurs 
logarithmes  ont  pour  différence  le  logarithme  de  10  qui  est  1, 
et,  par  conséquent,  leur  partie  déchnale  est  la  même  (574).  Ainsi 
l'assemblage  des  deux  premières  colonnes,  dont  nous  venons  de 
parler,  donne  aussi,  de  dix  en  dix,  les  logarithmes  des  nombres 
compris  entre  10200  et  108000.  Pour  trouver  les  logarithmes 
des  nombres  intermédiaires,  il  faut  avoir  recours  aux  colonnes 
marquées  1,  2,  3,  4,  etc.  Ces  colonnes  contiennent  les  quatre 
dernières  décimales  des  logarithmes  des  nombres  terminés  par 
les  chiffres  qui  sont  en  tête  de  ces  colonnes.  Ainsi  la  colonne 
marquée  0  contient  les  quatre  dernières  décimales  des  loga- 
rithmes des  nombres,  compris  entre  10200  et  108000,  qui  sont 
terminées  par  un  zéro,  et  en  outre  les  nombres  isolés  dont  nous 
a?0Ds  parlé ,  et  qui  sont  aussi  censés  placés  à  la  gauche  des 
chiffres  que  contiennent  les  autres  colonnes.  La  colonne  mar- 
quée 1  contient  les  quatre  derniers  chiffres  des  logarithmes  de 
tous  les  nombres  terminés  par  1  ;  la  colonne  marquée  2,  ceux  des 
logarithmes  de  tous  les  nombres  terminés  par  2  ;  la  colonne 
marquée  3,  ceux  des  logarithmes  de  tous  les  nombres  terminés 
par  3;  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  9.  On  a^  par  ce  moyen,  une  table 
à  double  entrée,  dans  laquelle  on  consulte  d*abord  la  première 
colonne,  marquée  N;  et,  lorsqu'on  y  a  trouvé  les  quatre  pre- 
miers chiffres  du  nombre  dont  on  veut  avoir  le  logarithme ,  on 
suit  de  l'œil  la  ligne  sur  laquelle  ils  se  trouvent,  jusqu'à  ce  qu'on 
soit  arrivé  à  la  colonne  au  haut  de  laquelle  se  trouve  le  cinquième 
chiffre  du  nombre  donné  ;  alors  on  a  sous  les  yeux  les  quatre 
derniers  chiffres  décimaux  du  logarithme  cherché.  Quant  aux 
trois  premiers,  ils  sont  exprimés  par  le  nombre  isolé  qui  se 
trouve,  dans  la  seconde  colonne,  le  plus  prochain  en  montant • 

La  dernière  colonne  contient  les  différences  des  logarithmes 
de  deux  nombres  consécutifs  de  cinq  chiffres  et  les  parties  de 
ces  différences,  c'est-à-dire  les  produits  de  ces  mêmes  différences 
multipliées  par  ^fe,  A,  A,  etc.,  jusqu'à  ^.  Ces  produits  for- 
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ment  autant  de  petites  tables  qu'il  y  a  de  différences.  Chacune 
de  ces  petites  tables  se  trouve  placée  immédiatement  au-dessous 
de  la  différence  dont  elle  indique  les  parties.  Elle  est  divisée  en 
deux  colonnes  par  une  ligne  verticale  :  à  gauche  sont  les  nom- 
bres de  dixièmes  depuis  1  jusqu'à  9  ;  à  droite  et  en  regard  sont 
les  parties  correspondantes.  On  verra  plus  loin  quel  est  l'usage 
de  ces  tables. 

Mais  comme,  vers  le  conunencement  des  tables,  ces  différences 
se  trouvent  trop  nombreuses,  et,  par  conséquent,  trop  près  les 
unes  des  autres,  elles  n'auraient  pas  permis,  si  elles  n'eussent 
occupé  qu'une  colonne,  de  placer  les  pelites  tables  des  parties 
proportionnelles  dans  Tintervallé  qui  se  serait  trouvé  entre  elles. 
C'est  pourquoi  on  les  a  disposées  d'abord  sur  deux  colonnes  : 
la  première  de  ces  différences  occupe  la  première  colonne  ;  les 
deux  suivantes,  sans  sortir  de  la  ligne  horizontale  où  elles  doi- 
vent  être  placées ,  sont  repoussées  à  droite ,  et  occupent  la  se- 
conde colonne  ;  les  deux  différences  qui  suivent  se  trouvent  sur 
la  première  colonne,  et  les  deux  suivantes  sur  la  seconde  ;  ainsi 
de  suite.  Dans  les  quatre  premières  pages  on  n'a  placé  les  tables 
des  parties  de  ces  différences  que  de  deux  en  deux. 

Pour  rendre  ces  explications  plus  claires,  uous  reproduisons 
ici  l'une  des  pages  de  la  table  de  Caliet. 
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On  voit  dans  la  table,  à  gauche  de  la  colonne  N,  deux  autres 
colonnes,  que  nous  n'avons  pas  reproduites,  parce  qu'elles  n'onl 
4àU€un  rapport  avec  la  théorie  des  logarithmes. 


S  V.  Usage  des  table*  de  logarithmes. 

577.  Problème  I.  Un  nofnbre  quelconque  étant  donné,  trouver 
son  logarithme,  par  le  moyen  des  tables. 

Le  nombre  donn6  peut  être  entier  et  plus  petit  que  108000; 
ou  bien,  il  peut  être  décimal,  ses  chiffres  formant,  abstraclion 
faite  de  la  virgule,  un  nombre  moindre  que  108000.  On  ramène 
ce  second  cas  au  premier;  et  l'on  considère  d'abord  le  nombre 
comme  s'il  était  entier,  sauf  à  donner  ensuite  à  son  logarithme 
nnc  caractéristique  convenable. 

1"  Cas.  Si  le  nombre  donné  est  moindre  que  1200,  on  le  trou- 
vera dans  la  première  chiliade,  parmi  les  nombres  naturels  qui 
sont  dans  les  colonnes  marquées  N.  Le  nombre  qu'on  trouvera 
,à  sa  droite,  sur  la  même  ligne,  et  dans  la  colonne  suivante,  in- 
titulée liOg.,  sera  la  partie  décimale  de  son  logrf*ithme;  quant 
à  la  caractéristique  qui  convient  à  ce  logarithme,  elle  est  tou- 
jours égale  &  0,  1 ,  2  ou  3,  selon  que  le  premier  chiffre  signifi- 
catif du  nombre  exprime  des  unités  simples,  des  dizaines,  des 
itentaines  ou  des  mille. 

â*  Cas.  Si  le  nombre  donné  est  compris  entre  1020  et  10800, 
^n  le  cherchera  dans  la  table  qui  vient  après  la  chiliade  I;  ei 
l'ayant  trouvé  dans  la  colonne  intitulée  N,  on  consultera  la  co- 
lonne suivante,  marquée  0.  Si  l'on  y  voit  sept  chiffres  de  front 
dans  I  alignement  du  nombre  naturel,  on  aura  tout  d'un  coup 
la  partie  décimale  du  logarithme  cherché.  Mais,  si  Ton  tfy 
trouve  que  quatre  figures ,  elles  donneront  les  quatre  derniers 
chiffres  de  la  même  partie  décimale;  ensuite  on  remarquera  qu  il 
.  règne,  à  leur  gauche ,  une  marge  ou  espace  blanc  ;  on  suivra 
vcette  marge  en  montant  ;  et  le  premier  nombre  de  trois  chiffres 
quVKi  y  rencontrera,  exprimera  les  trois  premières  figures  de  la 
partie  décimale  du  logarithme  cherché.  Écrivant  donc  ce  nom- 
bre v^^  la  gauche  des  quatre  chiffres  qu'on  a  déjà  trouvés,  on 
aura  un  nombre  de  sept  cliiffres  comme  ci-dessus  :  enfin  on  j 
joindra  une  caractéristique  convenable.  Par  exemple ,  à  côte  de 
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7680,  je  trouve  8853612  sur  la  même  ligne  et  dans  la  colopne 
marquée  0  ;  j'ai  donc,  tout  d*un  coup,  la  partie  dccinii)le  du  ]q^ 
garlthme  que  je  cherche;  il  ne  me  reste  plus  qu*à  y  joindre  }^ 
caractéristique  3.  Si  le  nombre  était  7,680,  la  caractéristiqp§ 
serait  zéro;  elle  serait  1,  si  le  nombre  était  76,80;  2,  s*il  était 
768,0.  A  côté  de  7695,  dans  la  colonne  marquée  0,  je  ne  trouve 
que  2086  ;  mais,  en  suivant  la  marge,  le  premier  nombre  que  jp 
rencontre,  en  montant,  est  886;  mon  logarithme  est  donc 
3,8862086.  Si  le  nombre  avait  cinq  (igures,  et  qu'il  fût  moindre 
que  108000,  on  trouverait  de  même  son  logarithme. 

3*  Cas.  Si  le  nombre  est  compris  entre  10800  et  108000,  il  a 
le  plus  ordinairement  cinq  chifTres- significatifs;  on  fera,  pour 
un  instant,  abstraction  du  dernier,  et  Ton  cherchera,  comme  ci- 
dessus,  le  nombre  qu'expriment  les  quatre  premiers.  Op  suivra 
de  Tœil  la  ligne  st^*  Iq^quelle  on  l'aura  trouvé,  en  la  parcourant 
de  gauche  à  droite,  jusqu'à  ce  qu'on  soit  dans  la  colonne,  e^i 
haut  de  laquelle  est  écrit  le  cinquième  chiffre  dont  on  a  fajl^ 
abstraction.  Les  quatre  figures  qui  sont,  tout  à  la  fojs,  dans 
l'alignement  des  quatre  premiers  chiffres  du  nombre  donné ,  et 
dans  la  colonne  qui  répond  au  cinquième,  exprimeront  les  qua- 
tre dernières  décimales  du  logarithme  de  ce  nombre.  Quant  aux 
trois  premières,  on  les  trouvera,  comme  ci-dessus,  en  remon- 
tant le  long  de  la  marge  de  la  colonne  intitulée  0.  Soit,  par 
exemple,  772,37  dont  on  veut  le  logarithme;  je  cherche  7723 
dans  la  colonne  N,  je  ne  vois  rien  dans  son  alignement  à  la 
marge  de  la  colonne  0;  mais  un  peu  plus  haut,  je  rencontre  887 
dans  cette  marge  ^  je  parcours  la  ligne  du  nombre  7723,  et  je 
m'arrête  à  la  colonne  marquée  7,  sur  laquelle  (dans  l'aligne- 
ment de  7723)  je  trouve  8254.  La  partie  décimale  de  mon  loga- 
rithme est  donc  0,8878254;  et  ce  logarithme  est  2,8878254.  Si 
le  nombre  était  compris  entre  100000  et  108000  on  trouverait 
de  même  son  logarithme. 

S78.  Cas  ou  le  nombeis  donné  n'est  pas  dans  la  table.  Les 
explications  très-détaillées ,  qui  précèden.t,  .donnent  le  moyen 
de  trouver  le  logarithme  d'im  nombre  entier  moindre  que 
108000,  et  celui  d'im  nombre  décimal,  dont  les  chiffres,  abstrac- 
tion faite  de  la  virgule,  expriment  un  nombre  inférieur  à  cette 
limite.  Pour  trouver  les  logarithmes  des  nombres  plus  grands, 
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on  remarque  qa*en  divisant  ces  nombres  par  une  puissance  con- 
venable de  10,  on  pourra  toujours  les  réduire  à  être  compris 
dans  les  limites  de  la  table.  Or,  une  pareille  division  diminue  un 
logarithme  d*un  nombre  entier  d'unités  (574),  et  ne  change 
pas,  par  conséquent,  sa  partie  décimale.  Le  problème  se  réduit 
donc  à  trouver  le  logarithme  d*un  nombre  qui  n'est  pas  entier  et 
qui  est  inférieur  à  108000. 

Pour  cela ,  on  admet  qiAC^  dans  des  limites  peu  éloignées^  rctccrois- 
sèment  des  logarithmes  est  proportionnel  à  celui  des  nombres. 

Soit,  par  exemple,  un  nombre  76807,753;  on  dira: 

le  logaritme  de  76807  est  4,8854008  ; 
celui  de  76808  est  4,8854065  ; 

leur  différence,  indiquée  dans  la  table,  est  57  (unités  décimales 
du  septième  ordre);  par  conséquent,  lorsque  le  nombre  aug- 
mente d*une  unité,  son  logarithme  augmente  de  57  ;  si  donc  le 
nombre  augmente  seulement  de  0,753,  son  logarithme  augmen- 
tera d'une  quantité  x,  déterminée  par  la  proportion    . 

1        57 


0,753       X  ' 
d'où  a?  =57X0,753. 

Ainsi,  pour  avoir  x,  on  multiplie  la  différence  tabulaire  par  la 
partie  décimale  du  nombre  donné. 

Dans  la  multiplication  de  57  par  0,753,  il  ne  faudra  prendre 
que  la  partie  entière  du  produit  ;  car  la  partie  décimale  expri- 
merait au  plus  des  dixièmes  d'unités  du  septième  ordre,  c'est- 
à-dire  des  unités  du  huitième  ordre,  que  l'on  néglige  dans  la 
valeur  des  logarithmes. 

Pour  multiplier  57  par  0,753,  on  le  multipliera  successive- 
ment par  7, 5  et  3;  ces  produits  se  trouvent  tout  calculés  dans 
le  tableau  placé  au-dessous  de  57,  dernière  colonne  à  droite  de 
la  table.  Ils  sont  réduits  aux  chiffres  que  l'on  doit  conserver,  en 
supposant  que  le  multiplicateur  exprime  des  dixièmes.  Ainsi, 
vis-à-vis  de  7,  on  trouve  40,  au  lieu  de  39,9  qui  serait  le  produit 
exact;  vis-à-vis  de  5,  on  trouve  29  au  lieu  de  28,5;  vis-à-vis  de 
3,  on  trouve  17  au  lieu  de  17,1.  Dans  le  cas  actuel,  5  exprimant 
des  centièmes,  le  produit  correspondant  sera  2,9,  auquel  on 
substituera  3 :  3  exprimant  des  millièmes,  le  produit  corres- 
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pondant  devra  être  divisé  par  1 00  ;  il  exprimera  alors  0,17,  et  on 
le  négligera. 

La  valeur  de  x  sera»  d'après  cela,  43;  et,  pour  avoir  le  loga- 
rithme demandé,  il  faudra  ajouter  au  logarithme  de  76807, 
43  unités  du  septième  ordre;  ce  qui  fera  4,8854051. 

Si  Ton  voulait  le  logarithme  de  76807753,  il  serait  évidemment 
7,8854051.  En  général,  pourvu  que  Ton  conserve  les  mêmes 
chiffres,  dans  le  même  ordre,  à  quelque  place  que  Ton  mette 
la  virgule,  la  partie  décimale  du  logarithme  reste  la  même. 

Remarque.  On  dispose  les  calculs  de  la  manière  suivante  : 


Nombre. 
76807 

Logarithme. 
. .      8854003 

7 

40 

5 

2 

9 

o.  •  •  • 

•  • 

17 

Log  76807,753  =  4,8854051 

Dans  raddltion,  on  n'écrit  pas  les  sommes  partielles  prove- 
nant des  chiffres  situés  à  droite  de  la  ligne  verticale  ;  on  ne 
conserve  que  les  retenues  qu'elles  peuvent  donner  pour  le  sep- 
tième ordre. 

579.  Problème  II.  Un  logarithme  étant  donné,  trouver,  par  U 
moyen  des  tables,  k  nombre  auquel  il  appartient. 

l"  Cas.  Si  le  logarithme ,  abstraction  faite  de  la  caractéris- 
tique, se  trouve  parmi  ceux  de  la  première  chiliade,  on  aura 
sur-le-champ  le  nombre  qui  lui  correspond  ;  ce  nombre  sera 
dans  la  colonne  marquée  N,  qui  précède  immédiatement  celle 
qui  contient  le  logarithme  donné,  et  dans  l'alignement  de  ce 
logarithme.  Après  l'avoir  écrit,  on  placera  la  virgule,  de  ma- 
nière que  le  nombre  ait  un  chiffre  entier  de  plus  qu'il  n'y  a 
d'unités  à  la  caractéristique  (573). 

ExEBiPLEs:  2,1 7026172  =  log  148; 

0,06781451=  log  1,169. 

2*  Cas.  Si  le  logarithme  ne  se  trouve  pas  dans  la  première 
table,  on  cherchera  les  trois  premières  décimales  de  ce  loga- 
rithme parmi  les  nombres  isolés  que  l'on  vDit  dans  la  colonne, 
marquée  0,  de  la  seconde  table  ;  et  les  ayant  trouvées,  on  cher- 
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cbcra  les  quatre  dernières  figures  du  logarithme  parmi  les 
nombres  de  quatre  chiffres,  qui  sont  dans  cette  même  colonne, 
en  descendant.  Si  Ton  trouve  ces  quatre  dernières  figures,  on 
verra  le  nombre  cherché  dans  la  colonne  marquée  N,  et  sur 
leur  alignement.  On  écrira  ce  nombre,  et  Ton  donnera  &  la  vir- 
gule la  place  que  lui  assigne  la  caractéristique  du  logarithme. 

Exemples  :  4,8872796  =  log  77 140, 

2,8803779  =  log  769,8. 

3*  Cas.  Si  Ton  ne  trouve  pas,  dans  la  colonne  marquée  0,  les 
quatre  dernières  figures  du  logarithme  donné,  on  s'arrêtera  à 
celles  qui  en  approchent  le  plus  en  moins;  on  suivra  la  ligne  sur 
laquelle  on  se  sera  arrêté,  en  la  parcourant  de  gauche  &  droite  ; 
et,  si  l'on  trouve  dans  cette  ligne  les  quatre  dernières  figures 
du  logarithme  donné,  on  suivra,  en  montant  ou  en  descendant, 
la  colonne  dans  laquelle  on  les  aura  trouvées  ;  le  chiffre  qu'on 
verra  à  la  tête  et  au  pied  de  cette  colonne,  sera  la  cinquième 
ligure  du  nombre  cherché,  dont  les  quatre  premières  se  trou- 
veront, comme  ci-dessus,  dans  la  colonne  marquée  N. 

Veut-on  savoir,  par  exemple,  à  quel  nombre  appartient  le 
logarithme  qui  a,  pour  partie  décimale,  8871276?  je  cherche 
887  parmi  les  nombres  isolés  de  la  colonne  marquée  0  ;  je  par- 
cours, en  descendant,  la  même  colonne,  et  je  trouve  que  1107 
approche  le  plus  en  moins  de  1276;  je  suis  la  ligne  qui  com- 
mence par  1107,  et  je  trouve  1276  sur  cette  ligne;  je  monte 
dans  la  colonne  qui  contient  1276,  je  trouve  le  chiffre  3  à  la  tête 
de  cette  colonne  ;  je  viens  à  1276,  et  je  vois  que  la  ligne,  où  il  se 
trouve,  répond  au  nombre  7711;  j'écris  ce  nombre,  et  à  sa 
droite  le  chiffre  3  que  j'ai  déjà  trouvé  :  ce  qui  me  donne  77113. 
C'est  le  nombre  qu'il  fallait  trouver.  Je  place  ensuite  convena- 
blement la  virgule,  d'après  la  valeur  de  la  caractéristique. 

Exemples:  4,8871276  =  log  771 13; 

2,8871276  =  log771,13. 

4*  Cas.  Si  le  logarithme  donné  ne  se  trouve  dans  aucun  des 
;as  précédents,  pour  avoir  le  nombre  auquel  il  appartient,  on 
cherchera,  comme  ci-dessus  (3*  Cas),  le  logarithme  qui  en  ap- 
proche le  plus  en  moins.  On  cherchera  le  nombre  entier  cor- 
respondant {  ce  nombre  et  le  suivant  comprendront  le  nombre 
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demandé,  et  Ton  cherchera  la  difKTence  avec  un  de  ces  nombres 
entiers,  à  l'aide  de  la  proporlion  admise  (578). 

Exemple.  Soit  à  chercher  le  nombre  dont  le  logarithme  a» 
pour  partie  décimale,  8870282.  On  trouvera,  comme  il  a  été  dit^ 
que  ce  logarithme  est  compris  entre  8870262  et  8870318,  qui 
correspondent  aux  nombres  77095  et  77096;  la  différence  de 
ces  deux  logarithmes,  indiquée  dans  la  table,  est  57  unités  da 
dernier  ordre  ;  et  le  logarithme  donné  surpasse  le  plus  petit  des 
deux  de  20  unités  du  même  ordre.  On  dira  donc  :  à  une  diflë^ 
rence  57  entre  les  logarithmes  correspond  une  différence  1  entre 
les  nombres;  donc,  à  une  différence  20  entre  les  logarithraM 
doit  correspondre,  entre  les  nombres,  une  différence  x  déter- 
minée par  la  proportion 

57_1_. 

20""a?' 

20 

d'où  l'on  conclut,  â;=  --  ;  et,  par  suite,  le  nombre  cherché- est 

20 
77095  -f  —,  OU,  en  réduisant  en  décimales,  77095,35. 

D  / 

Ainsi,  pour  avoir  x,  il  faut,  diviser  la  différence  entre  le  loga^ 
rithme  donné  et  le  plus  petit  de  ceux  qui  le  comprennent  par  la  di/fé^ 
rence  tabulaire. 

Remarque  I.  Si  Ton  retranche  Tun  de  l'autre  les  deux  loga- 
rithmes consécutifs  8870262  et  8870318,  on  trouve  pour  dit-* 
férence  56  et  non  57.  On  peut  adopter  néanmoins  la  diffé- 
rence 57  donnée  par  Gallet,  qui,  à  cause  des  chiffres  décimaux 
non  écrits  dans  la  table,  est  peut-être  aussi  près  de  la  véritable 
que  56. 

Reicarque  n.  On  peut ,  à  l'aide  de  la  petite  table  des  parties 
proportionnelles ,  effectuer  la  réduction  de  x  en  décimales.  On 
y  cherche,  dans  la  colonne  de  droite,  le  nombre  qui  approche 
le  plus  de  20  en  moins;  on  trouve  17,  qui  correspond  à  3;  3  est 
le  chiffre  des  dixièmes  du  nombre  cherché.  Comme  il  reste 
encore  (de  17  à  20)  3  unités  du  septième  ordre,  on  les  conver- 
tit en  30  unités  du  huitième  ordre;  on  cherche  de  nouveau, 
dans  la.  colonne  de  droite,  le  nombre  qui  approche  le  plus 
de  30,  et  le  chiffre  5,  qui  est  à  gauche  de  £9,  est  le  chiffre  des 
centièmes. 
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Remarque  III.  On  dispose  le  calcul  de  la  manière  suivante  : 

Logarithme*  Nombre. 

8870282 

8870262 77095 

20 35 

4,8870282  =  log  77095,35. 

Si  Ton  voulait  le  nombre  qui  a  pour  logarithme  5,8870282 , 
il  serait  évidemment  770953,5.  En  général,  après  avoir  trouvé, 
comme  ci-dessus,  les  sept  chiffres  consécutifs  du  nombre  de- 
mandé, en  faisant  abstraction  de  la  caractéristique  du  loga- 
rithme, on  place  la  virgule,  de  manière  à  séparer,  sur  la  gauche, 
un  nombre  de  chiffres  supérieur  d*une  unité  à  cette  caracté- 
ristique. 

380.  Remarque  IY.  Nous  ne  pouvons  pas  indiquer  ici  la 
limite  de  l'erreur  que  Ton  peut  commettre,  en  supposant  l'ac- 
croissement des  logarithmes  proportionnel  à  celui  des  nombres. 
Nous  ferons  observer  seulement,  que  l'inspection  des  tables 
montre  que  cette  proportionnalité  est  à  peu  près  exacte  dans 
des  limites  assez  écartées.  La  différence  de  deux  logarithmes 
consécutifs  varie,  en  effet,  très-lentement;  et,  au  degré  d'ap- 
proximation que  donnent  les  tables,  elle  reste  souvent  con- 
stante pendant  plusieurs  pages  ;  il  en  résulte  évidemment  que, 
pour  les  nombres  entiers  compris  dans  ces-  pages,  l'accroisse- 
ment des  logarithmes  est  proportionnel  à  celui  des  nombres. 

Lorsque  l'on  emploie  cette  proportion  pour  compléter  le  loga* 
rithme  d'un  nombre  (378),  Terreur  ne  porte  que  sur  les  unités 
décimales  d'un  ordre  inférieur  au  septième.  Lorsqu'on  l'applique 
à  la  recherche  du  nombre  correspondant  à  un  logarithme  donné 
(379),  elle  ne  peut  fournir,  au  degré  d'approximation  des  tables, 
que  deux  chiffres  au  plus,  en  sus  des  cinq  chiffres  que  donne  la 
lecture  directe. 


$  VI.  Application  de  la  théorie  des  logarillimes. 

381.  Moyen  d'effectuer  la  multiplication,  la  division,  etc. 
Lorsqu'un  nombre  inconnu  résulte  de  multiplications,  divi* 
sionsj  élévations  aux  puissances  ou  extractions  de  racines,  effcc- 


PROGRESSIONS  ET  LOGARITHMES.  297 

tuées  sur  des  nombres  donnés,  pour  déterminer  sa  valeur»  on 
cherche  celle  de  son  logarithme,  qui  résulte  d'opérations  beau« 
coup  plus  simples.  Le  logarithme  étant  connu,  on  détermine  le 
nombre  correspondant,  comme  il  a  été  dit  (370). 

ExiMPLB.  Calculer  l'expression  : 

""        v^6258,96^ 
On  a,  d'après  les  principes  (806)  et  suiv.  z 

log  s  =  ^ log  36926,5  +  l  log  2629  —  |  log  6258,96. 

7  O  3 

On  cherche  les  trois  logarithmes  dans  les  tables^  et  on  effectue  le  calcul  : 

!•"  36926    5673323 

5 59 

log  36926,5=  4,5673382 
3  log  36926,5  =  13,7020146 

?log36926,5r= 1,9574307 

2»  log  2629-      =   3,4197906 

i  log  2629       = 0,6839581 

ô 

3*  62589    7964980 

6 ^ 42^ 

log  6258,96=   3,7965022 
2  log  6258 .96=    7,5930044 

|log  6258,96  = 2,5310015 

logaj=  0,1103873 

1103873 

1103540  12893 

333  99 

I^onc:  «=1,289399. 

382.  Cas  ou  quelques  uns  des  nombres  donnés  sont  plus 
PETITS  que  L'UNrré.  D'après  nos  définitions,  les  nombres  plus 
grands  que  Tunité  ont  seuls  des  logarithmes.  Il  est  donc  essen- 
Uel  que  les  nombres,  sur  lesquels  on  opère,  remplissent  tous 
<^ette  condition»  Or  on  pourra  toujours  faire  en  sorte  que  cela 
^it  lieu  ;  car,  si  l'on  a  à  multiplier  un  nombre  par  un  nombre  a 

inférieur  à  runilê,  on  pourra  le  diviser  par  le  nombre  -,   qui 
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est  plus  grand  que  !;•  et,  si  Ton  a  à  le  diviser  par  a,  on  pourra 
le  multiplier,  au  contraire,  par-. 


Exemple.  Calculer  l'expression  : 

*=  (Y/l3572xij*. 


On  écrit  :  0 


= im'-' 


et  Ton  a  :  log  »  =  ^  (log  13572  —  log  1 1). 

Or  on  trouve  :  log  13572  =  4,1326439 

logllr=l,0'»13927 


log  13572  — log  11  =3,0912512 
2  (log  13572—  log  11)  =  6,1825024 

logar=  5  (log  13572  — log  11)  =  2,0608341 

0608341 

0608111 11503 

230 608 

Donc  :  «=115,036C8. 

585.  Cas  ou  le  nombre  a  calculer  est  moindre  que  l'unité. 
Si  le  nombre  à  calculer  était  lui-même  moindre  que  I,  nosdéfi- 
nitions  ne  lui  assigneraient  pas  de  logarithme.  Dans  ce  cas,  oa 
le  multiplierait,  au  préalable,  par  une  puissance  de  10  assez 
grande,  pour  que  le  produit  surpassât  l'unité  ;  on  appliquerait 
alors  la  méthode  précédente,  et  Ton  diviserait  le  résultat  par 
cette  puissance  de  10. 

Exemple.  Calculer  l'expression  : 


«=v' 


3^5X0,5142. 


Comme  x  est  plus  petit  que  1,  on  le  mnltipllera  par  10*,  n  devant  être  dé- 
terminé plus  tard;  et  Ton  aura  : 


v/iF 


10.X«=10-X  1/  .-rrx  ^.  ^-.-J^ 


7375  X  1 

V        514'. 
et,  ptr  suite, 


10000       '  /-xt^^^  1 0000 
5142" 


log  (10«X«)=n -  i(log  375  +  log  lOOCO— log  5142), 


PROGRESSIONS  ET  LOGARITHUES.  29^ 

Or  on  trouve  :  log375  =  2,57^0313 

Iogl0000sr4, 
log  5142  =  3,71 11321 


log  375  +  log  10000 — log  5142  =  2,8628992 
î  (log375+  log  10000 -rlog 5142)  =  0,5725798. 


1 


5 

On  voit  qu'il  suffira  de  prendre  n=:  1,  pour  que  la  soustraction  puisse  s'effec- 
tuer. On  aura  donc  : 

log  lOv  =  1  -0,5725798  =0,4274202. 
On  calcule  ensuite  le  nombre  correspondant  : 

0,4274202 

0,4274050. 26785 

152  94 

Ainsi:  109=2,675594;      d'où     flrr=0,2075594i 

S  VII.  Des  caractéristiques  négatives, 

884.  DÉFINITION  DE  LA  CAHACTéRiSTiQUE  NéoATivs.  Nos  défi- 
nitions n'assignent  pas  de  logarithmes  aux  nombres  plus  petits 
que  Tunilé;  et,  pour  étendre  jusqu'à  eux  le  bénéfice  de  ce  pro- 
cédé abrégé  de  calcul,  nous  venons  devoir  (3&5),  qu'on  doit  les 
rendre  supérieurs  à  1 ,  en  les  multipliant  par  une  puissance  con- 
venabje  de  10.  Mais  ce  n*est  pas  ainsi  que  Ton  procède  ordinai- 
rement dans  la  pratique.  On  ne  change  pas  les  nombres 
moindres  que  l'unité;  on  définit,  par  une  convention  formelle, 
les  logarithmes  de  ces  nombres,  et  l'on  démontre  que  les  pro- 
priétés, dont  jouissent  les  logarithmes  ordinaires  (n^  5Gt{  et 
sniv.),  s'étendent  sans  modifications  aux  logarithmes  nouveaux. 

Pour  définir  le  logarithme  d'un  nombre  A  inférieur  à  l'unité, 
nous  remarquerons  qu'on  peut  toujours  multiplier  A  par  une 
certaine  puissance  n  de  10,  choisie  de  telle  manière  que  le  pro- 
duit soit  plus  grand  que  1,  et  ait  par  conséquent  un  logarithme 
(337).  Or  on  a  vu  (374)  que,  lorsque  Ton  divise  par  10*  un 
nombre  plus  grand  que  10*,  la  partie  décimale  de  son  loga- 
rithme ne  change  pas,  mais  la  caractéristique  (qui  est  au  moins 
égale  à  n),  est  diminuée  de  n  unités.  Ou  convient  d'étendre  ce 
théorème  aux  nombres  plus  petits  que  10*",  lesquels',  par  la 
division,  deviennent  inférieurs  à  Tunité,  et  de  nommer  loga" 
fUhme  de  Ah  logarithme  (fe  (A  X 10*)  diminué  de  n  unités. 
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Exemple.  Quel  est  le  logarithme  de  0,0076807753 1 

Si,  pour  fixer  les  idées,  on  multiplie  ce  nombre  par  1000,  de 

manière  à  le  rendre  plus  grand  que  1  et  plus  petit  que  10,  le 

produit  est  7,6807753,  et  son  logarithme  est  (378)  0,8854051. 

On  devra  retrancher  3  du  résultat  pour  avoûr  le  logarithme 

cherché.  Ainsi,  par  définition  : 

log  0,0076807753=0,8854051—3. 

Gomme  3  est  un  nombre  entier,  on  le  retranche  de  la  caracté- 
ristique qui  devient  négative,  et  la  partie  décimale  reste  posi- 
tive. On  écrit  d'ailleurs  ainsi  le  résultat  : 

log  0,0076807753="3,8B54051. 

Si  pour  rendre  un  nombre  A  plus  grand  que  1  et  plus  petit 
que  10,  il  faut  le  multiplier  par  10*",  la  caractéristique  du  pro- 
duit, qui  est  zéro,  devient — n  après  la  soustraction.  On  en  con- 
clut aisément,  que  la  earactéristigue  négative  du  logarithme  (Tun 
nombre  inférieur  à  l'uniléy  contient  un  nombre  d'unités  égal  au 
rang  qu'occupe^  h  partir  de  la  virgule,  le  premier  chiffre  significatif 
du  nombre, 

385.  Calculs  relatifs  aux  nobibres  moindres  que  l'unité; 
Il  résulte  de  la  contention,  qui  sert  de  définition  aux  logarithmes 
des  nombres  inférieurs  à  l'unité,  que  Von  calcule  la  partie  dé- 
cimale de  ces  logarithmes  d'après  les  règles  posées  (577  et  578), 
c*est'à-dire  en  faisant  abstraction  delà  virgule^  et  que  fon  donne  en- 
suite au  résultat  une  caractéristique  négcuive^  dont  la  valeur  estégale 
au  rang  du  premier  chiffre  significatif  du  nombre  après  la  virguk. 

Inversement,  on  calcule  les  chiffrée  du  nombre  correspondanl 
à  un  logarithme  dont  la  caractéristique  est  négative,  diaprés  les 
règles  posées  (570  et  580),  c'est-à-dire  en  faisant  abstraction  de  la 
caractéristique;  et  F  on  place  ensuite  la  virgule,  de  manière  que  le 
rang  du  premier  chiffre  significatif,  à  partir  de  la  virgule,  soit  égal 
au  nombre  d'unités  de  la  caractéristique. 

586.  Extension  des  propriétés  des  logarithmes  au  cas  ou 
LES  nombres  sont  MOINDRES  QUE  l'unité.  La  propriété  fonda- 
mentale des  logarithmes  consiste  en  ce  que  le  logarithme  dfun 
produit  de  deux  facteurs  est  égal  à  la  somme  des  logarithmes  des 
deux  facteurs.  Nous  allons  montrer  que  cette  propriété  s'étend  au 
cas  où  les  facteurs  sont  moindres  que  Tunité. 
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Soient  deux  nombres,  A,  B,  tous  deux  inférieurs  à  1  :  soient 
lO'  et  10*  les  puissances  de  10,  par  lesquelles  on  doit  les  multi- 
plier, pour  qu'ils  deviennent  plus  grands  que  1  et  plus  petits 
que  10.  Les  logarithmes  des  deux  produits  seront  compris  entre 
0  et  1  (375)  ;  de  sorte  qu'en  les  désignant  par  0,a  et  0,b,  on 
aura  * 

log  (AxiO')=0,a,        log(BxlO«)=0,6. 

n  résulte  alors  de  la  définition  (584) ,  que  : 

log  A=0,a— p,       log  3=0,6—9'; 

et  par  conséquent, 

logA+logB=0,a+0,6— p— ç.  [1] 

D'un  autre  côté,  la  propriété  fondamentale  (565),  appliquée 
aax  nombres  (Ax  10')  et  (Bx  10«),  plus  grands  que  I,  donne  : 

logj(AxlO^(BxiOO|=log(AX10')+log(BxiO«), 
ou  log(ABxiO^=0,a+0,6; 

et  par  suite,  si  Ton  applique  au  nombre  AB,  qui  est  plus  petit 
que  lyla  convention  (584),  c'est-à-dire, 

log  AB=log  (ABXIO^)— (p-l-g), 

on  en  conclut  : 

logAB=    0,a+Oyb—(p+q).  [2] 

Comparant  enfin  les  égalités  [l]  et  [S],  on  en  tire  : 

logAB=logA+logB.  [3] 

(Test  ce  qu'il  fallait  démontrer.  On  démontrerait  la  proposition, 
dans  le  cas  où  l'un  des  nombres  A,  B,  serait  plus  grand  que  l, 
en  suivant  une  marche  analogue. 

La  propriété  fondamentale  étant  ainsi  étendue  à  tous  les  cas, 
les  autres  propriétés  des  logarithmes  (568|  569,  570),  se  trou- 
vent, par  cela  même,  généralisées  :  car  elles  sont  des  consé- 
quences de  la  première. 

587.  Règles  de  calcul  pour  les  opérations  a  effectuer  sur 

LES  LOGARITHMES  A  CARACTÉRISTIQUE  NÉGATIVE.   Uu    logarithme, 

à  caractéristique  négative ,  doit  être  regardé  comme  un  binôme 
de  la  forme  (— a-j-fr),  dans  lequel  —a  représente  la  caracté- 
ristique et  b  la  partie  décimale.  Par  conséquent,  si  l'on  rencontre 
un  pareil  nombre  dans  une  addition^  on  devra  additionner  la 
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partie  décimale^  et  soustraire  la  caractéristique.  Si  i*on  a,  aq 
contraire,  à  le  soustraire,  on  devra  retrancher  la  partie  déci* 
maie,  et  ajouter  la  caractéristique. 


Exemples. 

Addition. 
2,7396^52 
3,6854386 
2,6734895 

î,0985733 


SoDstractioD. 

3,&236729 
2,7854831 

2,7381898 


Si  l'on  a  à  multiplier  un  nombre,  à  caractéristique  négative, 
par  un  nombre  entier,  on  multiplie  séparément  la  partie  déci- 
male et  la  caractéristique  par  l^e  mpltiplicateur,  et  l'pii  fait  en- 
suite la  réduction. 


Exemple. 


Le  produit  est  : 


Maliiplicaiion. 

3,89367386 
24 

357469544 
178734772 

21,44817264 
—  72 

01,44817264. 


S'il  s*agit  d'une  division  par  un  nombre  entier,  on  divise  d'a- 
bord la  caractéristique  négative  du  dividende  par  le  diviseur  ;<i 
si  la  division  se  fait  exactement,  on  achève  Topératioii,  en  divi^ 
sant  la  partie  décimale.  Mais,  si  la  caractéristique  du  dividende 
n'est  pas  exactement  divisible  par  le  diviseur,  pour  conserverau 
quotient  la  forme  qu'a  le  dividende,  on  prend  le  quotient  par 
excès;  on  obtient  ainsi  la  caractéristique  négative  du  quotient, 
et  un  resle  positif,  que  Ton  ajoute  à  la  partie  décimale  du  divi- 
dende ;  et  en  divisant  la  somme  par  le  diviseur,  on  trouve  la 
partie  décimale  positive  du  quotient. 


Exemples. 

Division  :  !•'  cas* 


DiTÎslon  :9«C|^. 


12,7328642 


6 


212,1221440 


13,2672958 
3 


d.453459J 
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Le  premier  cas  n'a  pas  besoin  d'explication.  Quant  au  second, 
on  remarque  que,  13  n'étant  pas  divisible  par  5,  et  le  plus  petit 
nombre,  supérieur  à  13  et  divisible  par  5,  étant  15,  on  peut 
écrire  le  dividende  sous  la  forme  — 154-2,2672958  ;  que  le  quo- 
tient de  — 15  par  5  est  *^3,  et  .que  celui  de  2,367S958  par  5 

est  0,4534591  ;  que  par  suite,  le  quotient  complet  est  8,4534591. 
fie  résultat  s'obtient  évidemment  par  la  règle  énoncée  plus  haut. 

388.  ÂppucATiON.  Ces  conventions  nous  permettent  d'appliquer  les  procédés 
oïdinaires  du  calcul  des  logarithmes,  dans  le  cas  où  certains  nombres  sont 
moindres  que  Tunité ,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  les  rendre,  au  préalable,  plus 
grands  que  1.  Reprenons,  en  efTet,  le  calcul  du  n*  888.  On  demande  de  cal- 
coler  l'expression  : 

Ona  :  log  «  =  ^  Aog  i  +  log  0,5l4î)  • 

^'  •  log 5^=  log  1  -  log375  =0  —  2,5740313  =3,4259CBT  ; 

pms  log0,51 42  =1,7111321; 

donc:  logr^r  +  log  0,5142=1,1371003, 

olb 

«t  1  Aog  ^  +  log  0,5142^  =1.4274202. 

Par  suite,  le  nombre  correspondant  est  :  •  =  0 ,2675594. 


S  VIII.  Emploi  des  compléments. 

589.  Définition.  On  appelle  complément  d*un  nombre  N  à  10, 
la  différence  10 — N.  Si  le  nombre  N  est  positif  et  plus  petit 
que  10,  les  chiffres  du  complément  sont  les  compléments  à  9  des 
chiffres  de  N,  à  l'exception  du  dernier  chiffre  significatif  de 
droite,  qui  est  le  complément  à  10  du  dernier  chiffre  de  N. 

Exemples.  G»  3,72543 =6,27457, 

0*7,28540=2,71460. 

Si  le  nombre  est  positif  et  plus  grand  que  10,  on  obtient  la 
partie  décimale  du  complément  d'après  la  même  règle  ;  et  pour 


/ 
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avoir  la  partie  entière,  on  retranche  10  de  la  partie  entière  du 
nombre,  on  ajoute  1,  et  on  donne  an  résultat  le  signe  — • 

Exemple.  C*  12,7258  =  3,2742. 

Car  on  a  à  soustraire  de  10  le  nombre  12,7258  (887). 

Si  le  nombre  N  a  une  caractéristique  négative,  on  ajoute  à  10 
cette  caractéristique ,  changée  de  signe,  en  la  diminuant  d'une 
unité,  et  Ton  écrit,  à  la  suite,  le  complément  de  la  partie  déci- 
male. 

Exemple.  G''3,74652  =  12,25348« 

Car  on  a  à  exécuter  l'opération  10 -f-  3  — 0,74652. 

590.  Usage  des  compléments.  Lorsque,  dans  les  calculs  loga- 
rithmiques, on  est  conduit  à  faire  une  soustraction,  on  la  trans- 
forme le  plus  souvent  en  addition.,  à  l'aide  des  compléments. 
On  a,  en  effet,  identiquement  : 

a— 6  =  a+(10  — 6)  — 10. 

II  suffit  donc,  pour  calculer  la  différence  (a— b),  d'ajouter  à  a 
le  complément  de  6,  et  de  retrancher  10  du  résultat. 

En  général,  pour  calculer  l'expression  [a^b-^c — d+e— /), 
on  la  remplace  par  l'expression  équivalente 

{a  +  Ob+c  +  C'd  +  e  +  Of—Z0\ 
dont  la  valeur  s'obtient  par  une  addition. 

Exemple.  Calculer  la  cinquième  puissance  de  —.  On  a  i 

log  2= 0,30103000 

log  37^=1,56820172 
c»  log  37= 8,43179828 

log~= 2, 7328*^^828; 

log^|jy  =  5Iogl  =     7,66414140. 

6641414 

6641341 46146 

Donc  (jj'  — 0,000:0C4614677. 
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S  IX.  Des  différents  systèmes  de  logarithmes. 
391.  Il  T  A  UN  NOMBRE  INFINI  DE  STSTÈMES  DE  LOGARITHMES. 

Ou  peut  choisir  à  volonté  deux  progressions.  Tune  par  diffé- 
rence et  commençant  par  zéro,  Fautre  par  quotient  et  commen- 
çant par  1;  elles  fourniront  un  système  de  logarithmes»  qui 
jouira  de  toutes  les  propriétés  démontrées  (n"*  568  et  suiv.). 
Ces  systèmes  sont  donc  en  nombre  infini.  Ils  sont  liés  les  uns 
aux  auti'es  par  une  loi  très-simplci  qui  résulte  du  théorème 
suivant. 

592.  Théorâme.  Le  rapport  des  logarithmes  de  deux  nombres 
est  le  même  dans  tous  les  systèmes. 

m 
En  effet,  soient  A  et  B  deux  nombres  quelconques  ;  et  soit  — 

la  fraction,  à  termes  entiers,  qui,  dans  un  certain  système,  re- 
présente le  rapport  de  leurs  logarithmes.  Nous  aurons  : 

J^  =  ^;      d'où      nlogA=mlogB.  [1] 

Or  cette  dernière  égalité  équivaut  à  : 

logA«  =  logB*;      d'où      A*=B".  [2] 

Hais,  si  Ton  considère  un  autre  système  de  logarithmes ,  dans 
lequel  les  logarithmes  soient  indiqués  par  la  notation  log',  on 
pourra  prendre,  dans  ce  système,  les  logarithmes  des  deux 
membres  de  l'égalité  [2],  et  l'on  aura  : 

«log'A=mlog'B,     d'où     i3|75=^.  [3] 

^=î^-      .  ™ 

C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Remarque.  La  démonstration  précédente  suppose,  que  le  rap- 
port des  deux  logarithmes  considérés  est  commensurable.  S'il 
n'en  était  pas  ainsi,  on  pourrait  en  considérer  deux  autres,  aussi 
peu  différents  qu*on  voudrait  des  premiers ,  et  qui  rempliraient 
cette  condition  :  le  théorème  s'y  appliquant,  quelque  rappro- 
chés qu'ils  soient  des  deux  logarithmes  proposés,  nous  regar- 
dons, comme  évident,  qu'il  s'applique  également  à  ceux-ci. 
Alo.  B.  I"  Partie.  20 
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595.  Corollaire.  On  tire  de  l'égalité  [4]  : 

tog'A_log^B 

iogA""iogB*  ^^-f 

Ainsiy  k  ra^pùri  des  logarithmes  éCun  mime  fwmhre^  dam  deux 
systèmes  différents,  est  le  même  pour  tous  les  iiombresm, 

594.  Module.  Si ,  pour  deux  systèmes  déterminés,  on  repré- 
sente ce  rapport  constant  par  M,  on  a  :  ' 

k)g'A=MlogA.  [6] 

Par  conséquent,  lorsqu^on  connaît  les  loganthmts  de  tous  les 
nombres  dans  un  certain  système,  pour  avoir  les  logarithmes  dans 
un  autre  systèmcy  il  faut  multiplier  les  premiers  par  un  nombre 
constant  M.  Ce  nombre  constant  s'appelle  le  module  du  nouveau 
système  par  rapport  au  premier. 

595.  Base.  Il  résulte  du  théorème  précédent,  qu'une  table  de 
logarithmes  étant  construite,  on  pourra  en  construire  une  se- 
conde, pourvu  que  l'on  connaisse  un  seul  des  logarilhiûes  du 
nouveau  système.  Car  on  tire  de  l'égalité  [4]  : 

log'A  =  losAxg.  [7] 

Si  donc  on  connaît  log'B,  pour  avoir  le  nouveau  logarithme 
de  A,  il  suffira  de  multiplier  log  A  par  le  rapport  codimi  ■—'^^ 

Pour  définir  un  système  de  logarithmes,  on  donne  ordinaire- 
ment le  nombre  qui  a  pour  logarithme  l'unité.  Ce  nombre  se 
nomme  la  base  du  système. 

La  base  du  système  vulgaire  est  10. 

596.  Calcul  du  logarithme  d'un  nombre  dans  un  ststève 
QUELCONQUE.  D'après  ce  qui  précède,  les  tables  de  logarithmes 
vulgaires,  calculées  pour  le  cas  où  la  base  est  10,  permettent  de 
calculer  le  logarithme  d'un  nombre  dans  un  système  quelcon- 
que. Proposons-nous,  par  exemple,  de  calculer  le  logarithme  de 
7698,  dans  le  système  dont  la  base  est  12.  On  trouve,  dans  les 
tables  de  CaMet,  que,  dans  le  système  dont  la  base  est  l(^, 

log  7698  =  3,8863779,        iQg  12  =  1,07918125. 


PROGRESSIONS  ET  LOGARITHMES.  a07 

Daos  le  système  dont  la  base  est  12 ,  on  a  : 

log'7698  =  ar,        log'12  =  l. 

Donc(5e»):  a.  =  3,8863779X^^^5^, 

on  07  =  3,60122815. 

S97.  GALCtJL  DE  LA  BASE  D'UN  SYSTÈME  DANS  LEQUEL  ON  CONNAIT 

LE  LOGARITHME  d'on  NOMBRE.  Proposons-nous,  par  exemple,  de 
trouver  la  base  du  système,  dans  lequel  le  logarithme  de  25  est 
0,78321.  On  a,  dans  ce  système,  en  désignant  la  base  par  x: 

log'a?  =  l,        log'25  =  0,78321. 

Mais,  dans  le  système  mlgaire,  on  a  : 

log  25  =  1,39794001, 
Donc  f398)  :        loga?=  'ç^J^^^^^  =  1,7848853, 
et,  par  suite,  x  =  60,93759. 

EXEnCIGES. 

L  Quelle  est  la  raison  q  d'une  progression  par  quotient  de  11  termes,  dont 
le  premier  terme  est  10,  et  dont  le  dernier  est  100?  Quelle  est  la  somme  S  de 
cette  progression? 

On  trouve  :  9  =  1 ,258925,      S  =  447 ,  5910. 

II.  Quelle  est  la  base  x  d'un  système  de  logarithmes  dans  lequel  6  est  le  lo- 
garithme de  729? 

On  trouve  :  s  ^3. 

III.  Quelles  sont  les  bases  commensurables,  telles  que  le  logarithme  de  20 
soit  commensurable  ? 

On  trouve  que  la  base  est  égale  à  20^,  p  étant  entier. 

lY.  Quelle  est  la  base  x  du  système  dans  lequel  un  nombre  entier  donné  o 
est  égal  à  son  logarithme  ?  _ 

On  trouve  :  «=:ya. 

Y.  Résoudre  le  système  : 

MB 

^  +  y^=a\      log»+logy=— . 

On  remarque  que.  la  seconde  équation  équivaut  à  «y=^î^;  et  Ton  est  ra- 
mené à  un  problème  connu. 
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VL  Résoudre  le  système  : 

«*  +  y*=a*,     loga+logy=5. 
Môme  méthode. 
^    VII.  Calculer  Texpression  : 

(>/i0732872)** 
On  trouve  :  «=  6208,157. 

VIIL  Calculer  l'expression  : 

^,(v^0,0000782567)" 
*('v^0 ,000389672)  ••■ 

On  trouve  :  s=  0,006875045. 

IX.  Calculer  Texpression  : 


\/a+d^e 


30 
danslaqueUea=4|528627,  b =21,72857,  c=  g^,  d=0,00875,  «=4839. 

On  trouve  :  c= 3966, 30. 

i/a>  +  6  Je 
X.  Calculer  l'expression  :     s  =  ^  .    '         i 

lOv/d  — oe» 

dans  laquelle  a=27,35825,  6=3,2782,  e=  ^)  d=38,54,  «=0,003528. 

On  trouve  :  w = 0,3648341 . 


CHAPITRE  m. 

DES  INTÉRÊTS  COHPOSÉS  ET  DES  ANNUITÉS. 

S  I.  Des  intérêts  composés. 

598.  DÉFmrnoNS.  Lorsqu'un  capital  est  prêté  pendant  un 
certain  temps,  il  produit  un  bénéfice  que  Ton  nomme  son 
intérêt.  Le  taux  est  Tintérèt  que  rapporte  un  capital  de  100  fr. 
prêté  pendant  un  an.  Ordinairement  le  préteur  reçoit,  à  la  fin 
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de  chaque  année,  les  intérêts  simples  de  son  capital.  Hais  lorsque, 
au  lieu  de  toucher  ses  intérêts,  il  les  ajoute  au  capital,  à  mesure 
qu'ils  sont  èchus^  le  capital  augmente,  les  intérêts  grandissent 
chaque  année;  et  l*on  dit  alors  que  le  capital  est  placé  à  intérêts 
composés. 

Dans  les  formules  que  nous  allons  démontrer,  nous  repré* 
senterons  le  capital  prêté  par  G,  le  capital  accru  de  ses  intérêts 
composés  par  A,  et  la  durée  du  prêt  (évaluée  en  années)  par  n. 
Nous  désignerons  par  r  l'intérêt  rapporté  par  1  franc  en  un  an; 
de  sorte  que  r  sera  le  centième  du  taux. 

309.  Formule  générale  des  intérêts  composés.  Puisque 
l' rapporte  r*  par  an,  et  devient,  par  suite  (1  +  r),  au  bout  d'une 
année,  un  capital  G  deviendra,  au  bout  du  même  temps,  6(1+^). 
Ainsi,  pour  calculer  ce  que  devient  un  capital,  placé  pendant  un 
an,  il  faut  le  multiplier  par  (1  -f  r). 

Ce  capital  G  (1+0»  P^^^^  ^u  commencement  de  la  seconde 
année,  pour  un  an,  deviendra  donc  C(l  +r)  (l  +r),  ou  C(l-f-r)*. 
Cette  nouvelle  somme,  placée  pendant  une  troisième  année,  se 
multiplie  encore  par  (1  +0»  et  devient  C(l+r)'.Et,  en  général, 
la  somme  placée,  se  multipliant  chaque  année  par  (1  -)-r},  de- 
vient après  n  années  : 

A=G(l+r)\  [1] 

C'est  la  formule  des  intérêts  composés. 

400.  GaS  ou  LE  TEMPS  DU  PLACEMENT  COMPREND  UNE  FRACTION 

d'année.  Si  la  durée  du  prêt  se  compose  de  n  années  et  de 

h  jours,  on  calcule  d'abord  ce  que  devient  le  capital  G,  après 

n  années,  par  la  formule  [I].  Puis,  remarquant  que  1  franc 

kr 
rapporte— en  k  jours,  à  intérêts  simples  (l  est  le  nombre  de 

jours  de  Tannée),  on  en  conclut,  que  1  franc  devient,  après  ce 
temps  (i  +  -t),  et  que  A  devient  A  (  1+t)'  ^^^^f  ^^  dési- 
gnant par  A'  le  capital  cherché,  et  en  remplaçant  A  par  sa  va- 
leur [1],  on  a  : 

A'  =  G(l  +  r)-(l  +  ^).  [2] 

401.  Problèmes.  Ces  formules  servent  à  résoudre  quelques 
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problèmes,  ponr  lesquels  remploi  des  logarithmes  est  indis- 
pensable. 

1*  Que  devient  une  somme  donnée  G,  placée  à  un  taux  donné  100  r, 
pendant  un  temps  donné?  On  emploie  la  formule  [I]  ou  la  for- 
mule [2],  selon  que  le  temps  donné  se  compose  d*un  nombre 
exact  n  d'années^  ou  qu'il  renferme,  en  outre,  un  nombre  h  de 
jours. 

•  2*  Quelle  somme  faut-il  placer  aujourcChui,  à  un  taux  donné  lOOr, 
pour  obtenir  une  somme  déterminée  A,  après  un  temps  donné?  On 
emploie  encore  Tune  des  formules  [l]  et  [2]  ;  et  Ton  a,  suiTant 
les  cas  : 

^^^  (l+r)-(l+y) 

3*  Un  capital  donné  C  a  été  placé  aujourd'hui;  U  a  produit  une 
tomme  donnée  A,  après  un  temps  donné.  Quel  est  le  taux  de  fùitérit? 
Si  le  temps  est  un  nombre  entier  d'années,  on  tire  de  la  for- 
mule [1]  : 


a+r)  =  \/ 


[5] 


Mais,  si  le  temps  se  compose  de  n  années  et  de  ft  jours,  il  faut 
employer  l'équation  [2],  qui  est  du  (n-j- 1)"*  degré  par  rapport 
&  r,  et  dont  la  résolution  appartient  à  Palgèbre  supérieure.  On 
peut,  cependant,  par  quelques  tâtonnements  convenablement 
dirigés,  obtenir  promptement  une  valeur  approchée  du  taux. 
On  remarque,  en  effet,  que,  d'après  la  formule, 


A=C(l  +  r)-(l  +  Ç),  [2] 


le  capital  A  augmente  avec  le  taux  r,  et  diminue  avec  lui.  Si 
donc  on  donne  à  r  une  première  valeur  arbitraire  r',  et  qu'on 
calcule,  par  logarithmes,  la  valeur  du  second  membre,  on  troa- 
tvera  une  valeur  A',  plus  grande  que  A,  si  r"  est  trop  grand,  et 
iplus  petite  que  A,  si  r'  est  trop  petit.  En  comparant  la  valeur 
'trouvée  A'  avec  la  valeur  donnée  A,  on  saura  donc,  si  r'  est  plus 
grand  ou  plus  petit  que  le  taux  inconnu.  On  choisira,  d'après 
cela,  une  autre  valeur  pour  r,  laquelle  donnera  lieu  à  un  nou- 
veau calcul  et  à  une  nouvelle  comparaison;  et,  &  l'aide  de  qucI- 
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qoes  essais,  on  resserrera  aisément  r  entre  deux  lioiites,  qui 
en  fourniront  promptement  une  valeur  approchée. 

4*  Pendant  combien  de  temps  faut-U  placer  un  capital  donné  C, 
pour  qu'il  produise  une  somme  déterminée  A,  à  un  taux  donné  lOOrf 
Comme  on  ne  sait  pas  si  le  temps  inconnu  est  ou  n'est  pas 
composé  d'un  nombre  entier  d'années,  on  n'a  pas  le  droit  d'em- 
ployer la  formule  [1],  qui  a  été  construite  pour  le  cas  où  n  est 
entier.  Cependant,  si  l'on  en  fait  usage,  on  a  : 

(l+r)-=^; 

d'où  l'on  tire,  en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres,  et 
en  divisant  ensuite  par  log  (l-f)  - 

log  (1  4-  r) 

Si  le  quotient  de  (logA — logC)  par  log  (1  +r)  est  un  nombre 
entier,  il  est  évidemment  le  nombre  d'années  cherché;  car  la 
formule  [6]  entraîne  la  formule  [i]*  Si  le  quotient  n'est  pas  en» 
tier,  il  faut  en  Conclure  que  le  temps  inconnu  n'est  pas  un 
nombre  entier  d'années.  Cependant  on  peut  prouver  que,  dans 
cacas,  la  partie  entière  du  quotient  est  la  partie  entière  du  temps 
inconnu.  Car  désignons  parp  et  (p+  0  l^s  deux  nombres  entiers» 
consécutifs  qui  comprennent  la  fraction  [6]  ;  nous  aurons  : 


d'où  Ton  tire  : 


^logA  — logC  ^     ,  , 


plog(l+r)<logA-logG<(p+l)log(l+r; 


OU  log(l+r)'<log^<log(14-r)'*^ 

De  là,  revenant  aux  nombres,  on  conclut  : 

0+r)'<^<(l  +  ^r\    ou    C(l+r)'<A<C(l+rr*,  [7] 

inégalités  qui  prouvent  le  théorème  énoncé. 

Si  l'on  veut  maintenant  connaître  le  nombre  h  de  jours  qui 
complètentle  temps  cherché,  on  remarquera  que  la  formule  [2], 
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que  l'on  aurait  dû  appliquer  dans  ce  cas,  donnei  en  y  rempla- 
çant n  par  p  : 

logA=logC+plog(I-|-r)+logn  +  -jj  : 

_.         iogA-iogG_  ■  ^^gp+r) 

^^^-  log(l+r)   -P-^   log(l+r)     • 

Orp  est  le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  ^     (7a  \  ' 

Si  donc  on  désigne  par  R  le  reste  de  cette  division,  Fégalitë  pré- 
cédente pourra  s'écrire  : 

„  ,        R  ,  ,    '<'+t). 

''">"log(l+r)"'^^    iog(l+r)   ' 

donc  log(l  +  ^)  =  ^-  [^3 

On  connaîtra  donc  le  logarithme  de  n  + yj,  et  il  sera  facile 

d'en  tirer  (l  +  y-)  »  et,  par  suite,  ft. 
Donnons  maintenant  quelques  applications  numériques. 

4:02.  Applications  numériques.  Ezeiiple  I.  Calculer  ce  que  devient  un  ea- 
pital  de  8000  francs,  au  bout  de  39  ans,  au  taux  d^  4  -  pour  100  par  an. 

Formule  [1]  :  log  A=log  G  +  n  log  (1  +r). 

log  C=Iog  8000  = =3,9030900 

log  (l  +  r)=  log  (1,045)  =  0,0191162904 
nlog(l+r)=39Iog  (1,045)  = =0,7455353 

log  A= =4,6486253; 

d'où  A  =44527  S 19. 

Exemple  II.  Si  Von  avait  placé  1  centime  à  5  pour  100,  au  commencement  di 
a^ère  chrétienne j  que  serait-il  devenu,  au  commencement  de  Vannée  1863,  c'est' 
à'dire  pendant  1862  ans  ? 

Formule  [1]  :  log  A  =log  C+  n  log  (1  +r). 

log  C= log  (0,01)  = =  2 

log  (1+r)  =log  (1,05)  =  0,02118929907 
«  log  (l+r)=  1862  log  (1,05)= =  39,3234475 

log  A= =37,3234475; 
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à'oà  :  A= 21059472  X  10**  francs  (approximativement) , 

nombre  de  38  chiffres. 

Afin  de  représenter  cette  somme  énorme  sous  une  forme  plus  appréciable, 

calculons  les  dimensions  d*uJie  sphère  en  or^  qui  équivaut  à  la  somme  indiquée. 

31000 
La  densité  de  Tor  est  19,5^  et  le  prix  du  kilogramme  d*or  est  -—2—  de  fraoc. 

Désignons,  pour  cela,  par  x  le  rayon  de  la  sphère  en  mètres  ;  son  volume  sera 

— r— ;  son  poids  sera  donc --r—  x  19500  kilogrammes;  et,  par  suite,  sa  va- 

leur  en  francs  sera  — 0— X 19500  X  — 5—.  On  aura  donc  : 

^       Atoc^x  19500X31000 
A  = 1 

et,  par  suite  :  ^  =  4nXl95ii?x3lU00- 

log27=    1,43136376 
log  A  =  37 ,32344749 

Dlog4— 10=  1,39794001 

CMogir  — 10=  1,50285013 
C«  log  19500—  10  =  5,70996539 
C'iog  31000— 10=   F, 50863831 

log  afl  =  28,87420509, 

log  X  =    9,6247350; 

d'où  :  »=4214392x  lœ  mètres. 

Ainsi  le  rayon  de  la  sphère  vaut  à  peu  près  4214392  kilomètres  ;  et  son  vo- 
lume serait,  par  conséquent,  plus  de  290  millions  de  fois  le  volume  de  la  terre. 

EiEMPLB  III.  QueUe  est  la  valeur  actuelle  éPune  tomtM  de  7220  fr.  payable 
dam  .33  ant,  VirUérét  étant  à  5  pour  100  par  anf 

Formule  [3]  :  log  C  =  log  A— n  log  (1  4-r). 

log  A  =  log7220  = =  3,85853720 

log  (l+r)  =  log  (1,05)  =  0,021189299 
•log(l+r)=331og(l,05>= =0,69924687 

logC= =  3,15929033; 

d'où  C  =  1443',08. 

£t  cette  somme  deviendra,  par  accumulation  des  intérêts  à  5  pour  100,  et  pen- 
dant 33  ans,  7220  fr. 

EzBicPLB  lY.  Um  somtM  de  28895  fr.  a  été  placée ^  ilya  73  ans  :  elle  a  pro- 
duit 250000  fr.  Quel  était  le  taux  de  Vintérét? 


Formule  [5]  :  log  (1  -h  r)  -  '^i±zJ2iC. 
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)og  A  =  log  250000  =  5,3979400 
log  C  =  log    28895  =  4,4608227 

log  A -loge  =  0,9371178; 

log  (l  +  r)  =0,01283722-, 

d'où:  1+r  =1,03000. 

Le  taux  de  Pintérèt  est  donc  3  pour  100* 

EzBMPti  V.  En  combien  de  temps  un  capUal  de  7700  fr,  devîciiMI  42850  fr-t 
Hntérêi  étant  à  4  pour  100  par  an  ? 

1    r-1  log  A  —  loî  C 

Formule  [6]  :  n  =  —7 — -  ,    ,    . 

^  *  log(l  +  r) 

log  A  =  log  42850  =  4,6319508 
log  C  =  log  7700   =  3,8864907 


log  A  — loge   =0,7454601, 
log  (1  +  r)  =  log  (1,04)  =  0,0170333. 

.'       .X     A         *.    ,0,7454601     ^     ^ 
Donc  n  est  la  partie  entière  du  quotient' ^^.  On  trouve  : 

n =43  ans,      et     R=  0,0130282. 

Donc,  formule  [8]  :       log  ^1  +  y)=  0,0130282« 

Par  suite  :  1  +  ^=  1,030453. 

V 

»x    IX              ^      ^n^r.,rn         *       I.      0,030453X365      „^t, 
De  là  :  ---  =  0,030453,      et      *=  -^ ^^r =  2iB. 

Ainsi  le  temps  cherché  est  43  ans,  278  jours. 

S  IL  Des  annuités. 

403.  DÉFINITION.  Une  personne  emprunte  aujourd'hui  uue 
somme  G,  pour  n  années,  au  taux  r  pour  un  franc  :  pour  s'ac- 
quitter, elle  paye,  à  la  fin  de  chaque  année,  une  somme  déter- 
minée a,  calculée  de  manière  qu'après  n  payements  égaux  à  a, 
elle  atout  remboursé,  capital  et  intérêts  composés.  La  somme  a, 
qu'elle  donne  ainsi  annuellement,  se  nomme  annuité. 

404.  FoAMULE  GÉNÉRALE  DES  ANNUITÉS.  Proposons-nous  de 
trouver  la  formule  qui  lie  le  capital  G,  l'annuité  a,  le  taux  r  etla 
durée  n  du  prêt. 

Première  méthode.  Si  l'emprunteur  attendait,  pour  opérer  le 
remboursement  de  sa  dette,  la  Gn  de  la  n*  année,  il  devrait,  i 
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cette  époque  (S99},  G  (1  -f-  r)*.  Mais  il  paye,  à  la  fin  de  la  pre^ 
mière  année,  une  première  somme  a;  en  avançant  ainsi  de 
(n— 1)  années  ce  remboursement  partiel,  Use  libère  d'une 
somme  dont  la  valeur  y  dans  le  compte  final»  doit  être  égale  à 
(z  (1 + r)*"*  ;  car  elle  aurait  porté  intérêt,  pendant  (n  —  1)  années, 
entre  ses  mains,  s'il  Pavait  gardée.  De  même  la  somme  a,  payée 
à  la  fin  de  la  seconde  année,  équivaut  à  une  somme  a  (1  +*')'^*f 
payée  à  la  fin  des  n  années.  On  verra,  de  la  même  manière, 
que  la  somme  a,  payée  à  la  fin  de  Favant-dernière  année,  doit 
être  comptée  pour  une  valeur  égale  à  a  (1  +  r)  ;  et  que  la  somme 
a,  payée  à  la  fin  de  la  n*  année,  entre  dans  le  compte  final 
pour  sa  valeur  a.  On  doit  donc  avoir  l'équation  : 

C(l+rr=fl(l+r)-*+a(l-(-r)-«+ +a(l+r)  +  a. 

Comme  le  second  membre,  étant  renversé,  est  la  somme  des 
n  termes  d'une  progression  géométrique  croissante,  dont  le  pre- 
mier terme  est  a,  et  la  raison  (1+r),  on  applique  la  formule  [7] 
dan*  547,  et  l'on  a  : 

ou,  en  chassant  le  dénominateur  r, 

aj(l  +  r)«-l|  =  Cr(I+r)\  [1] 

Telle  est  la  formule  générale  des  annuités. 

405.  Deuxièbie  méthode.  On  peut  obtenir  cette  formule  d'une 
autre  manière.  L'emprunteur,  recevant  aujourd'hui  une  somme 
C,  doit,  à  la  fin  de  la  première  année,  C  (l  +^);  comme  il  rem- 
bourse alors  une  somme  a,  sa  dette  se  réduit  à  C  (l  +0  —  «•  A 
la  fin  de  la  seconde  année,  cette  dette  s*est  accrue  des  intérêts 
d'un  an;  elle  est  donc  devenue  {C(l+r)— a|  (1+r),  ou 
C{l+r)*— a(: +r);  mais  alors  il  rembourse  une  nouvelle 
somme  a;  ce  qui  réduit  la  dette  à  C  (l  +  r)* — a  (1  +r)  —  a.  Il 
est  évident,  qu'à  la  fin  de  la  troisième  année,  cette  dette  qui  s'est 
augmentée  des  intérêts  d'un  an,  mais  qui  s'est  diminuée  d'une 
nouvelle  annuité  a,  est  égale  à  C  (1+r)'— a(  1+r)*— a  (1+r) — a. 
Et,  à  la  fin  de  la  n""*  année,  elle  est  égale  à 

C(i+r)'*— a(l+r)-*— ....  — a(l  +  r)— 4. 

Or,  à  cette  époque,  elle  doit  être  nulle;  il  faut  donc  que  l'exprès- 
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sion  précédente  soit  égale  à  zéro  ;  et,  par  suite»  que  l'on  ait 
l'équation  : 


C(l  -^r)''  =  a  (i+r)-*+(ï  (i  4-r)-*-|...  ..+a(l+r)+a, 

comme  dans  la  première  méthode. 

,  406.  Remarque.  On  peut  enfin  arriver  à  la  formule  [1],  sans 
avoir  à  sommer  une  progression  par  quotient.   Supposons,  en 

effet,  qu'un  individu  prête  à  un  autre  une  somme  -»  pour  n  an- 
nées. Le  débiteur  devra  payer,  chaque  année,  Tintérêt  simple 
-  X  r  ou  a  ;  et,  à  la  fin,  il  devra  encore  la  somme  empruntée 

-•  Or,  concevons  que  cet  intérêt  soit  versé,  au  moment  où  il  est 

dû,  entre  les  mains  d*une  personne  tierce,  chargée  de  le  faire 
valoir,  cette  dernière  recevra  ainsi,  par  annuités,  n  sommes 
égales  à  a  ;  et  elle  aura  entre  les  mains,  après  les  n  années,  tout 

d 
ce  dont  le  capital  -  s'est  bonifié  pendant  ce  temps.  Or  ceUe  aug- 
mentation du  capital  est-(l  +'*)* — •  Donc  cette  expression 

représente  le  total  des  annuités  remboursées  ;  et  comme,  par 
hypothèse,  ces  remboursements  doivent  acquitter  la  dette,  on 
doit  avoir  : 

7(l+r)--J=C(l+r)% 

formule  qui  ne  diffère  pas  de  l'équation  [1]. 

407.  Problâmes.  La  formule  [1]  sert  à  résoudre  quatre  pro- 
blèmes différents,  suivant  que  l'on  prend  pour  inconnue  Tune 
ou  l'autre  des  quatre  lettres  qui  y  entrent. 

1*  Quelle  annuité  a  faut-il  payer,  à  la  fin  de  chaque  année^  pour 
amortir^  enn  années,  un  emprunt  donné  G,  et  ses  intérêts  composés, 
le  taux  étant  rpour  1  flranc?  La  formule  [l]  donne  : 

Pour  appliquer  cette  formulei  on  calcule  d'abord  (l+'O^P^ 
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iogarithmes;  on  en  retranche  runité,  ce  qui  donne  le  dénomi- 
nateur. Puis^  k  l'aide  de  la  formule  : 

log  a=log  Cr  +  n  log  (1  +^) — log  { (1  +r)»  —  1 }, 

on  calcule  log  a,  el,  par  suite,  a. 

î^  QueUe  somme  G  peut-on  emprunter  aujourd'hui^  en  offrant  de 
la  rembourser^  en  n  années^  par  n  annuités  égaies  à  a,  fe  taux  étant 
xpovr  un  franc  t  La  formule  [1]  donne  : 

Même  observation  que  ci-dessus  pour  le  calcul  par  logarithmes. 
3*"  On  emprunte  aujourd'hui  une  somme  G,  au  taux  r;  on  se  pro- 
pose de  la  rembourser ^  au  moyen  d^ annuités  égales  à  a  ;  pendant 
quel  temps  devra-t-on payer  Vannuité?  La  formule  [1]  donne,  en 
la  résolvant  par  rapport  à  (1 4-  r)*  : 

d'où  Ton  conclut  : 

log  g  — log  (g— Cr)  . 

iog(l+r)  l^J 

Le  problème  n'est  possible,  que  lorsque  (g — Gr)  est  positif  ; 
car  les  nombres  négatifs  n'ont  pas  de  logarithmes  réels.  On  voit, 
d'ailleurs,  a  priori,  qu'il  doit  en  être  ainsi  ;  car  Gr  représente 
l'intérêt  simple  du  capital  prêté  ;  et  il  est  évident  que  l'annuité 
a  doit  être  supérieure  à  cet  intérêt,  pour  qu'on  arrive  à  rem- 
bourser la  dette. 

Si  la  formule  [4]  donne  pour  n  un  nombre  entier,  ce  nombre 
résoudra  la  question.  Hais  si  la  division  ne  se  fait  pas  exacte- 
ment, le  problème  est  impossible.  Cependant,  on  peut  prouver 
que,  dans  ce  cas,  si  Von  désigne  par  pet  (p-\~l)  les  deux  nombres 
tntiers  consécutifs  qui  comprennent  la  fraction  [4],  un  nombre  p 
^armuités  n* acquitterait  pas  la  dette^  tandis  qu'une  annuité  de 
Vlus  serait  plus  que  suffisante.  En  effet,  puisque  Ton  a  : 

logg— lo^(fl  — Cr)  ^^  ,  , 
P< iog(i+r)'  -<P+^> 
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on  aura  aussi  : 

plog(l+r)<loga— log(a— Cr)<fp  +  1)  loff{l+rJ, 

ou         log(l+r)»<Iogj;;^<log(l+r)'*'; 

et,  par  suite,        (1  +  r)»  <  ^^<ll  +  »T*. 

On  peut  encore  chasser  le  dénominateor,  puisqu'il  est  poatif; 
ei  a  vient  :      (a  — Cr)  (1  +r)'<a  <(o  —  Cr)  (1  +  r)^  ; 
d*où  l'on  tire  aisément  : 

Ces  deux  inégalités  prouvent  la  proposition  énoncée. 

On  appliquera  donc,  dans  tous  les  cas,  la  formule  [4];  elle 
donnera  le  nombre  p  des  annuités  à  payer  ;  s'il  y  a  un  reste,  on 

calculera  facilement  la  différence,  C  (1  +r)» —  ^ii-ZlIi— — i, 

due  au  commencement  de  la  (p  +  l)"'  année;  et  l'on  en  fera 
l'objet  d'un  payement  spécial,  ou  d'une  convention  particulière. 

4*'  On  emprunte  aujourd'hui  une  somme  G,  et  Fon  se  propose  de  la 
rembourser^  avec  ses  intérêts  composés^  en  payant^ pendant  n  années 
une  annuité  a;  quel  est  le  taux  de  rintérét? 

La  formule  [1]  est,  par  rapport  à  r,  une  équation  du  (n+))r 
Aegréy  qu'on  ne  peut  résoudre  qu'à  l'aide  de  procédés  particu- 
liers. On  arrive  promptement  à  une  valeur  approchée  de  r,  en 
s'appuyant  sur  la  remarque  suivante. 

Lorsque  Cet  di  sont  donnés  ^  le  nombre  n  des  annuités  augmente  ou 
diminue^  quand  le  taux  r  augmente  ou  diminue  lui-mime.  Il  suffit, 
en  effet,  pour  s'en  assurer,  de  reprendre  la  seconde  méthode 
(405),  qui  fournit  la  formule  générale  des  annuités;  on  recon- 
naît que  la  dette,  à  la  lin  de  la  première  année,  G  (1  -f  r)  —ai 
est  d'autant  plus  grande  que  r  est  plus  grand  ;  qu'il  en  est  de 
même  à  la  fin  de  chaque  année,  puisqu'on  multiplie  chaque  fois 
la  dette  précédente  par  (1  +r}»  et  qu'on  diminue  ensuite  le 
produit  d'une  quantité  fixe  a.  Par  conséquent,  si  n  payements 
suffisent  pour  annuler  la  dette,  lorsque  le  taux  a  une  certaine 
valeur  r,  ils  ne  suffiront  plus,  lorsque  le  taux  sera  plus  élevé. 
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Gdaposé»  reprenons  la  formule  [1]  sous  la  forme  : 

_  log  g  —  log  (g  —  Cr) 

log(l  +  r)         '  W 

formule  dans  laquelle  r  est  TinGonnue.  Si  Ton  donne  arbitraire- 
ment à  r  une  yaleur  r',  et  que  cette  valeur  soit  moindre  que 
celle  que  Ton  cherche,  la  valeur  correspondante  n'  de  la  fraction 
[4]  sera  moindre  que  la  valeur  donnée  n;  et  au  contraire,  n' 
jera  plus  grand  quen,  sir'  est  plus  grand  que  r.  On  saura  donc, 
en  comparant  ri  à  n,  si  la  valeur,  attribuée  arbitrairement  à  r, 
est  trop  forte  ou  trop  faible  ;  et  l'on  pourra,  par  suite,  à  Taide 
de  quelques  t&tonnements  convenablement  dirigés,  obtenir  ra- 
pidement une  valeur  suffisamment  approchée  de  r. 

408.  APPUCATI0R8  NUMÉRIQUES.  ExBMPLB  I.  QwlU  est  l'annuUé  qu%  amortît, 
en  51  ans,  une  somme  de  34600  fr.,  Vintérét  étant  à  ^  pour  lùO  par  an? 

Formule  [2]  :    log  a  =  log  Cr  +  n  log  (1  +  r)  —  log  l  (1+  r)*—  1 1 . 

log(l  +r)  =log  (1,04)  =  0,0170333393 

n  log  (I  +  r)  =  51  log  (1,04)  =  0,8687003; 

tfoù:  (l+r)«= 7.390950. 

exposé: 

log  Qr=log  1384 =  3,1411361 

iilog(l  +  r)= =  0,8687003 

log  l  (1  +  r)» -  1  î  =  log  6.39095  =  0,8055654    _ 

C»log  {(l+f)"-l)— 10= =  1,1944346 

logo= =  3,2042710. 

Donc:  !»=1600',55e. 

Exemple  II.  On  plaee,  au  commencement  de  chaque  année ^  une  somme  de 
50  fr,  au  taux  de  6  pour  100  :  quelle  somme  x  devrcht'On  recevoir  au  bout  de 
24  aM? 

Fonnule:  ^^am+r)'»-(l+r))  ^ 

log  (1  +f)  =log  (1,06)  =0,0253058653 
(n+ 1)  log  (1  +r)  =25  log  (1,06)  =  0,6326466; 
d'oè:  (l  +  r)"+«=  4,29187; 

ot:  1+*'=1,06 

donc  :  (1  +  f)"+«  —  (l  +r)  =3,23187. 
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^^  ^^  ''  log  a  =  log  50  =  1 ,6989700 

log  l  (1  +  r)"**—  (l  +  r)  )  =  log  3,23187  =  0,5094539 

C«  log  r— 10  =C»  log  0,06— 10  =  1,2218488 

log  s=  3,4302727 
Donc  :  »=  2693',225, 

Exemple  ÎII.  Quelle  somme  C  peut-on  emprunter  aujourd'hui,  en  ogirant  de 
payer,  pendant  37  an*,  une  annuité  de  825  fr.  le  taux  étant  d  4  ^  pour  100? 

Formule  [3J  : 

logC=log  a  +  log  l  (1  +  *•)-- 1  )  -log  (1  +  r)-— log  r. 
log  (1  +  r)  =  log  (1,045)  =  0,0191 1629 
«  log  (1  +  r)  =  37  log  (1 ,045)  —  0,7073027  ; 
d'où:  (H-r)"= 5,09686. 

Cela  posé  :  log  o  =  log  825  =  2,9164540 

log  {(l+r)"  —  l)=log  4,09686=  0,6124512 

Clog(l+r)"— 10= =7,2926973 

e  log  r- 10  =  C«  log  0,045  —  10  =  1,3467875 

log  C  =  4,1683900; 
d'où  C=14736',35. 

Exemple  IV.  En  combien  de  temps  une  somme  de  260  000  fr.   ferOpl-eUi 
amortie  par  une  annuité  de  10000  fr.,  au  taux  de  3  r  pour  1007 


,    -,-  loga— lop  (a— Cr) 

Formule  [4]:  "=       log  (l+r)       ' 


log  a=  log  10000  =  4 
log  (a  -  Cr)  =  log  1550  =  3 ,1903317 

log  a— log  (a— Cr)  =  0,8096683 

log  (1  +  r)  =  log  (1 ,0325)  =  0,0138901. 

0,8096683      ^^ 

Dono:  «  =  *^ =58..... 

0,U1389UI 

On  devra  donc  payer  58  annuités  de  10000  fr.  Mais,  comme  la  division  laisse 
un  reste,  la  somme  donnée  ne  sera  pas  amortie  entièrement.  Pour  terminer  le 
compte,  il  faut  calculer,  d'une  part,  ce  qui  est  dû  au  bout  de  58  ans,  c'est-à- 
dire  s  =  260000  X  (1,0325)";    calculer,  de  l'autre,  ce  qui  a  été  payé  par  les 

...       ,    ^  .  ,.  10000  X  { (1,0325)»—  1)        .  ^     ,    j.«  «^ 

annuités,  c  est-à-dire  p  =  v.'  ,, 2-  ;  et  prendre  la  différence 

0,0  )2o 
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log  260000  =  5,41497335  log  10000  =  4 

581og  (1,0325)  =  0,80562348  |log  5,39180^  =  0,7317341 

log  1=6,22059683;      C«  log  0,0325—  10  =  1,4881166 


(Toù  :  f  =  1661869'.  log  p  =  6,2198507; 

De  {dus  (1,0325)**  =  6,391804.  p  =  1659017'. 

Donc  b  flommo  qui  reste  due,  (i  —  p)  =  2852  fr. 

ExsKPLE  V.  On  emprunte  aujourd'hui  une  somme  (to  35  000  fr.  ;  on  la  reiru 
bourse,  ainti  que  ses  intérêts  composés,  par  52  annuités  de  1600  fr.  chacune, 
Quelett  le  tauade  l'intérêt? 

Formule  [4|  ;  » log  (i  4.  r) ' 

Supposons  d'abord  :  r=0,04  ;  il  en  résulte  :  a  —  Cr  =:  200. 

log  a=log  1600  =  3,2041200 
log  (a— Cr)  =  log  200  =  2,3010300 

logo— log  (a— Cr)  =  0,9030900; 
log  (1  +r)=Iog  (1,04)  =  0,0170333. 

Eq  divisant  0,9030900  par  0,0170333,  on  trouve  pour  quotient  53,  nombre  plus 
grand  que  52.  Donc  le  taux  est  moindre  que  4. 

Supposons  r = 0,035 ;  alors  a— Cr :=  375« 

log  o=log  1600  =  3,2041200 
log(a— Cr)  =  log  375  =  2,5740313 

log  a— log  (o— Cr)  =  0,6300887; 
log  (1  +r)  =  log  (1,035)  =  0,0149403. 

En  divisant  0,6300887  par  0,0149403,  on  trouve  pour  quotient  42,  nombre  beau- 
eoup  trop  faible.  Donc  le  taux  est  beaucoup  .plus  voisin  de  4  que  de  3  r  • 

Supposons  donc  r  =0,039;  ,^lors  a— Cr  =  235. 

log  a=:  log  1600  =  3,2041200 
log  (a— Cr)=  log  235  =  2,3710679 

log  a— log  (a— Cr)  =  0,8330521  ; 
log  (l  +t)  =  log  (1,039)  =  0,0166155. 

Le  quotient  de  0,8330521  par  0,0166155  est  50,  nombre  trop  f^ble  :  donc  le 
taux  est  supérieur  à  3,90. 

Supposons  r  =0,0395;  alors  a— Cr  =  21 7,50. 

log  a=log  1600  =  3,2041200 
log  (a— Cr)=  log  217,50  =  2,3374593 

log  a  —log  (a  —  Cr)  -~=  0,8666607  ; 
log  (1+r)  =log  (1.0395)  =  0,0168245. 

le  quotient  de  0,8666607  par  0,0168245  donne  51    Le  taux  est  donc  supérieur 
Alg.  B.  l'*  Partie.  21 
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à  3^,95.  n  est  doiL|i4SQOipri8  entre  3^95  et  4.  Oa  le  connaU  ainsi  &  (ffi&  près  ; 
et  l'on  peut  aisément  pousser  plus  loin  Tapprozimation. 

400.  Gi3  DES  RSHora^.PSRPÉTUDLLEs.  La  valeur  de  Tannuité 
a,  destinée  à  acquitter  un  emprunt  G,  dans  un  temps  donné  n» 
diminue  quand  n  augmente  :  car,  en  divisant  les  deux  termes 
du  second  membre  par  (  1  +  r)%  la  formule  [2]  peut  s'écrire  : 

Cr 
as-  — 


1 L-' 

et  Ton  voit  que,  plus  n  est  grand,  plus  ,        >,  est  petit  ;  plus  le 

dénominateur  est  grand,  et  pins  la  valeur  de  a  est  petite.  Si  donc 
l'époque  du  remboursement  s'^oigneindéSniment,  c'est-à-dire, 
si  n  grandit  indéfiniment,  la  valeur  de  a,  toujours  supérieure  à 
Gr,  puisque  le  déBOB^iiialenr  est  moindre  que  1,  diminue,  et  a 
pour  limite  Cr,  c'est-à-dire  l'intérêt  simple  de  la  somme  prêtée. 
G'efttie-ca»  delà  rente  perpétuelle. 


EXERCICES. 

I.  Un  capital  de  850O  franoi  est  placé-à  4  r  pour  100:  que  deyient-il  au  bout 

de  41  ans? 
OatrouTe  51663%86. 

li.  Unepopolatiqn de 306M> ânas -angnaoteppat «n d«  1  ^  po«r lOO : àoooK 

bien  monterart-elle  dans  un  siècle  î 
On  trouve  692681. 

UI.  Combien  de  temps  ntt  Mpîtal  de  3500  fcaoes  doit-il  être  placé,  à  5  pour 
100,  pour  s'élever  à  la  même  somme  que  4300  francs,  placés  à  4  pour  100,  pea- 
dant  18  ans? 

On  trouve  1 8"' ,  75*"^.  • 

IV.  Deux  capHavx  sont  placés  à  intérêts  composés  :  Tun  de  38000  franoB,  à 

4  rpour  100;  l'autre  de  99398  francs,  à  3  z  pour  100;  en  combien  de  tànps 

t'élèveront-ils  à  la  même  somme? 
On  trouTO  100  ans. 

y.  Quelle  est  la  valeur  actuelle  d'une  rente  aonuelle  de  1500  francs,  payable 
pendant  36  ans,  rintérét  étant  à  5  pour  100,  et  la  premier  payement  devant  se 
faire  dans  un  an? 
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Li  fonnule  est  :  A  ^       , — i-^ — ^  i 

(l,06)»«x0,0o       ' 

et  Voû  trouTe  2482(K,32« 

VI.  On  veut  payer  une  dette  de  36000  fiiociy  en  7  payements  «nnuils  Agaon, 
r  intérêt  étant  à  4  pour  100.  Quelle  doit  ôtre  la  valeur  de  Tannuité? 
On  trouve  4165S16. 

VIL  Quelle  est  l'annuité  (jui  amortit  en  48  ans^  un  emprunt  de  36000  franes, 
an  taux  de  3  ^  pour  100 1 

On  troure  1628',14. 

VIII.  On  veut  acheter  une  rente  de  3000  francs  pour  91650  francs.  Pour  com- 
bien d'années,  à  raison  de  3  pour  100,  doit-on  concéder  la  rente  T 
On  trouve  84  ans. 

ne.  Quelle  est  la  valeur  actuelle,  au  taux  de  5  pour  100,  de  24  annuités,  dont 

la  première  est  de  1000  francs»  payable  dans  un  an,  et  qui  croissent  en  pro- 

11 
gression  géométrique  dont  la  raison  est  --?  Calculer  le  montant  do  la  dernière 

annuité. 


La  formule  est 


e  — 

a 

1  +  1 

j^y- 

-1 

o  — 

'-.'  . 

■» 

l+r 

dans  laquelle  :         «  =  1000,    9  =  Tq»    '^=  0,05,    n  =  24. 

On  trouve:  S  =  50817',41. 

La  dernière  annuité  est  de  8954',30. 

X.  Un  ouvrier  dépose,  au  commencement  de  chaque  semaine,  une  somme  a 
à  la  caisse  d'épargne,  pendant  n  années  consécutives.  Quel  est,  après  ce  temps, 
le  montant  M  de  son  livret,  le  taux  étant  r  pour  1  franc,  et  les  intérêts  se  capi- 
talisant à  la  fin  de  chaque  année? 


On  trouve:  M=a(52 -h  Ç)  Î1±I^ 


-1 


XI.  Une  personne  verse,  dans  une  banque  de  prévoyance,  une  somme  v,  au 
commencement  de  chaque  année,  pendant  n  années  consécutives.  On  demande 
quelle  somme  a  elle  doit  recevoir,  au  commencement  de  chaque  année,  pen- 
dant les  2fi  années  suivantes,  pour  être  entièrement  remboursée  de  te»  avances. 

OnteouTe:  •=  n^V^\  ' 

(l+r)"  +  i 

XII.  Les  conditions  étant  les  mêmes  que  dans  le  problème  précédent,  quel 
doit  être  le  nombre  n,  pour  que  la  somme  a  soit  au  moins  égale  à  k  fois  la 
lomme  «7 
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On  trouve  la  oondition  :  ...«^.^ 

d*où  Ton  déduit  ine  limite  inférieure  pour  n. 
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DEUXIÈME  PARTIE. 


LIVRE  PREMIER. 

COMPLÉMENT  DES  ÉLÉMENTS  D'ALGÈBRE. 


i.  Nous  coroprcDons  sous  le  titre  de  Complément  des  éléments 
d'algèbre^  les  notions  sur  les  séries  et  leur  convergence,  le  déve- 
loppement de  la  formule  du  binôme  et  ses  applications,  la 
théorie  algébrique  des  logarithmes  et  la  résolution  des  équations 
expouenlielles. 


CHAPITRE  PREMIER. 

DES  SÉIUES. 

S  I.  Notions  préliminaires. 

2.  DEFINITIONS.  Une  série  est  une  suite  illimitée  de  quantités 
qui  se  succèdent  suivant  une  loi  déterminée.  Ces  quantités  sont 
les  termes  de  la  série. 

Nous  représenterons  les  termes  d'une  série  par  Ug,  Uij  Ut 

i(„^....  On  dit  que  tr»  est  le  terme  général  :  sa  valeur  dépend  de 
Alg.  sp.  B.  1 
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celle  de  n,  er,en  y  donnant  à  n  les  valeurs  successives  0, 1,2,...., 
on  obtient  les  divers  termes. 

On  désigne  par  S^  la  soininê  algâfarifue  des  n  premiers  termes 
de  la  série  ;  de  sorte  que  Ton  a  : 

5.  Séïues  convercewtes  ou  divergentes.  On  dît  qu\me  série 
est  convergente,  lorsqu'il  existe  une  limite  finie  dont  la  somme 
Sa  s'approche  indéfiniment,  à  mesure  que  n  croit  îndéfinimenl. 
La  limite  S,  vers  laquelle  elle  tend,  se  nomme  la  somme  de  la 

série. 

Si,  au  contraire,  la  somme  S,»  ne  tend  pas  vers  une  limite  fixe, 
la  série  est  dite  divergente.  Une  série  divergente  ne  représente 
rien,  et  ne  peut  êlre  d'aucun  usage  en  analyse. 

4.  Exemple.  Une  progression  par  quotient  est  une  série  con- 
vergente, lorsque  sa  raison  est  moindre  que  l'unité.  On  a  va 
(1, 370),  en  effet,  qu'en  supposant  q  moindre  que  1,  la  somme 

s'approche  indéfiniment  de  la  limite  déterminée  j. — . 

Une  progression  géométrique  indéfinie,  dont  la  raisen  sur- 
passe Yvmàé^  est  divergente.  Car  Ja  somme  de  ses  toroMS  orotl 
kidéfiiûiiieiit  avec  leur  nombre. 

8.  Remarque.  Pour  qu'une  série  soU  convergente^  il  faut  qu'à 
partir  (Tun  terme  suffisamment  éloigné^  le  terme  un  tende  vers  zéro, 
quand  n  augmente  indéfiniment.  En  ejSet,  si  une  série  est  conver- 
gente et  a  pour  limite  S,  on  peut  prendre  n  assez  grand,  pour 
que  les  sommes  S»,  S.,+i,  S»+t  diffèrent  de  S  aussi  peu  que  Ton 
voudra.  Les  différences  Sn+i— S»,  Sn^.»— S«<^,  sont  alors  aussi 
petites  qu'on  le  veut.  Or  S,h.i— S*  =  w»,  Si,*i— Sn+i = ti,K4*  Donc 
les  termes  u^,  t/«+i  tendent  vers  zéro. 

Mais  eetle  condition  nécessaire  n*est  pas  suffisante.  Pour  le  prou- 
ver, nous  allons  faire  voir  que  la  série,  dite  harmmique^ 

[Il  l  +  J-  +  |  +  f  +  -..+i  +  ----. 


\ 
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doBt  le»  teitiMs  diminiieiit  indéOniment,  est  cependant  dWer- 
gentBw  Et,  ea  effet»  9i  l'on  groupe  les  termes  ée  la  iMiûâre  sui- 
vante: 

•+i+G+î)+G+î+-î+-i)+- 

on  reeomiafl  que  chaque  partie,  renfermée  entre  parenthèses, 
(9st  (las  grande  que  ^,  car  la  dernière^  par  exemptei  coujLievt 

n  termes^  tous  supérieurs  ou  au  moins  égaux  à  — .  Or  la  série  se 

eompose  d'tme  infinité  die  groupes  semblables  ;  il  est  denc  éyI- 
dentque  la  somme  peut  dépasser  toute  limite  assignée» 


6.  CAiiACTàRS  oÉNiBAL  DES  9^ups  ccmTEitoENTSs.  Le  caractàvc 
séria  coBvei^ente  consiste  dans  la  condition  suivante. 


Pour  qu*une  série  soit  convergente,  il  faut  et  il  suffit  qu* on  puisse 
prendre  dans  la  série  un  nombre  n  de  termes  assez  granpl  à  partir 
du  premier,  pour  que  la  somme  des  p  suivants, 

soitj  quelque  grand  que  soit  p,  inférieure,  en  valeur  absolue,  à  une 
quantité  donnée,  si  petite  qu'elle  soit^  et  tende  vers  zéro^  quand  n 
crok  indéfiniment. 

La  «oodiiioa  est  nécessaire  ;  car»  si  la  série  est  convergente, 
(m  peut  donner  i  n  une  valeur  assez  grande,  pour  que»  quel  que 
soîtp,  les  deux  sommes  S,»  et  S»^p  diffèrent  de  leur  limite  com- 
mune S  aussi  peu  qu'on  voudra  (5)  :  leur  différence,  c'est-à-dire 
la  somme  [a],  est  donc,  pour  cette  valeur  de  n,  inCérieiure^  en 
valeur  absolue,  à  un  nombre  donné,  si  petit  qu'il  soit;  et  elle 
tend  vers  zéro,  quand  n  croit  indéfiniment, 

La  condition  est  sufûsante  :  car,  si  elle  est  remplie,  on  peut 
chcnsir  pour  n  une  valeiu:  déterminée  n'  assez  grande,  pour  que 
la  somme. 


r 
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soit,  en  valeur  absolue ,  inférieure,  quelque  grand  que  soit  p, 
à  un  nombre  donné  ot,  si  petit  qu'il  soit  ;  par  suite,  pour  celle 
valeur  n\  la  somme  [b]  étant  comprise  entre — a  et -{-a,  h 
somme  S^^  est  comprise  entre  les  deux  nombres  fixes  S»'  —  « 
et  S»' 4"  *•  Et,  cela  ayant  lieu  pour  toute  valeur  de  p,  il  est  évi- 
dent que,  pour  toute  valeur  de  n,  plus  grande  que  n',  la  sommeS^ 
sera  comprise  entre  les  mimes  limites^  et  ne  pourr-a  pas  croître  indé- 
finiment avec  n.  D'ailleurs,  si  Ton  donne  à  n'  des  valeurs  de  plus 
en  plus  grandes,  la  somme  [b]  tend  vers  zéro  ;  les  deux  nombres 
S»'  —  a,  S»'+«  se  rapprochent,  par  suite,  indéfiniment  l'un  de 
l'autre  ;  la  somme  S»  a  donc  une  limite  finie  et  déterminée.  La 
série  est  convergente. 

7.  Remarque.  Il  n'est  pas  toujours  facile  d'appliquer  le  ca- 
ractère général  qui  précède,  et  de  décider  si  une  série  est  con- 
vergente ou  divergente.  Un  des  procédés  les  plus  élémentaires 
consiste  à  coniparer  la  série  proposée  à  une  autre  série  que  l'on 
sait  être  convergente  ou  divergente;  cette  comparaison  conduit 
à  quelques  règles  qui  permettent  de  prononcer  dans  un  grand 
nombre  de  cas.  Nous  nous  occuperons  d'abord  des  séries  doot 
tous  les  termes  sont  positifs. 


S  IL  Des  séries  à  termes  pohilifs. 

8.  Théorème  I.  Uner  série,  à  termes  positifs^  est  convergente, 
lorsque,  à  partir  d'une  certaine  limite,  le  rapport  d'un  terme  au  pré- 
cédent est  constamment  moindre  qu'un  nombre  fixe  plus  petit  que 
Vunité  :  il  ne  suffirait  pas  qu'il  fût  constamment  moindre  que 

runité* 

La  série  est  divergente,  lorsque^  à  partir  d'une  certaine  limite,  k 
rapport  est  plus  grand  que  l'unité. 

V  Considérons  la  série, 

t*o  +  *'i  +  ^a  +  ***  -+Wi»  +  «ii+i+*.  ••; 

et  supposons  qu'à  partir  du  terme  w»,  le  rapport  d'un  terme  au 


N^ 
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p:  écédent  soit  constamment  plus  petit  qu'un  nombre  fixe  k  in- 
iciiour  à  runité;  nous  aurons  : 

lin  '       Ï'n-M  H«+l 

Oa  déduit  évidemment  de  ces  inégalités  : 

en  sorte  que  les  termes  de  la  série  proposée,  à  partir  de  tin»  sont 
moindres  que  ceux  de  la  progression  géométrique  décroissante, 

il  est  donc  impossible  que  leur  somme  croisse  sans  limite.  Lors 
donc  qu*on  prendra  un  nombre  de  termes  de  plus  en  plus  grand 
dans  la  série  proposée,  la  somme,  qui  va  sans  cesse  en  aug- 
mentant, puisque  tous  les  termes  sont  positifs,  ne  pourra  ce- 
pendant pas  surpasser  tout  nombre  donné.  Il  est,  dès  lors,  évi- 
dent qu'elle  a  une  limite,  précisément  égale  au  plus  petit  des 
nombres  qu'elle  ne  peut  surpasser. 

2*  Si,  à  partir  d'une  certaine  limite,  le  rapport  d'un  terme  au 
précédent  est  plus  grand  que  l'unité,  il  est  évident  que  les  ter- 
mes vont  en  croissant,  et  que,  par  suite,  leur  somme  augmente 
sans  limite.  La  série  est  donc  divergente. 

Remarque.  La  démonstration  précédente  serait  en  défaut,  si 
l'on  avait  :  A  =  1.  Dans  ce  cas,  il  y  aurait  doute  ;  et  la  série  pour- 
rait être  convergente  ou  divergente,  comme  on  va  le  voir  par 
des  exemples. 

9.  Ck)MHENT  ON  APPLIQUE  CE  THÉORÈME.  Ordinairement  le  rap- 
port d'un  terme  au  précédent  converge  vers  une  limite  {,  quand 
n  croit  indéfiniment. 

Si  l  est  inférieur  à  Vunité,  on  peut  choisir  arbitrairement,  entre 
Ut  1,  un  nombre  déterminé  k.  Puisque  le  rapport  tend  vers  I, 
an  peut  prendre  n  assez  grand,  pour  que  ce  rapport  soit  con- 
stamment inférieur  à  ft,  qui  est  plus  petit  que  1.  La  série  est  donc 
convergente. 

••■:\ 


6  UYliE  U 

Si  l  est  phu  grand  que  Funiièf  on  peut  eacore  dioislr  arbitrai- 
rementy  entre  1  et  l,  un  nombre  déterminé  A;  et  le  rap{K)rt,  se 
rapprochant  indéfiniment  de  l,  finira  par  devenir  constamment 
plus  grand  que  &,  qui  est  supérieur  î  Tunité.  La  série  est  donc 
divergente. 

Sil=lfilya  doute;  et  le  théorème  I  est  insuffisant,  pour  per- 
mettre de  prononcer  sur  la  convergence  ou  la  divergence  de  la 

série.  Cependant,  si  le  rapport  — ^  finit  par  être  toujours  au- 

Un 

dessus  de  sa  limite  l,  la  série  est  d%f}ergente;  car  alors  les  termes 
finissent  par  aHer  toujours  en  croîssaiit ;  et,  comme  ils  sont  tous 
positifs,  leur  somme  peut  devenir  plus  grande  que  toute  quan- 
tité donnée. 

10.  Lnms  de  l'ejrreok  coiaasE.  La  démonstratioB  du  théo- 
rème I  laii  connaître  une  limke  de  Terreur  que  Ton  commet, 
lorsque  Ton  s'arrête,  dans  la  sonmiation  d'une  série  conver- 
gente, à  un  terme  d'un  certain  ordre.  Supposons,  en  effet,  qu'à 
partir  du  terme  Uf,  le  rapport  d'un  terme  au  précédent  soit 
consomment  plus  petit  qu'un  nombre  k  inférieur  à  l'uaité;  les 
termes  t/in*  ^us,  uu,^,...  seront  (S)  respectivement  moiiidres 
que  kui,  khAt,  hhtt, ...  ;  et  par  suite,  la  somme  des  termes  que  l'on 
néglige,  quand  on  s'arrête  à  v<.t,  sera  moindre  que  Ui-^hui 

-j-l^-f-.Sif -}-...,  ou  que  r^t*  Ainsi,   en  désignant  par  « 

l'erreur  commise,  on  a  : 


il.  Exemples.  1*  Soit  la  série  : 

[2]      1+1+0+172:3+1.2.3.4+--  +1.2.3....fi+-- 

Le  rapport  du  (n-|- 1)"*  terme  au  ps^cédent  est  -;  sa  limite  est 
2éro,  quand  n  croit  indéfiniment.  La  série  est  donc  conver- 

Si  Vou  s Vrête  au  terme  t-^-t :,  le  rapport  de  Tun  quel- 


1 
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conque  des  termes  qui  le  suivent  au  précédent  est  toujours  infé-' 
rieur  à  t-^;  on  peut  donc  prendre  *=r-r-^  ;  et  l'on  trouve, 
(K>ur  Terreur  commise  : 


1.2. 3:... i\    '  */ 


%•  Si  Yon  €onsidèro  la  série  harmonique  [1]  (n*  6),  le  rapport 

dD  n~  terme  au  précédent  esl^^^^,  ou  n— -j.il  est  toujours 

plus  petit  que  1;  mais  sa  limite  est  1,  quand  n  croit  indéfini^ 
ment.  U  y  a  dbute;  mais  on  a  démontré  (5)^  par  un  procédé 
particulier,  que  la  série  est  divergente. 

3**  Soit  encore  la  série  : 


m 


1+5I+3Î+41+----  +;;î"+''""  ' 


le  rapport  du  n"*  terme  au  précédent  est     ^,     ,  ®"  (^  ""îi)  ' 

et  sa  limite  est  encore  l'unité.  Le  théorème  I  ne  nous  apprend 
donc  rien.  Mais,  que  Ton  groupe  les  termes  de  la  manière  sui- 
vante: 

c'est-à-dire^de  telle  sorte  qfie  chaque  groupe  commence  par  un 
terme  dont  le  dénominateur  est  une  puissance  de  2  ;  la  valeur 

du  premier  groupe  sera  plus  petite  que  2  fojsr;  ou  que  -  ;  celle 

1  1 

du  second  sera  moindre  que  4  fois-,»  ou  que  -r;  celle  du  troi- 
sième sera  inférieure  à  8  fois  r^,  ou  à  -;  et  ainsi  de  suite.  La 
somme  des  termies  de  la  série  est  donc  moindre  que  celle  des 
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ê  111 

termes  de  la  progression  décroissante  l+x+r  +  ô+'—I^ 

série  est  donc  convergente. 

12.  Cas  ou  la  série  est  ordonnée  par  rapport  aux  puis- 
sances d'une  varuble.  II  arrive  souvent  qu'une  série  est  or- 
donnée par  rapport  aux  puissances  entières  et  croissantes  d'une 
variable  x.  Si  le  terme  général  u»  est  égal  à  k^off"^  le  rapport 

-2i^sera  égal  k~^x;  et,  si  l'on  désigne  par  Ma  limite  vers  la- 

quelle  tend  le  rapport  des  coefScienfs-^»  quand  n  croit  indé- 

finlmenti  le  rapport  des  deux  termes  aura  lui-même  pour  limite 
Ix.  La  série  sera  donc  convergentCi  si  l'on  a  (0)  : 

te<l,    ou    a?<T- 

Ainsi  la  série  sera  convergente,  tant  que  x  sera  plus  petit  que 
p  et  divergente»  quand  â?  sera>r.Il  y  aura  doute,  si  l'on  donne 

à  â?  la  valeur  j. 

Exemples,  l""  La  série 

iîî  fit  5"^  Of*** 

W     ^ +7+172  + i72:i+- •••  +  !.  2. 3....n+--" 

a  pour  coefficients  les  termes  de  la  série  [S]  ;  le  rapport  des 
coefficients  -f^*  est  donc  égal  à  -,  et  sa  limite  { = 0.  La  série 

est  donc  convergente  pour  toute  valeur  de  x  inférieure  àr, 
c'est-à-dire  quel  que  soit  x. 
2*  La  série 

X  ,  X*  ,  X*  ,  x^  ,  .a:* 


•  t^]       T+T+7+r+--+ïï+ 


•  •  •  • 


a  pour  coefficients  les  termes  de  la  série  harmonique  [i]  ;  le 
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rapport  des  coefficients  est  donc  fl  — V  et  sa  limite  est  1.  La 

série  est  donc  convergente  pour  toute  valeur  de  x  plus  petite 
que  ly  et  divergente  pour  toute  valeur  de  x  plus  grande  que  1. 
Il  y  aurait  doute,  pour  â;=:  1  :  mais  nous  savons  (S),  qu*aIorsla 
série  est  divergente. 

15.  Théorème  II.  Une  sirief  à  termes  positifs,  dont  le  terme  gé^ 

néral  est  u»,  est  convergente^  lorsque  ^  Un  est,  pour  une  certaine  va- 
leur de  n  y  et  povr  toutes  les  valeurs  plv>s  grandes ^  plus  petit  qu'un 

nombre  fixe  k,  inférieur  à  runité.  Elle  est  divergente^  lorsque  ^û^ 
est  constamment  plus  grand  que  l'unité, 

P  Si,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  n,  on  a  constamment 
îu^<1^t  on  en  déduit  les  inégalités  suivantes  : 

en  sorte  que  les  termes  de  la  série  proposée,  à  partir  de  u»,  sont 
moindres  que  ceux  de  la  progression  géométrique  décroissante 

On  en  conclut  comme  au  n*  8,  que  la  série  est  convergente. 

S*"  Si,  au  contraire,  h  partir  d'une  certaine  valeur  de  n,  ^û^ 
est  constamment  supérieur  à  l'unité,  il  en  est  de  même  de  Un  ; 
par  suite  les  termes  vont  en  augmentant  :  et  leur  somme  peut 
dépasser  toute  grandeur  donnée. 

Remarque.  La  démonstration  est  en  défaut,  si  ft=l.  Dans 
ce  cas,  il  y  a  doute  ;  et  l'on  ne  peut  affirmer,  en  général,  si  la 
série  est  convergente  ou  divergente. 

14.  Gomment  ON  applique  le  théorème.  On  prouve  d'ailleurs, 

comme  au  n*  9,  que  si  ^ûi,  tend  vers  une  limite  I  plus  petite 
que  1,  la  série  est  convergente  ;  que  si  I  est  supérieur  à  l'unité, 
la  série  est  divergente  ;  et  qu'il  y  a  incertitude  dans  le  cas  où 

/=:!.  Cependant  si  \/ui  finit  par  être  constamment  au-dessus 
de  sa  limite  1,  la  série  est  divergente. 

15.  LiMirB  DE  l'ekrsur  commise.  Dans  le  cas  où  la  série  est 


"   »^*'- 


« 
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conTergente»  la  démonstration  précédente  fournit  une  limite  de 
Terreur  s  que  Ton  commet,  lorsqu'on  s'arrête  à  un  terme  u*-^. 
On  a  évidemment  : 

k  étant  une  limite  supérieure  de  V^* 

16.  RfiMARQUE.  Les  linûte»  dont  les  deux  théorèmes  I  et  11 
font  dépendre  la  conYergence  sont  nécessairement  égales  entre 

elles. 
Soit  en  effet  la  série 

«• +«*i+«t+  •  •  •  •  +«A+  •  •  "  • 

» 
ot  limH=±l  =  &, 

UmVûr=**, 
dans  la  série 

Ut  +UiX+u^*. . . .  +i/na?"-f- . . .  •, 

le  rapport  d'un  terme  au  précédent  a  pour  limite  &,,  et  par  con- 
séquent elle  est  convergente  ou  divergente  suivant  qtte  »  est 

l 
plus  petit  ou  plus  grand  que  p  mais  la  racine  n^  de  terme  gé- 
néral UnOE^  a  pour  limite  k'x,  et  par  conséquent  en  vertu  dor 
théorème  II ,  elle  est  convergente  ou  divergente  suivant  quen 

est  plus  petit  ou  plus  grand  que  p»  les  deux  résultats  ne  pea« 
vent  s'accorder  que  si  k  est  égal  à  k\ 

17.  Taiioiiàufi  UI.  Si  Us  termes  d'vm  striôf 

voni  4fonmnmént  m  dimifiuant,  à  partir  4u  premier^  mie  Uriê 
sera  convergente  ou  divergente,  en  mhm  temps  ftie  la  série, 

tti+2w4+4ti8+8i*,+16Ujs+.... 
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En  effet,  supposons  d'abord  la  première  série  coxwergente. 
On  a  évidemment  les  relations  : 

4u,  <2Uj4-2w,, 
8t*7   <2u4  +  2us+2Ue  +  2i/„ 
16u,8  <2i/|+2t/,+  2u,o-f ....  +2i<«, 


Si  Ton  ajoute,  membre  à  membre,  ces  inégalités,  on  a  : 
«t+2i*4+4tit-|-8uT+17Uf,4-..,. 

<;ttt+2Ui+2i/j+2«j-{-2u»+....  +  2ui8-f-.. .; 

donc  la  somme  d'un  certain  nombre  de  termes  de  la  seconde 
série  est  plus  petite  que  le  double  de  la  somme  des  termes  de  la 
première,  terminés  au  terme  de  même  indice.  Or,  celles  est 
conYergente,  par  bypothèiie;  donc  la  seconde  Test,  à  plus  forte 
raison.  Donc  la  convergence  de  la  première  entraîne  celle  de  la 
seconde. 

Supposons  maintenant  que  la  première  série  soit  divergente. 
En  groupant  les  termes  d'une  autre  manière,  on  a  évidemment  : 

Ue=Uo, 

4tij>u,+  U4 +  «,+««, 
8w7>t*7+«i+«t+ +  Wu, 


d'où,  en  ajoutant  membre  à  membre, 

Wg -|- 2ti| -|- 4i/j -|- 8U7  4- . .  • . 

Ainsi  la  somme  d'un  certain  nombre  de  termes  de  la  seconde 
série  est  plus  grande  que  la  somme  des  termes  de  la  première, 
terminés  au  terme  dlndice  double.  Or  celte-d  croît  indénniment, 
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par  hypothèse  :  donc  la  seconde  est  divergente.  Ainsi  la  diver- 
gence de  la  première  entraine  la  divergence  de  la  seconde. 
C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

18.  Applications.  Prenons,  pour  la  première  série^  la  sui 
«ante  : 

[6]  1+  â;+3.+4;+-  •  •  •  +iis+-  ••  •  ; 

la  seconde  sera  : 

Or  cette  dernière  est  une  progression  géométrique,  dont  la 
raison  est  2^-*.  Donc  elle  est  convergente,  si  a  est  plus  grand  que 
Tunité;  elle  est  divergente,  si  a  est  égal  ou  inrérieur  à  Funité. 
Donc  la  première  série  est  convergente,  si  «>  1  ;  et  divergente^ 
si  ««^1. 

Nous  avons  déjà  obtenu  ces  résultats  pour  la  série  [1]  oùee=l, 
et  pour  la  série  [3]  où  a =2. 

Prenons  pour  la  première  série,  la  suivante  : 

111  1 

•^^^  ^"'"2(log2)«+  3(iog3;*+4(log4)*"'"'  * "  *  ■*"n(logn)«"'"* " *• 

La  seconde  sera  : 

1    •  1  1  1 

^"'"(î3g27"^(iog4)-+(log8)-'^'  •••  "^(iogi^"*"""' 

ou,  en  remarquant  que  (log  2*)*=n*(log2)% 

Or  la  série,  renfermée  entre  parenthèses,  n'est  autre  que  la 
série  [6].  Donc  elle  est  convergente,  si  «  est  plus  grand  que  1  ; 
et  divergente,  si  a  est  égal  ou  inférieur  à  1.  Il  en  est  donc  de 
même  de  la  série  [7]. 

19.  Remarque.  Il  n'est  pas  nécssaire,  pour  appliquer  le 
théorème  III,  de  commencer  la  seconde  série  par  le  premier 
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terme  de  la  première  :  car  la  convergence  d'une  série  ne  dépend  ^ 
que  de  ses  termes  éloignés.  Ainsi  Jaissant  de  côté  lest  premiers 
termes,  on  considérera  les  deux  séries  : 

elles  seront  convergentes  et  divergentes  ensemble. 

20.  Théorème  IY.  Une  série^  à  termes  positifSy  est  convergente, 
loi'squej  à  partir  Sun  certain  terme^  le  rapport  du  logarithme  de 

—  au  logarithme  de  n  est  constamment  plus  grand  quun  nombre 

^» 

fixe  k,  supérieur  à  Funité.  Elle  est  divergente^  si  le  rapport  est  con- 
itamment  plus  petit  que  Punité. 

1*  Si  le  rapport  de  log  —  à  log  n  est  constamment  plus  grand 

^» 

que  k,  il  en  résulte  que  l'on  a  : 

log— >^logn,    ou    log— >logn*; 
et,  par  suite. 


°u.^        -    '  -w. 


l>n\    ou    u.<l. 

Les  termes  de  la  série  proposée  sont  donc,  à  partir  de  u»,  plus 
petits  que  les  termes  correspondants  de  la  série 

1  1 I       , 

+  (uH-l/+(n  +  l/  +  -'--' 

or  celte  dernière  est  convergente,  puisque  k  est  plus  grand 
que  1  (17).  Donc  la  série  proposée  est  aussi  convergente. 

2"^  Si,  au  contraire,  le  rapport,  à  partir  de  u,»,  est  constammea' 
inférieur  à  Tunité,  on  en  conclut  : 

log;;-<logn,     ou    --<n,    ou    w«>-. 
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Les  termes  de  la  série  proposés  sœt  doac,  à  partir  te  t^»  plus 
grands  que  ceux  de  la  série 

laquelle  est  divergente  (5).  La  série  proposée  est  donc  diver- 
gente. 

GoMUENT  ON  APnjQiTB  LE  TBMORfeMB.  Sît  coisiHe  oela  orive 

le  plus  ordinairetoeat, le  rapport  de  log—  à  log  •  eoMei^gevers 

une  limite  l^  on  prouvera,  comme  an  n*  9,  que  la  série  est  con- 
vergente, quand  l  est  supérieur  à  Tunité  ;  qu'elle  esl  diittrgente, 
quand  l  est  inférieur  à  1  ;  et  qu'il  y  a  incertitude  dans  le  cas  où 
1=1.  Cependant,  si  le  rapport  finissait  par  être  constamment 
inférieur  à  sa  limite  1,  la  série  serait  divergente. 

21 .  Remabqttes.  Telles  sont  les  règles  les  plus  élémentaires,  à 
l'aide  desquelles  on  se  prononce  sur  la  conveiigence  des  séries  à 
termes  positifs.  Il  en  existe  d'autres,  que  nous  n'avons  pas  à  ex- 
poser ici.  Nous  ferons,  toutefois,  les  deux  remarques  suivantes, 
qui  trouvent  fréquemment  leur  application. 

l''  Si  une  série,  dont  tous  les  termes  sont  positifs,  est  convergente, 
elle  k  sera  encore,  quand  on  multipliera  tous  ses  termes  par  un  même 
nombre  quelconque,  ou  mime  par  des  nombres  différents ,  poumk 
qu'ils  soient  finis. 

En  effet,  si  Ton  peut  prendres  aases  grand,  pov  que  la 

somme 

soit,  quelque  soit  p,  aussi  petite  qu'on  le  veut,  et  tende  vers  zéro, 
quand  n  augmente  indéûniment  (6),  il  en  sera  de  méma  de  la 
somme 

puisqu'elle  est  inférieure  à  la  somme 

dans  laquelle  A  est  le  plus  grand  des  coefQclents  introduits 
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i»  Si  Fon  «  une  sMeconMrgitite, 

U^-f  Uii  +  Ui  +  ^l  +  ••  •  • +^»  +  ' •  •  •  » 

tt  q^n$  mtên  sàrief 

soit  Mej  qv^à  partir  diê  tenm  dfun  ixnain  rang  i^  on  ait  conMm^ 
mmt: 

cette  Mtofuto  xtfris  sit  aussi  cQ9wergente.  Car  ^  si  l'on  multiplie  la 

première  par  —,  nombre  fini ,  on  obtient  une  nouvelle  série 

qui,  d'après  la  première  remarque,  est  encore  convergente.  Or, 
à  partir  do  terme  Vt^  les  termes  de  celte  nouvelle  série, 

sont  plus  grands  que  les  termes  correspondants  de  la  seconde. 
Donc  celte  dernière  est,  à  plus  forte  raison,  convergente. 

%  ni.  Des  séries  dont  tous  les  termes  ne  sont  pas  positifs. 

^2.  TnéORiME  I.  Lorsqu'une  série  rCa  pas  tous  ses  termes  de 
même  signe,  H  suffit  pour  qu*elle  soit  convergente,  qu^eUe  le  soit 
quand  on  donne  le  mime  signe  {-{-par  exemple)  à  tous  ses  termes. 

Sa  effel,  puisque  la  série  à  termes  positifs  est  convergente, 
en  peut  prendre  pour  n  une  valeur  i  assez  grande ,  pour  qu*à 
partir  du  terme  t«^la  somme  des  p  suivants  soit  aussi  petite  que 
Ton  vaudra,  et  tende  vers  zéro,  à  mesure  que  »  croit  [6].  Il  en 
sera  donc  Âe  même,  à  plus  forte  raison,  de  la  somme  algébrique 
desp  termes  correspondants  de  la  série  proposée^  puisque,  dans 
la  ireBiîère  tous  les  termes  s'ajoutât,  et  que,  dans  la  seconde, 
les  uns  s'ajoutent,  ui  les  autres  se  retrancbient.  Donc  la  série 
proposée  [^]  est  convorgeate. 
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On  pourra  donc  appliquer  à  ces  nouvelles  séries  les  règles  de 
convergence  données  pour  celles  dont  tous  les  termes  sont  posi- 
tifs 9  et  déterminer  de  même  une  limite  de  l'erreur  que  Ton 
commet  en  s*arrètaut  à'  un  terme  de  rang  quelconque.  Mais  il 
peut  arriver  qu'une  série,  dont  les  termes  ne  sont  pas  tous  posi- 
tifS)  soit  convergente,  et  qu'elle  devienne  divergente,  quand  on 
donne  le  même  signe  à  tous  ses  termes.  Il  est  donc  utile  de  don- 
ner des  règles  spécialement  applicables  à  ce  cas  :  nous  nous 
borne/ons  à  la  suivante. 

S5.  Théorème  IL  Si  dans  une  série^  les  termes  sont  alternative- 
ment positifs  et  négatifs,  et  qu'Os  décroissent  indéfiniment^  la  série 
est  convergente. 

Soit,  en  effet,  la  série  : 

dans  laquelle  les  termes  ti,,  t^,  i/,. . .  vont  toujours  en  dimi- 
nuant, de  telle  sorte  que  chacun  soit  plus  petit  que  le  précédent, 
et  que  u^  puisse  devenir  aussi  petit  qu'on  le  voudra,  si  n  est 
suffisamment  grand. 

Nommons  S^,  S|,  Si,. . .  •  S», . .  • .  les  diverses  sommes  qu'on 
obtient,  en  arrêtant  la  série  successivement,  au  terme  ti,,  au 
terme  tii,  au  terme  t/a,. ...  au  terme  u».  Représentons  ces  sommes 


O     îîi       S,       Ss       S,       S      S.      Se       S4       S,      S,    X 

La  première,  S„  sera  représentée  par  OSo.  La  seconde,  Si^ 
étant  égale  a  u,  —  Ui,  est  plus  petite  que  S,;  représentons-la 
par  la  longueur  OSi.  La  troisième,  Sj,  étant  égale  à  Si-ft/i, 
est  plus  grande  que  Si  ;  mais  elle  est  plus  petite  que  S,;  car , 
pour  la  former,  à  Sq  on  a  ajouté  —  Ui  -f  u,,  quantité  négative  : 
elle  sera  donc  représentée  par  0S|.  La  quatrième,  St,  étant  égaie 
à  Ss  — 1/|,  est  plus  petite  que  S,;  mais  elle  est  plus  grande  que 
Si  ;  car,  pour  la  former,  à  Si  on  a  ajouté  u« — U|,  quantité  posi- 
tive :  nous  la  représentons  par  0S|.  Et  ainsi  de  suite.  D'après 
cela,  les  sommes  Si,  S„  S»,. .. .  formentiine  série  croissante,  et 
les  sommes.  S,,  S^,  S4,. .. .  forment  une  série  décroissante.  D'ail- 
leurs les  termes  de  la  première  série  n'augmentent  pas  indéfi- 
niment, car  ils  sont  tous  plus  petits  que  les  divers  termes  de  la 
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seconde;  cela  résulte  de  la  loi  même  de  leur  formation.  Dès  lors, 
11  est  évident  que  ces  termes  ont  une  limite,  qui  est  précisément 
le  plus  petit  des  nombres  qu'ils  ne  peuvent  pas  dépasser.  De 
même,  les  termes  de  la  série  décroissante,  S»,  Sj»  St,. .  • .  ont  une 
limite;  car  ils  sont  plus  grands  que  chacun  des  termes  de  la 
série  croissante  ;  et  cette  limite  est  le  plus  grand  des  nombres 
auxquels  ils  restent  constamment  supérieurs.  Enfin ,  ces  deux 
limites  sont  les  mêmes  ;  car  on  a  :  Sj,»  —  Si».i = t^»  ;  et,  par  con- 
séquent, la  différence  entre  deux  termes  correspondants  des 
deux  séries  à  indices  pairs  et  impairs,  peut  devenir  aussi  petite 
que  l'on  voudra.  11  y  a  donc,  sur  la  droite  OX,  entre  les  extré- 
mités des  longueurs  qui  représentent  Ss»-!  et  S,»,  une  distance 
qui  diminue  indéGniment,  quand  n  augmente  indéfiniment;  de 
sorte  que  ces  extrémités  se  rapprochent  indéfiniment  d*un 
point  S,  qui  est  leur  limite  commune.  La  longueur  OS  représente 
îa  iomvM  de  la  série. 

24.  LnoTE  DE  l'erreur  COMMISE.  Verreur  que  Von  commet^ 
hrsque  Von  s'arréu  à  un  terme  Ui.i,  est  moindre  que  le  terme  sui- 
vant et  de  même  signe  que  lui.  En  effet,  la  somme  S  de  la  série  es 
évidemment  comprise  entre  S<-i  et  S<.  Donc  l'erreur  commise, 
en  prenant  S#  pour  valeur  approchée  de  S,  est  moindre  que  la 
différence  entre  S<  et  S^^i,  laquelle  est  +  %.  Les  valeurs  appro- 
chées, que  l'on  obtient  en  considérant  un  nombre  de  termes  di 
plus  en  plus  grand ,  sont  donc  alternativement  trop  grandes  et 
trop  petites  :  mais  Terreur  est,  en  valeur  absolue,  moindre  que 
le  premier  des  termes  que  l'on  néglige. 

83.  Exemple.  Soit  la  série  : 


/f%         rfA  /m4  /«S  /»»fi  /Mfn-4*1 


2    '  3       4    '    5  2rt  '  2n+l 


•  •  •  • 


Le  rapport  d'un  terme  au  précédent  est ,  en  valeur  absolue, 

n 
■   .    a;;  et  sa  limite  est  x.  Donc  la  série  sera  convergente  (0  et 

88),  si  la  valeur  absolue  de  x  est  inférieure  à  l'unité.  Elle  sers 

divergente,  si  xest  plus  grand  que  1.  On  verra  plu9  lard,  d'ail* 

Alg.  sp.  B.  8 


ta  LJPfBR  u 

tmoA^Siarasi^  la  9érj»»e9(€(iiW0Pgeiil9(lM> ;  carieUeëeTieiit r 


1,1.  1.1 


2.'  3     4  '  5 


*>•••^»  ^ 


el'M9  termes,  aHérnaffrement  positife  et*  né^ftifi,  déeroîissenf 
iadéflniiiient.  Si,  aocoiitraire|'0iiffffta7:=r««-*iy  oirretnnife-  la 
série*  harmoiHfo&v  qui  est  dûrergeste.' 
Bniav  lorsqve- ht  série  est  cwiferytrte;  Ferreur  e  comniise; 


ens'arrêtant  au  ternie r,  est  moindre,  en  TalaoïL  absolue. 


que  ^y  et  de  même  signe  que  ce  terme* 

29.  Remarque.  Quand  une  série,  dont  tous  les  termes  ne  sont 
pas  positifs,  est  convergente  indépendammen  t  dés  signes  de  ses 
termes,  on  peut  la  considérer  comme  la  différence  des  deux  sé- 
ries convergentes,  dont  l'une  serait  formée  par  les  termes  posi- 
tifs» et  l'autre  par  les  termes  négatiEs.  En  effet,  désignons  par  S. 
la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série,  et  par  S'«'  et  SV  les 
sommes  des  termes  positifs  et  des  termes  négatif  compris  dans 
cesn  termes;  on  a  évidemment  : 

Or»  à  mesure  que  n  augmente,  en  même  temps  que  nf  et  n', 
ces  trois  sommes,  qui  sont  convergentes,  tendent  simultanément 
vers  leurs  limites  S.  S^  S'. 

Mais  il  faut  se  bien  garder  d*étendre  cette  remarque  aux  séries 
qui  deviendraient  divergentes  si  tous  leurs  termes  devenaient 
positifs.  On  serait  ainsi  conduit  à  des  erreurs  graves.  En  voici 
un  exemple  remarquable. 

La  série  harmonique  [1]  est  divergente.  Hais  la  série 

W   1— 2+3— 5+g— +-...+2j^::7j~^+-..M 

composée  des  mêmes  termes,  pris  alternativement  avec  le 
signe -j-  et  avec  le  signe  —,  est  convergente  (22),  puisque  les 
teanes^ont  en  diminuant  indéfiniment.  Nowvernms  plos  tard; 
q«i!iA  aiMUCsomme  (ltf7)  le  loganttoD&Bépérfeirde  i. 
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Oti  sit  en  changeaat  Tordre  des  termes  on  écrit  : 

»•     -*     ^3      2^5^7      4^9^11      6  •  13^15      8^ * 


il  semble  qu'on  écrive  la  même  chose,  car  les  deux  séries  [9] 
et  [10]  onl  les  mêmes  termes  positifs,  1,  ô»  r>  71 ^  et  les 

mêmes  termes  négatifs  -,  -,  ê'  â"  *  *  ^^P^^^^^  '^^^^  sommes 

sont  différentes.  En  effet,  si  sans  changer  Tordre  des  termes  de 
la  série  [9]  on  les  groupe  quatre  par  quatre,  le  n*"*  groupe  sera 

P,  _1 l_j.      ^  ^ 


4n— 3     4n— 2  *  4n— 1      4n* 

et  Ton  obtiendra  la  somme  s  de  la  série,  en  faisant  la  somme 
des  valeurs  que  prend  ce  groupe,  quand  on  y  donne  à  n  toutes 
les  valeurs  entières  possibles.  De  même,  si  Ton  groupe  trois  par 
trois  les  termes  de  la  série  [10],  le  n"»»  groupe  sera  : 

1.11 
[p] 


4n— 3^4?i— l      2h' 

et  Ton  obtiendra  la  somme  s*  de  la  série,  en  faisant  la  somme 
des  valeurs  que  prend  ce  groupe,  quand  on  y  donne  à  n  toutes 
les  valeurs  entières  possibles.  Or  Texcès  du  groupe  [p]  sur  le 
groupe  [a]  est  évidemment 

1  1    ',    1  II 


4n— 2     2n^4n'  4n— 2     4n* 

ou  enfin  M  1(^-1). 

On  a  donc  identiquement,  quel  que  soit  n  : 

\4n— 3^4n— l      2n/ 

=  /^_l L^  +  -J LUV-i ^\ 

\4n  — 3     4n— 2~4n— 1      4n/~2\2u— 1      2nJ* 

^  donc  on  donne  successivement  à  n,  dans  cette  identité^  les 


\ 


r   - 
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valeurs  1,  S,  3,  •..  n,  et  qu'on  ajoute  les  résultats  membre  à 
membre,  on  aura,  quel  que  soitn: 

-2/^-i l-A—l: lUisl"— î JL^ 

■"    \4n  — 3     4n— 2~47i— l     knj^%    \2n  — 1     2n/* 

Si  Ton  suppose  enfin  que  n  croisse  indéfiniment,  la  première 
somme  a  pour  limite  s\  et  la  seconde  s.  Quanta  la  dernière,  elle 

a  aussi  s  pour  limite,  puisque  (     — ^j  est  le  n"*  groupe 

de  la  série  [6],  quand  on  y  prend  les  termes  par  groupes  de  deux. 

Donc:  ^r^^-f-^, 

3 

d'où:  ^=^2** 

3 

Ainsi  la  somme  de  la  série  [10]  est  les  -  de  la  somme  de  la 

série  [9].  II  n'est  donc  pas  permis  de  changer  Tordre  des  termes 
d'une  série,  lorsqu'elle  n'est  pas  convergente  indépendamment 
des  signes  de  ses  termes. 

On  comprend,  en  effet,  que,  dans  le  cas  de  la  série  [9],  la 
somme  de  ses  termes  positifs  est  infinie,  ainsi  que  la  somme  de 
ses  termes  négatifs;  de  sorte  que  la  somme  de  la  série  est  la 
différence  de  deux  infinis,  quantité  tout  à  fait  indéterminée,  dont 
la  vraie  valeur  doit  dépendre  de  la  loi  suivant  laquelle  on  s'a- 
vance simultanément  dans  les  deux  séries. 

S  lY.  Étude  d'une  série  remarquable. 

27.  DÉFINITIONS  DE  c.  Parmi  les  séries,  dont  on  fait  usage  en 
analyse,  une  des  plus  remarquables  est  la  bérie 

p]    l+ï+r:2+ï72:3"*"l.2.3.4+ +1.2.3 n"^-- 

Nous  avons  vu  [1 1],  que  cette  série  est  convergente,  et  que,  si 
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Ton  s'arrête,  dans  la  sommation  des  termes,  au  terme  -ps-ô '9 

Terrear  commise  est  moindre  que  -.  ^^0 — ■'  ^^  représente 

par  e  la  somme  de  la  série. 

La  somme  e  est  comprise  entre  Set  3.  En  effet,  elle  est  plus 
grande  que  â  ;  et,  pour  prouver  qu'elle  est  inférieure  à  3,  il  suf- 
fit de  montrer  que  Ton  a  : 

JL+_Î_-L_1_+      + L_4.      <:,. 

1.2^1.2.3^1.2.3.4^ ^1.2.3,...n^ ^  ' 

inégalité  évidente,  si  Ton  remarque  que  les  termes  du  premier 
membre  sont  inférieurs  aux  termes  de  même  rang  de  la  pro- 
gression décroissante, 

dont  la  somme  est  7-^,  ou  1. 

1— t 

88.  La  série  est  mcoioiENsnRABLE.  En  effet,  supposons,  s'il 
est  possible,  que  l'on  ait  : 


a       ^1^1.2^1.2.3^ 


'^1.2.3...ç"^1.2.3...g(g  +  l;"'" * 

p  et  9  étant  entiers.  Si  Ton  multiplie  les  deux  membres  par  le 
produit  1.2.3.m9,  le  premier  membre  et  les  (9+I)  premiers 
termes  du  second  deviennent  des  nombres  entiers  :  et  si  Ton 
désigne  par  N  la  somme  de  ces  derniers,  il  vient  : 

1.2.3...(g— l)p 


£2  UYRS  U 

D'ailtenrs  la  somme  des  termes  qui  suivent  N  est  moindre  que 
la  somme  des  termes  de  la  progression  décroissante, 

^      i_L_4._L_j. 


c'est-à-dire,  moindre  que  -;  elle  est  donc  une  fraction  propre- 
ment dite.  Un  nombre  entier  serait  donc  égal  à  un  nombre  en- 
tier augmenté  d'une  fraction;  ce  qui  est  absurde.  Donc  la  série 

e  ne  peut  être  égale  à  une  fraction  -;  elle  est  incommensurable. 

29.  Calcul  de  e  avec  20  décimales.  Le  calcul  de  la  valeur  na- 
mérique  de  e  en  fraction  décimale  ne  peut  se  faire  qu'avec  une 
certaine  approximation  (28).  On  commet  une  première  erreur 
en  s'arrëtant,  dans  la  sommation  de  la  série,  à  un  terme  d*un 
certain  ordre,  et  en  négligeant  tous  ceux  qui  le  suivent.  On  en 
commet  une  seconde,  en  réduisant  en  fractions  décimales  les 
termes  que  l'on  conserve  :  car  aucun  d'eux,  à  l'exception  des 
trois  premiers,  ne  se  convertit  exactement.  Or,  on  calcnle  qae 
l'oîi  a  : 

1  ^412  1  ^20 


1.2. 3.. ..20  ^10*^'      1.2.3.. ..21  ^10**' 

donc  la  première  erreur,  commise  en  s'arrêtant  au  22'«*  terme, 
,  est  (27)  moindre  que  —  de  j^^  ou  que  ygii' Si  l'on  calcule  cha- 
cun des  19  termes  qui  suivent  les  trois  premiers,  avec  22  chif- 
fres décimaux,  la  seconde  erreur  sera  inférieure  à  19  unités 

du  22°»«  ordre  décimal,  et  par  suite  àr^rj-.   t'erreur  totale  sera 

3 

donc  moindre  que  r^,  et,  à  plus  forte  raison,  qu'une  unité  du 

20°>«  ordre  dédmal.  Voici  les  valeurs  4e  ces  22  termes  a?ec 
S2  chifTres  décimaux. 
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•0,5 

'0,1B666  66666  66666  66666  66 
0,04166  66666  66666  66666  66 
0,00833  33333  33333  33333  33 
0,00138  88888  88888  88888  88 
0,00019  84126  98412  69841  26 
0,00002  48015  87301  58730  15 
0,00000  27557  31922  39858  90 
0,00000  02755  73192  23985  89 
0,00000  00250  52108  38544  17 
0,00000  00020  87675  69878  68 
€,00000  00001  60590  43836  82 
0,00000  00000  11470  74559  77 
0,00000  00000  00764  71637  31 
0,00000  00000  0C047  79477  33 
0,00000  00000  00002  81145  72 
0,00000  OOOÛO  00000  15619  20 
0,00000  00000  00000  00822  06 
0,00000  00000  00000  00041  10 
0,00000  00000  00000  00001  95 

2,71828  18284  59045  23535  84 
Ainsi    e=2,71828  18284  59045  23536... 

JIÉSUMÉ. 

JU  Ce  que  comprend  le  complément  des  éléments  d'Algèbre.  —  S.  Ce 
qu'on  appelle  série  :  terme  général  d'une  série.  —  5.  Ce  qu'on 
nomme  série  convergente  ou  divergente  :  somme  d'une  série  conver-^ 
gente.  -»  4.  Une  progression  par  quotient  est  convergente,  quand  la* 
raison  est  plus  petite  que  l'unité,  divergente  dans  le  cas  contraire»  — 
K.  Pour  qu'une  série  soit  convergente,  il  faut  que  ses  termes  décrois- 
sent indéfiniment  ;  mais  la  condition  n'est  pas  suffisante.  — 6.  Garac- 
lère  général  des  séries  convergentes.  —  7.  Procédé  ordinaire  pour  dé* 
cider  si  une  série  est  convergente. — 8.  Une  série,  à  termes  positifs,  est 
convergente,  lorsque  le  rapport  d'un  terme  au  précédent  est,  à  partir 
d'une  certaine  limite,  moindre  qu'un  nombre  fixe  plus  petit  que  1.  — 
8.  Gomment  on  applique  le  théorème,  quand  le  rapport  a  une  limite. — 
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10.  Limite  de  l'erreur  commise,  quand  on  s'arrête  à  un  certain  terme. 

—  11,  Applications.  —  12.  Cas  où  la  série  est  ordonnée  suivant  les 
puissances  d'une  variable.  — 15.  Une  série,  à  termes  positif,  est  con- 
vergente, lorsque  y^  est,  à  partir  d'une  certaine  limite,  plus  petit 
qu'un  nombre  Gze  inférieur  à  1.  —  14.  Comment  on  applique  le 
théorème.  — 15.  Limite  de  l'erreur  commise. — 16.  Si  les  termes  d'une 
série  tt9+«*i+ Vf +••••  ^^^^  constamment  en  diminuant,  cette  série 
est  convei^ente  ou  divergente,  en  même  temps  que  la  série  u^-^-Zu^ 
-t-4U|-|~8Vf+-  •  —  ^7-  Applications.  —  18.  Remarque. —  19.  Une 
série  est  convergente,  lorsqu'à  partir  d'un  certain  terme,  le  rapport  de 

log  ^  à  log  ffi  est  constamment  supérieur  à  un  nombre  fixe  plus  grand 

que  1. —  20.  Comment  on  applique  le  théorème.  —  21.  Remarquei". 

—  22.  Lorsqu'une  série  n'a  pas  tous  ses  termes  positifs,  elle  est  con- 
vergente, si  elle  reste  convergente,  quand  on  donne  le  même  signe  à 
tous  ses  termes.  —  23.  Une  série,  dont  les  termes  sont  alternativement 
positifs  et  négatifs,  est  convergente,  quand  les  termes  décroissent  in- 
définiment. —  24.  Limite  de  l'erreur  commise.  —  23.  Application.  — 
26.  On  ne  peut  pas  toujours  considérer  une  série  comme  la  différence 
entre  la  somme  de  ses  termes  positifs  et  celle  de  ses  termes  négatifs. 
Exemple  remarquable.  —  27.  Définition  de  la  série  e.  —  28.  e  est  in- 
commensurable. —  20.  Calcul  de  e  avec  20  décimales. 


I.  Prouver  que  la  série 


EXERCICES. 


•  •  •• 


est  convergente,  en  appliquant  le  théorème  II  (n*  13). 

II.  Si  la  série  Vo+  Vi  + 149+ . . . .  +ti,  +  ,...,  est  convergente,  il  en  est  de 
même,  quels  que  soient  les  signes  de  ses  termes,  de  la  série 

Bi,E|,  ....E«,  ...,  écant  des  nombres  positifs  décroissants. 
m.  Prouver  que  la  série  : 

est  convergente  et  que  sa  limite  eât  1. 


GOHPLËUENT  DES  ËLËMENTS  D*ALG£BRE.  25 

IV.  Prouver  que  la  série 

I 
est  conTergente ,  et  que  sa  limite  est  r- 

Y.  On  a  identiquement  : 

|=arctg  1  — arc  tg  - 4-  arc  tg  ^—  arc  tg -+  arc  tg  r—  arc  tg-  +  . . .; 
en  conclure  : 

j=arc  tg  -+  arc  tg--f-  arc  tg  jg  + ....  +arc  tg—  + ... . 
VI«  Prouver  que  la  série 

21og2{loglog2)«^3log3aogiog3)*^  •'••  ^  nlogn  (loglogn)»  ^  "•• 
est  convergente,  quand  oc  est  supérieur  à  1,  et  divergentOi  quand  a^l . 

On  applique  le  théorème  III  (16). 
TII.  Prouver  que  les  deux  séries 

sont  convergentes  et  divergentes  ensemble  (Règle  donnée  par  Cauchy). 

Ce  théorèroe  est  une  génétalisation  du  théorème  III  (10),  et  se  démontre  par 
un  raisonnement  analogue. 

Vlil.  Prouver  qu'une  série 

tia  +  Ui+tta+....  +u,+  .... 

est  convergente,  lorsqu'à  partir  d'une  certaine  limite,  le  rapport  de  log-—- 

au  logarithme  de  log  n  tend  vers  une  limite  plus  grande  que  1,  et  qu'elle  est 
divergente,  quand  le  rapport  tend  vers  une  limite  plus  petite  que  1. 

IX.  Si,  dans  une  série,  le  rapport  d'un  terme  au  précédent  est  représenté  par 
la  formule 

fal  K«fi_w>  + An^<  -f  BiiF-g-f  Cny-3-4- 

•  ii»  ~  n'  +  *n^*  +  ft'*^*  +  cn''->+ ....* 

dans  laqn^  p  est  entier  et  positif,  et  A,  B,  G,....  a,  5^  e,....  sont  des 
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nombres  constants  donnés  :  l**  les  termes  croissent  sansliidUs,  &!▲«-•  a  >0> 
et  décroissent  indéfiniment,  siA— a<0. 

On  compare  la  série  à  une  autre^  dont  le  terme  général  v«r=  - — -y  h  étant 
un  nombre  positif  convenablement  choisi. 

2*  Si  A — a=0|  les  termes  croissent,  sans  dépasser  une  certaine  limite,  si 
B— 5>0;  ils  diminuent,  sans  atteindre  zéro ,  si  B— ^<J)..DaDSce.8a5,  la 
convergence  est  impossible. 

On  compare  la  série  à  une  autre,  dont  le  terme  général  est  r.  =  ('-^tî  )  ^i 

h  dtant  un  nombre  positif  convenablement  choisi  :  les  termes  de  celle-ci  sont 
plus  grands  que  ceux  de  la  première,  et  vont  en  diminuant,  quand  B^d  >0. 

3*  Si  A  ~  a  <  0,  mais  A  ^a  +  1^^  0,  la  série  est  divergente. 


On  compare  la  série  à  une  série  divergente,   dont  le  terme  général  est 
Vm=^Un  {ii"h) ,  h  étant  convenablement  choisi. 

4"  Si  A— 0+ 1  >>0,  la  série  est  convergente. 

On  prouve  que,  dans  ce  cas,  on  a-^<    ~"         ,  h  étant  positif  et  conve- 
nablement choisi;  que,  par  suite,  Vm+i+ Vii-n+t^47+ ••••  est  plus  petit  que 

i  I  .  n— fe~l  .  (n-fe— 1)  jn^h)   ,  (n -/i~l)  (n— h)  fn~fe-f  ^  .        { 
'*"|    "*"       n       ■*■  îî(ÎH=l)  ^  n(n+l)(n  +  2)  "*"••-•  I 

On  prouve  enfin,  que  les  (p  -f-  2)  premiers  termes  de  la  série,  entre  parenthèses» 
ont  pour  somme 

n— 1     (n~fe— l)(n  — h)  ....  (n-^h+p)^ 
h  /in(n+l)....(nH-p)  ' 

que  cette  série  est  convergente,  et  a  pour  limite  -^--t  quand  p  .erolt  indéfini- 

niment. 
II  résulte  de  là  que,  pour  qu'une  série  soit  convergente,  lorsque  le  rapport 

^^  peut  se  mettre  sous  la  forme  d'une  fraction  rationnelle  (a),  il  faut  et  il 

suffit  que  (A—a  +  1}  soit  inférieur  à  zéro  :  il  n'y  a  pas  de  cas  douteux.  Celte 
règle  a  été  donnée  par  Gaw. 


CHAPITRE  IL 
connavAiMûis  et  fobiiule  bu  binoms. 

%  I.  Des  combinaisons. 

50.  Définitions.  On  nomme  combinaisons,  n  à  n,  de  m  objets 
distincts,  les  différents  groupes  que  Ton  peut  former  avec  n  de 
ces  objets;  il  est  utile  d*en  calculer  le  nombre. 

La  question  peut  être  considérée  sous  deux  points  de  vue,  sui- 
Taot  que  l'on  regarde  ou  non,  comme  distincts,  les  groupes^ 
qui,  étant  composés  des  mêmes  objets,  diffèrent  seulement  par 
Tordre  dans  lequel  on  les  place. 

Dans  le  premier  cas,  les  combinaisons  reçoivent  le  nom  d*ar- 
rangements;  et  dans  le  second,  celui  de  produits  diffèi^ents. 

51.  NoMBBEDES  ARRANGEMENTS.  Calculons,  d'abord,  le  nom- 
bre des  arrangements  distincts  de  m  objets  pris  nkn.  Désignons 
ce  nombre  par  A»;  et  représentons  par  A«_i  celui  des  arrange- 
ments des  mêmes  objets,  (n  —  1)  a  (n —  1).  Si  tous  les  arrange- 
ments (n  — 1)  à  (n —  1)  étaient  formés,  en  plaçant  successive- 
ment, à  la  suite  de  chacun  d'eux,  les  [m—{n^  1)]  objets  qui  n'y 
entrent  pas,  on  formerait  des  arrangements  nkn^  dont  le  nom- 
bre serait 

A»_i[m— (n— 1)],      ou      A,-,  (m— n+1); 


car  chaque  arrangement  {n — IJ  à  (n — 1}  fournit,  de  cette  ma- 
nière, [m^{n — 1)]  arrangements  n  an.  Jedis  que  A,-i[m— (n— 1)] 
est  précisément  le  nombre  des  arrangements  n  à  n  ;  et  pour 
cela,  il  faut  montrer  qu'ils  ont  tous  été  formés,  et  que  chacun 
d'eux  ne  l'a  été  qu'une  seule  fois. 

1^  On  a  obtenu  tous  les  arrangements  nkn\  car  on  peut  for- 
mer totft  arrangement  de  n  objets,  en  plaçant  le  dernier  d'entre 
eux  à  la  suite  de  l'arrangement  formé  par  l'ensemble  des  (n—  1} 

autres. 

2"*  Un  même  arrangement  n'a  pu  être  formé  qu'une  fois;  car, 
les  arrangements  (n—  1)  à  (n— 1)  étant  distincts,  ainsi  que  les 
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(m — n+ 1)  objets  que  l'on  place  à  la  suîle  de  chacun  d'eux,  les 
groupes  que  Ton  forme  diffèrent,  soit  par  les  (n — 1)  premiers 
objets,  s'ils  proviennent  de  deux  arrangements  (n —  1)  à  (n—  i; 
différents;  soit  par  le  dernier,  s'ils  proviennent  du  même  arruD- 
gement  (n —  1)  à  (n  —  1). 
On  a  donc  la  relation  : 

A„=(m— n-|-l)An-i. 

Cette  relation  étant  démontrée  pour  une  valeur  quelconque 
den,  on  aura  de  même,  en  désignant  par  A»-i,  An-i—-  Ai,  le 
nombre  des  arrangements  (n— 2)  à  (n — 2),[(r>  —  3)  à  (n — 3),... 
un  à  un  : 

A«-i  =  (m  —  n  +  2)  A„-.j, 

An-t  =  (m  —  n  +  3)  A,»_|, 
At    =(m-— l)Ai. 

Si  Ton  multiplie  ces  égalités  membre  à  membre,  les  (acteurs 
An.f,  A».t,-..*  Al  disparaissent;  et  il  vient ,  en  remarquant  que 
le  nombre  A|  des  arrangements  1  à  1  est  m  : 

[1]    A»=m(m— l)(m— 2)....(m— n  +  2)(m  — n+l)* 

Ainsi,  le  nombre  des  arrangements  de  m  objets  distincts  n  an  est  égal 
au  produit  de  n  facteurs  entiers,  corhsécutifSf  décroissants^  à  partir 
de  m. 

52.  Nombre  des  permutations.  La  formule  précédente,  si  on  y 
suppose  n= m,  fera  connaître  le  nombre  des  arrangements  de 
m  lettres  m  km.  Ces  arrangements,  dans  lesquels  figurent  toutes 
les  lettres,  se  nomment  des  permutations.  En  désignant  leui 
nombre  par  P»,  on  a  : 

[2]  P,  =  1.2.3....wi, 

puisque,  pour  m =n,  (m — n+  1)  devient  égal  à Tunité. 

Ainsi,  le  nombre  des  permutations  de  m  objets  distincts  est  igol 
au  produit  des  m  premiers  nombres  entiers. 

SS.  Nombre  des  produits  différents.  Les  produits  différents 
de  m  objets,  nkn,  sont  les  groupes  distincts  que  l'on  peut  former, 
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avec  ces  m  objets,  en  regardant  comme  identiques  ceux  qui  ne 
diffèrent  que  par  l'ordre  des  objets.  On  réserve  souvent  à  ce3 
produits  le  nom  de  combinaisons. 

Représentons  par  G»  le  nombre  de  ces  produits.  Imaginons 
qu'on  les  considère  tous  ensemble,  et  que  Ton  forme  les  petinu^ 
talions  des  n  objets  contenus  dans  chacun  d'eux  ;  les  groupes, 
ainsi  formés,  seront  des  arrangements  de  m  objets  donnés  nkn. 
Or,  je  dis  qu'ils  y  seront  tous,  et  chacun  une  seule  fois. 

1*  Ils  y  seront  tous  ;  car  les  objets  qui  forment  un  arrange- 
ment, étant  considérés  Indépendamment  de  leur  ordre,  compo- 
sent l'un  des  produits  différents  ;  et,  lorsque  Ton  permutera  de 
toutes  les  manières  les  objets  qui  composent  ce  produit,  l'un  des 
groupes  ainsi  formés  sera  l'arrangement  considéré. 

2*  Chaque  arrangement  sera  formé  une  seule  fois;  car  les  ar- 
rangements, qui  proviennent  d'un  même  produit ,  diffèrent  par 
Tordre  des  objets  ;  et  ceux  qui  proviennent  de  deux  produits  dif- 
férents, ne  sont  pas  composés  des  mêmes  objets. 

On  peut  donc  obtenir  toute  la  série  des  arrangements,  en  per- 
mutant les  produits  différents,  de  toutes  les  manières  possibles. 
Or, chaque  produit  fournit  ainsi  1 .2.3....n  arrangements  dis- 
tincts; le  nombre  total  des  arrangements  A»  est  donc  égal  au 
nombre  des  produits  G»,  multiplié  par  1 . 2 . 3....n;  et  l'on  a,  par 
conséquent  : 

d'où,  en  remplaçant  A^  par  sa  valeur  [1  ]  : 

_ m(m— l)(m  — 2)  ,,.(m—n+l) 

Kmsi  le  nombre  des  produits  différents  de  m  objets  y  n  à  Dj  est 
égal  Qu  produit  de  n  nombres  entiers,  consécutifs  ^décroissants  à  partir 
de  m,  divisé  par  le  produit  des  n  premiers  nombres  entiers. 

54.  Remarque  I.  La  formule  précédente  peut  se  mettre  sous 
une  forme,  que  l'on  trouve  quelquefois  plus  commode.  Si  l'on 
multiplie,  en  effet,  par  1.2.3....  {m—n)  les  deux  termes  de  la 
fracUon  qui  représente  G„,  elle  devient  : 

,  ,  p  1.2.3.... (m  —  n)(rr?  — n+l)0>^ — n-f  2)....m^ 

'•  ^     "■"  1.2.. ..71.1. 2.... (m  — n)  ' 
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en  sorte  qne ,  au  namérateur  se  troirve  le  produit  dés  nomlirs 
entiers  depuk  1  Jusqu'à  m,  et  au  dénominateur  le  prorduît  des 
nombres  entiers  depuis  l  jusqu'à  (m  — n),  et  le  produit  des  nom- 
bres entiers  de  1  à  n. 

Remarque  U.  La  formule  [k]  reste  évidemment  la»  niëme, 
si  Ton  change  n  en  (m  —  n)  ^  cette  substitution  aura  seidement 
pour  effet  de  changery  l'un  dans  l'autre  i  les  facteurs  K2.«..  n, 
et  1.2....  (m — n)  du  dénominateur. 

Le  nombre  des  produits  différents  de  m  objets  n  à  n^  «ff »  par  con- 
séquent,  le  mime  que  celui  de  m  objets  (m«-  n)  à  (m —  n)« 

L'égalité  de  ces  deux  nombres  est,  d'ailleurs,  évidente,  dpriorL 
Si  en  effet,  dans  m  objets,  on  prend  un  groupe  de  n,  il  restera 
un  groupe  de  (m  — n)  :  les  groupes  ou  produits  n  à  n  et  (m— n)  à 
(m — n)  se  correspondent  donc  deux  à  deux,  et  sont,  par  con- 
séquent, en  môme  nombre. 

35.  Remarque  lit.  Le  nombre  des  produits  différents  de  m  ol^i^ 
ïiàn  est  égal  à  la  somme  des  nombres  de  produUs^  différents  ài 
(m  —  l)  objets  uàn^  et  de  {m — 1)  06/6(5  (n—i)à(n — 1).  On  peut, 
en  effet,  partager  les  produits  différents  de  n^  objets  n  à  n  en 
deux  groupes,  l'un  composé  des  produits  qui  ne  contiennent 
pas  un  certain  objet,  et  l'autre  composé  de  ceux  qui  le  renfer- 
ment. Or  les  premiers  sont  évidemment  tous  les  produits  diffé- 
rents des  (m —  1)  autres  objets  n  à  n;  et  si,  dans  les  autres,  on 
supprime  l'objet  dont  il  s'agit,  ils  deviennent  les  produits  des 
(m  —  1)  autres  objets  (n  —  1)  à  (n  —  I). 

On  vérifie,  d'ailleurs,  directement  ce  théorème  à  1  aide  ae  la 
formule  [3]. 

36.  Remarque  IY.  Le  nombre  G«  est  nécessairement  entier  : 
la  formule  [3]  prouva  donc  que  le  produis  de  n  nombres  efKîers 
consécutifs  est  divisible  par  le  produit  des  n  premiers  nombres  en- 
tiers. 

S  U*  Formale  da  binôme  de  Newton. 

37.  Produits  de  n  binômes  qui  diffèrent  par  le  second 
TERME.  Mous  avons  vu  (I,  42),  que  le  produit  d'un  nombre  quel- 
conque de  polynômes  est  la  somme  de  tous  les  produits  queFon 
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peut  fonnerv  en  prenant  pour  facteur  un  terme^  de  chacun 

Appliquons  celte  règle  à  la' formation  do  prodmt  de -m  bi- 
nômes, ayant  même  premier  terme, 

(x+a){af+b){x+c)....{x+l). 

Si  nous  ordonnons  ce  produit  suivant  les.  puissa  nces  décrois- 
santes de  Xf  il  est  évident  que  le  premier  terme  se  r a  rc*,  produii 
formé  en  prenant,  comme  facteurs,  les  m  premiers  termes  des 
binômes. 

Le  terme  en  af^  se  comp  osera  des  produits  dans  lesquels  on 
prendra,  comme  facteurs,  les  premiers  termes  de  (m—  l)  binô- 
mes, avec  le  dernier  terme  du  binôme  restant  ;  et  le  coefficient 
de  x^^  sera,  par  conséquent,,  la.  somma  dea  seconda,  tevmea  de 
nos  binômes. 

Le  terme  en  af^^  se  composera  des  produits  dans  lesquels  on 
prendra,  comme  facteurs,  les  premiers  termes  de  (m —  2)  binô- 
mes et  les  derniers  termes  des  deux  binômes  restants.  Le  coeffi- 
cient de  xr-^  sera,  par  conséquent^  la  somme  des  produits  deux 
à  deux  des  seconds  termes.     « 

On  verra  de  même  que  le  coefficient  de  a^  est  la  somme 
des  produits  trois  à  trois  des  seconds  termes  ;  et  qu'en  général, 
le  coefficient  de  af^^  est  la  somme  de  leurs  produits  nhn. 

On  écrit  souvent  ce  résultat  de  la  manière  suivante  : 

[l]  (^  +  a){x  +  b){x  +  c)...,{x  +  k)(x+]) 

-{-«■•^2aic....j}-f-....ûic...Jf/; 


en  représentant  par  Sa,  Zab,  Zabc..,.  la  somme  des  seconds 
termes,  la  somme  de  leurs  produits  deux  à  deux,  trois  à 
trois,  etc. 

38.  Formule  du  binôme.  Pour  déduire  de  ce  qui  précède  Tex- 
prcssioH  de  (a; -|-'a)")  il  suffit  de  supposer  as=rfr=c=....=r|; 
le  développement  se  simplifie  alors  notablement. 

Le  premier  terme  reste  égal  à  x^. 

Le  coefficient  de  x"^^,  égal  à  la  somme*  des  seconds  termes, 
devient  égal  à  ma. 


I 
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) 

Le  coeCQcient  de  a:**-*,  égal  à  la  somme  des  produits  deux  à 
deux  des  seconds  termes,  deyient  égal  à  a*  multiplié  parle  nom- 
bre de  ces  produits,  c'est-à-dire  (53)  à 

m  (m — 1)  , 
2 

Le  coefficient  de  af^,  égala  la  somme  des  produits  trois  à 
trois  des  seconds  termes,  devient  égal  à  a*  multiplié  par  le  nom- 
bre de  ces  produits,  c'est-à-dire  à 

mfm—  l)(m — 2)  , 

— — — : ^a'. 

1.2.3 


En  général,  le  coefficient  de  a?"*-',  qui  est  la  somme  des  pro- 
duits p  à  j7  des  seconds  termes,  devient  égal  à  aF  multiplié  parle 
nombre  de  ces  produits,  c'est-à-dire  à 

m(m  — l)....(m — »  +  !) 
1.2... .p 
On  a  donc,  enfin  : 

[2]     (a?+a)«=a?«+maa?'-»  +  ^?îi^î^^ 
,  m(m— l)....(m— p  +  l) 

l.a....p  '  ' 

C'est  la  formule  du  binôme  de  Newton. 

59.  Remarque  I.  On  voit  que,  dans  le  dévclopement  de 
(oî-f  «)*,  l'exposant  de  x  va  en  diminuant  d'une  unité  depuis  m 
jusqu'à  zéro,  et  celui  de  a  va  en  augmentant  d'une  unité  de- 
puis 0  jusqu'à  m  ;  de  sorte  que,  dans  chaque  terme,  la  somme 
des  deux  exposants  est  constante  et  égale  à  m.  Le  nombre  des 
termes  du  développement  est  (m+ 1). 

On  nomme  Urme  général,  celui  qui  en  a  n  avant  lui  ;  en  le  dé- 
signant par  Tn,  on  a  : 

rsi      T  _^U^^— i}(^i— 2).. ..(171—^4- 1)  ^  ,^ 
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40.  Remarque  II.  Si  Ton  désigne  par  T»^  le  terme  qui  pré- 
cède T»|  on  trouve  aisément  : 

[4]  T.=T^.x2i=J±i?. 

n        X 

Or  {m—n-^'  1)  est  l'exposant  de  x  dans  T».i,  et  n  est  le  nombre 
qui  marque  le  rang  de  ce  terme.  Donc,  pour  passer  du  terme  de 
rang  n,  au  terme  de  rang  (n  -{-  l)f  on  multiplie  son  coefficient  par 
l'exposant  de  x  dans  ce  terme^  et  on  le  divise  par  le  nombre  qui  mar- 
que son  rangy  puis  on  augmente  d'une  unité  Fexposant  de  sl,  et  on 
diminue  d^une  unité  ului  de  x. 

41.  Rebiarque  III.  Le  coefficient  de  a'xf*-'  est  le  nombre  des 
produits  différents  de  m  lettres  p  à  p  ;  et  celui  de  a*-'a?  est  le 
nombre  des  produits  différents  de  m  lettres  (m — p)  à  (m — p). 
Or  ces  nombres  sont  égaux  (54).  Donc,  dans  le  développement  de 
(x  +  a}*,  les  coefficients  des  termes^  situés  à  égale  distance  des  extrè- 
mes  %ont  égaux. 

42.  Remarque  IV.  Le  rapport  du  coefficient  de  T.  à  celui  de 
^  est  ;  il  commence  par  être  plus  grand  que  1 ,  si 

m  est  au  moins  égal  à  2  :  puis  il  diminue,  à  mesure  que  n  aug- 

mente,  et  il  finit  par  être  égal  à  —,  quand  n  =  m.  Tant  qu'il 

reste  plus  grand  que  1,  les  coefficients  vont  en  croissant  :  s'il 
devient  égal  à  1  pour  une  certaine  valeur  de  n,  deux  coefficients 
consécutifs  sont  égaux  ;  et  lorsqu'il  est  inférieur  à  1,  les  coeffi- 
cients vont  eu  diminuant.  Or  la  condition 

m — n-[-  1  x^ 
n        '^^^ 

équivaut  à  7^    ^  n. 

Donc,  tarU  que  n  est  inférieur  à  la  moitié  du  nombre  (m  -f- 1)  (fe« 
termes f  cest-àrdire  tant  qu'on  n'a  pas  formé  la  moitié  du  nombre 
lotal  dts  termes^  les  coefficients  croissent  :  ils  décroissent  dans  la 
seconde  moitié  du  développement. 

Alg.  sp.  B.  8 
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4L3.  Remarque  V.  On  n'a  fait  aucune  hypothèse  sur.e  ripe 
des  nombres  x  et  a;  a  peut  donc  avoir  une  valeur  négative— (; 
et  l'on  a  y  par  conséquent  : 

ou^  en  remarquant  que  les  puissances  paires  de  {—b)  sont 
égales  à  celles  de  6,  el  que  les  puissances  impaires  sont  égales 
et  de  signes  contraires  : 


le  signe  du  dernier  terme  étant  -f-'Si  m  est  pair«  et — si  m  est  ioh 
pair. 

44.  Remarque  YI.  Si,  dans  la  formule  [S],  on  fait  âr= 1,  as=l , 
on  a  : 

**—  1  a-*^  ,  m(m— 1)  ,  yn(m— l)(m— 2)  ,  m  ,  , . 

Ainsi  la  somme  des  coefficwits  du  développement  est  égale  à  2". 

AS.  Remarque  VII.  Si,  dans  la  formule  £5]^  on  fait  a? =1,6=]^ 
on  a .: 

n— 1      ^  I  m  (m — 1) m(m — l)(m--^)  , 

^■"^       l"^       l.a  1.2.3         "+■ — 

Donc  la  somme  des  coefficients  de  rang  pair  est  égale  à  la  sonme 
des  coefficients  de  rang  impair. 

46.  Remarque  YlII.  Il  existCi  entre  les  coefficients  des  di* 
▼erses  puissances  du  binôme,  des  relations  nombreuses; 
nous  ferons  connaître  la  plus  simple ,  dont  on  fait  un  firéquenl 
usage. 

'     Soft'. 


(a?  4- «)■•=«?■•+ A,(7a;"*-* -}-Aia*a"^*+.. ..+ A,iirjf^»-^....+tf*, 
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le  développement  delà  puissance  m"^  d*un  binôme,  dans  lequel 
on  a  fait|  pour  abréger  : 

.  m  (m—  1)  (m — a) ....  (m — n4- 1) 

^•■~  1.2.3 n 

Multiplions  les  deux  membres  de  l'égalité  par  (x-^-a)  ;  «ovs  au- 
rons, en  effectuant  la  multiplication  du  second  membre,  d'après 
la  règle  ordinaire  : 

el  Ton  voit  que  <:ii,aoun  du  coefficients  du  déneioppcment  Âc 
(x+aj"***  s'obtient  m,  ajoutant  le  coefficient  de  -mime  rang  et  h 
fnrécédent  d4ms  le  développement  de(pL'{'  af.  On  pourrait  d'aÛteurs 
vérifier  directement,  que  l'on  a  : 

m. (m — t)..  ..(m— n+1)  ■  m. (m — l),..,(m — n+^j 
t^  1.2.. ..n  "•"■         1.2....(n— 1) 


~  l.2.3....n 


S  m.  Développement  de  (a+ôy^)"» 


47.  Puissances  successives  de  /--T.    Pour   développer 

(a+6v^ — 1)*,  il  faut  appliquer  la  formule  du  binôme  qui,  ré- 
sultant de  la  multiplication,  est  démontrée,  d'après  nos  conven* 
fions  (I,  901),  pour  les  expressions  imaginaires.  Il  est  néces- 
saire de  former  d'abord  les  diverses  puissances  de  \^  — I.  Or,  on 
a,  d'après  nos  conventions  : 
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et,  en  général, 

r7i     I  (v^^**** = v'"!  '      V^^  )"*• = - 1, 

48.  DévïLOPPEiŒNT  DK  (rt  +  6  v' —  l)"-  D'après  cela,  on  a  : 
(o  +  bvT^-T)- = o" + mar^  b  v^'^H'  —  '"^"'T'^  *""*** 

1  •  ^ 

Les  termesi  dans  lesquels  Texposant  de  b  est  pair,  sont  réels;  ils 
sont  les  mêmes  que  ceux  du  développement  de  (a  -|-  6)*,  avec 
cette  différence  qu'on  doit  leur  donner,  alternativemenl,  le  signe 
4-  et  le  signe  — .  Les  termes,  dans  lesquels  6  a  un  exposant  im- 
pair, ont  tous  v^  —  1  en  facteur,  et  sont,  à  cela  près,  les  mêmes 
que  ceux  du  développement  de  (a  -|-  b)",  auxquels  on  aurait 
donné,  alternativement,  le  signe  +  et  le  signe  — . 
On  réunit  ordinairement  les  termes  imaginaires,  et  Ton  écrit  : 

m(m~l)  m(m-l)(m--2)(m-3) 

-"^      rrr""*  ^+       rm "*  à  —  ..,. 

.     é r     «IL      ^i'"^ — l)(m— 2)   ^  ,.,  ,        1 

+  vnrT  ^ma-^b 1/2:3 ia-W  +  ....J. 

Si  Ton  désigne  par  P  la  partie  réelle  et  par  Q  le  coefficient  de 


v/  —  1,  on  a  donc  : 

Ainsi  es  puissances  (Tune  expression  imaginaire  sont  des  expres- 
sions imaginaires  de  mime  forme. 

U  est  facile  de  voir  qu'on  a  : 

(a — 6 /ITT)- -.  p  _  Q  yTITT. 
40.  Remarque.  (a+  6  v' --^)*  peut  être  réel,  sans  que  6  soit 
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nul.  II  suflGtf  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  que  les  termes  imaginaires 
se  détruisent.  On  a,  par  exemple  : 

(I4.^.^"=rî>=  — 8. 

S  rv.  Puissance  d'an  polynôme. 

ttO.  Développement  de  la  puissance  tn»"  d'un  trinôme.  Un  tri- 
nome  (a+b+c)  peut  £tre  considéré  comme  un  binôme,  si  Ton 
regarde  les  deux  premiers  termes  (a-f  b)  comme  réunis  en  un 
seul.  On  aura  alors  : 

Si  l'on  développe  les  diverses  puissances  de  (a+b)  qui  figu- 
rent dans  le  second  membre»  on  obtiendra  une  somme  de 
termes  de  la  forme  a'^M,  dans  lesquels  la  somme  des  expo- 
sants a,  p,  Y>  sera  constamment  égale  à  m.  Car,  si  Ton  consi- 
dère, par  exemple,  ceux  qui  proviennent  du  terme 

m(tn-l)....(m-p+lj  /^  .  m«^^ 
1.2....P  \  ^  /         I 

ils  contiennent  le  produit  de  <f  par  des  puissances  de  a  et  ft  dont 
les  exposants  ont  une  somme  égale  à  (m  -  p)  ;  de  sorte  que  les 
trois  exposants  réunis  forment  une  somme  égale  à  m. 

Réciproquement,  a,  p,  yt  ^^ant  trois  nombres  entiers  quelcon- 
ques, dont  la  somme  soit  égale  à  m,  il  y  aura  dans  le  développe- 
ment un  terme  en  a*b'cT  :  car,  dans  [9],  se  trouve  le  terme 

1  .X  ..«.Y 


et  le  développement  de  (a  -f  by^  contient  un  terme,  dans  lequel 
a  figure  avec  l'exposant  a,  et  (,  par  conséquent,  avec  l'exposant 
(tn— Y — «)  ou  p. 

tf  1.  Tbkme  o^néral  du  développement.  Cherchons  le  coeffi- 


dentdeceienneena*  b*^:  il  provient^  connue  nous  ra:roiis 
dit.de 

ffl(m-l)...(ff>-T+l),. 


ce  qui  prat  s'écrire  (SS)  : 

I.S....fn 


-(tt+Û)-tCt. 


1. 2... .T. 1.2.... (m— ï)^ 

Qr,  dans  le  déTebppementde  (a  -|-b)"~<i  le  cocfSdent  àattbr^— 
est  égal  k 

î.2....(m-T) 
l.ï....a.I.2....(nï— -[ — a)* 

Le  terme  demandé  est  donc  : 

' 1.2....m.l.2.-(ffl— y) ^ff^r-*c^. 

l.i....y.i.i....{m-y)  1.2,...*.l.2....(nï— T— «)'  ' 

00,  en  supprimant  le  (acteur  commun  L.S...,  (m — i),  etrempla- 
îant(m — y— «J  par  ^, 
nol  t.2....m 


1.2....a.l.i....?.1.2....Y" 


inalogues, 
l  la  somme 


:édé  touti 
Q"a  pour 


'espoadent 
ig^e&m. 
il  ce  terme 
.ceplion,  i 
1.3... .«=1 
ite. 
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S  y.  Limite  de  n  -J — j   ,  quand  m  crott  iadéfinimenU 

S3.  Théorèmes  sur  les  limites.  1*  Lorsqu'une  quantité  variable 
A  tend  vers  une  limite  I^  le  produit  pÂ.  de  cette  quantité  par  un 
nombre  fini  p  tend  vers  la  limite  pi.  Car,  pour  rendre  la  diffé- 
rence (pA— p{)  plus  petite,  ea  valeur  absolue»  qu'une  quantité 
donnée  a,  il  suTGl  de  rendre  la  différence  (À — l)  plus  petile 

que-;  c»  qui  est  toujours  possible,  puisque  (A — Q  tend  vers 
zéro. 

2*  Si  plusieurs  quantités  variables^  Ai,  Ai, ....  A«,  en  nombre 
fini  n,  tendent  simultanémefU  vers  des  limites  h,  li, ....  1«,  la  li- 
mite de  leur  somme  est  égale  à  la  somme  de  leurs  limites.  En.  effet, 
si  l'on  pose  : 

on  aura  : 

Ai+Ai-J-..-+A,=  (l»+Ji+...+<iJ+(«i4"«i+*--+«0- 

Or  les  quantités  «i,  ce,,  . . .  «„  tendent  vers  zéro,  par  hypothèse  : 
donc  leur  somme  («i+«t. ..+««),  toujours  inférieure,  en  va- 
lenr  absolue,  à  n  fois  la  plus  grande  d'entre  elles,  tend  aussi 
vers  zéro  (l<>).  Donc 

lim(A.+A.+  ....+A.)=i*+/,....+^«. 

Mais,  si  le  nombre  n  des  quantités  variables  augmentait  in- 
définiment, on  ne  pourrait  plus  affirmer  la  proposition.  Consi- 
dérons, par  exemple,  la  somme  des  n  quantités-  H — | 1-  ...• 

-^  ".  Si  n  croit  indéfiniment,  chacune  de  ces  quantités  tend  vers 

zéro  ;  et  leur  somme,  au  lieu  d'avoir  zéro  pour  limite,  est  évi- 
demment toujours  égale  à  «• 


3*  La  limiu du  produit  des  n quanlUét  variables  Ai, h.»,  A». ..An, 
est  égale  au  produit  de  leurs  limites.  En  efTet,  on  a  : 

A^....A,=  (J.+  «,)ft+<.0--('-+''.)- 

Et  p«  nmriiiît  iii>  «  tstt^mtr»  hinnnies  renferme  (1, 42)  d'abord 
puis  une  suite  de  termes 
moinii  une  des  quantités  a,, 
i,  produit  d'une  quantité  fixe 
0,  tend  aussi  vers  zéro  (i*); 
;ur  somme  apour  limite  zéro 

=lxh....k. 


lent  suppose  essentiellemeut 
blés  reste  fini. 


&  UNE  UBOTE  Q0AND  m  CROtT 

— )   ,  dans  le  cas  où  m  esl 
m/ 

;aux  ^  (  1  +^)  :  quand  m 

tcteurs  a  pour  limite  l'unilê; 

[ue  la  limite  du  produit  est 

facteurs  croit  indéQmmenL 

ste,  développons  {  '  +  r  ) 


m(m-l)(m-2)  1 
1 .     2 .  3     m»  f  *" 


ombre  des  facteurs  du  numé- 
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rateur  est  égal  au  nombre  des  facteurs  m  qui  entrent  comme 
diviseurs,  nous  pouvons  écrire  : 

(i\«  ^  tn — 1     m  m — 1  m — 2 

l-J \    =1-1 — 7  + m"     m     .  m'     m    *    m     , 

w  tn— -1      771— n-|-l 

^^  •  ""^^^^~""  ""  •  "~^^^ ^™ 

_i_^       fît  wi  1^ 

Mais  on  a  évidemment  : 

m  m  \       w\       W     \         m  / 


par  suite  : 


-^,(-ji)(-i) 


V     m)    ""*+n    1    .2+       1.2.3     +•'•• 

"•"  1.2.3  ....     s       •"  •••' 


Cela  posé,  comparons  ce  développement  à  la  série  conver- 
gente dont  la  limite  est  e  : 

Chaque  terme  du  développement  est,  à  partir  du  troisième,  in- 
férieur au  terme  correspondant  de  la  série,  puisque  son  numé- 
rateur est  moindre  que  l'unité,  et  que  les  dénominateurs  sont 
les  mêmes.  D'ailleurs  les  termes  du  développement  sont  en 
nombre  limité  (m-{-l)>  tandis  que  ceux  de  la  série  sont  en 

nombre  infini.  Il  en  résulte  que  l'expression  f  1  -] — j    est, 

quelque  grand  que  soit  m,  inférieure  à  e  :  cette  expression,  qui 
augmente  avec  m,  a  donc,  lorsque  m  croit  indéfiniment,  une 
limite  qui  ne  peut  être  qu'inférieure  ou  égale  à  e.  Nous  allons 
prouver  que  cette  limite  est  égale  à  e. 
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SS.  Limite  de  n-| — )  ,  quand  m  CRofr  iNDÉproiMEwr,  m 

RESTANT  ENTIER.  Puisque  la  Série  e  est  convergente  (11),  on 
peut  donner  an  une  valeur  assez  grande ,  pour  que  l'erreur 
commise,  en  négligeant  tous  les  termes  qui  suivent  le  (n-f- 1}^, 
«oit  inférieure  à  une  quantité  donnée  a,  si  petite  qu*elle  soit; 
de  sorte  qu'en  désignant  par  e»  la  somme  des  (n  -|- 1)  premiers 
termes,  on  a  : 


e — e«<^«. 


D'un  autre  côté,  si  l'on  considère  les  (n + 1)  premiers  termes 
du  développement,  on  reconnaît  qu'à  mesure  que  m  crott  in- 
définiment, n  restant  fixe,  les  différents  numérateurs  tendent 
vers  une  limite  égale  à  l'unité  (S3,  3*")  ;  par  suite/chaque  terme 
du  développement  a  pour  limite  le  terme  correspondant  de  e,  ; 
et  leur  somme,  qui  se  compose  d'un  nombre  fini  des  termes,  a 
(85,  2^')  pour  limite  e».  On  peut  donc  prendre  m  assez  grand, 
pour  qu'en  désignant  par  A»  la  somme  des  (n  -f- 1)  premiers 
termes  du  développement,  l'on  ait  : 

^n— A»<a. 

De  ces  deux  inégalités,  on  conclut  : 

e— A^<2oi. 

Ainsi,  après  avoir  choisi  pour  n  une  valeur  fixe  sultisamment 
grande,  on  peut  toujours,  en  faisant  croître  m  indéfimment, 
satisfaire  à  la  dernière  inégalité.  D'ailleurs,  si  l'on  donne  en- 
suite h  n  des  valeurs  indéfiniment  croissantes,  le  développement 

A^  augmente,  et  tend  vers  sa  limite  lim  n  -1 — j    ;  2a  tend  vers 

zéro  ;  donc  : 

«•-lim(l+l)"=0,     ou    lim(l  +  i)=e.     [12] 

80.  Cas  où  m  prend  des  valeurs  fractionnaires.  Si,  dans 
l'expression  (l-] — j  ,  on  attribue  à  m  des  valeurs  fraction- 
naires de  plus  en  plus  grandes^  la  limite  sera  toujours  la  mâme 


\ 
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eLégale  à  e^  Pour  le  prouver,  supposons  que,  n  désignant  on 
nombre  entier  trèsrgrand,  on  ail  : 

X  étant  moindre  que  Tunité  ;  Texpression  (  1  +  ^  )  ^^^  évi- 
deounent  comprise  entre  les  expressions 

('+r  -  ('+.-Tr)"- 

Car,  pour  obtenir  la  première  de  ces  expressions ,  il  faut,  dans 
(l-\ — ^  y  remplacer  le  terme  —  et  Texposant  m  respective- 
ment par  les  nombres  plus  grands  -  et  n  + 1  ;  pour  obtenir  la 
seconde»  il  a  fallu  remplacer  les  mêmes  quantités  par  tes  nomr 
bres  plus  petits  et  n.  Or  on  a  : 


(■^r=('+i)"('+^)- 


«  (■+n-iT)=('+»-^)"-h 


n+1 

n+l 


Gomme  n  est  entier  et  très-grand,  (  1 + -  )  et  n  -|-  zrjrn 


1-      .   .      1 


diSèrent  très-peu  de  e  1  +  -  et  \4 tt  diffèrent  très-peu  de 

*^  n  n-f- 1 

J'unîté,  et  les  deux  expressions  précédentes  ont  Tune  et  l'au- 
tre e  pour  limite.  Il  en  est ,  par  conséquent ,  de  même  de 

(  1  H — j  ,  qui  est  compris  entre  elles. 

87,  Limite  de  f  I  -| — j  ,  quand  m  est  négati?,  et  aug- 
mente EU  TALBUR  absolue.  La  limite  de  f  1  -] — j  est  encore  fa 


•v 


même,  quand  on  attribue  h  m  des  valeurs  négatives  croissantes. 
Car,  posons  m=:  —  |t;  |i  élont  négatif  nous  aurons  : 

(■+^)-=o+r=m"'=c-^)'=('+ir:b)' 
=(.+,4,r(.+,4,) 

Or,  quand  |i  croit  indéfiniment,    (l-\ — -^^^      tend   verse 
(86),  et  (i  +  -zn)  '*''''  ™"  ^  ■  ^"""^  encore  ici  ; 
Um(l+X)"=«. 

58.   LnlITB  DE   n  H J       00  DE  n )   ,  QtJANB  m  CROfr 

iNDÉFiMunrr.  On  a  évidemment  : 


1-1)"=!. 
m/       e 

ion  des  piles  de  bonleU. 

je  la  plus  simple  repose  sur  la  sola- 
suivant  : 


I 
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Trouver  la  somme  des  puissances  m""  des  termes  d'une  progrès^ 
sion  par  différence.  Soit  la  progression  : 

T  a.OmC'a»  •  •  •  •  mKf 

dont  la  raison  est  r,  et  dont  le  nombre  des  termes  est  p. 
On  Teut  trouver 

On  a,  l  étant  le  terme  qui  suivrait  k  : 

b=^a'\'rj    c  =  fc  +  r,    d  =  c-|-r,.... /  =  /p  +  r. 

Élevons  ces  diverses  égalités  à  la  puissance  (m  -{- 1)  ;  nous 
aurons: 

c-+«=(64-r)-*'=6«+'+(m+l)6-r+^^îi^6"-«r»+...+r-', 

i^'  =  (ife  4-r)"+»=A-*»+(m+l)ft-r+  52±l^ft»-«,-«+...4.r—'. 

Ajoutons  toutes  ces  égalités ,  il  vient,  en  désignant  générale- 
ment par  S^  la  somme  a^  +  6»'+ ....  +  *•*; 

dette  équation  fera  connaître  S*,  si  Ton  connatl  S«».ty  S».,..., 
Siy  Si.  En  y  faisant  donc  successivement  m  =  i,  =  2^  =  3,  etc., 
on  obtiendra  successivement  Si,  puis  S^  puis  Sa,  etc. 

60.ÂPPUCATI0N. Supposons,  par  exemple^quela  progression 
proposée  soit  la  suite  des  n  premiers  nombres  entiers  : 

on  a  ici  : 

S^=l»'+2»^-t-3»^+...  +  n»';a=:l,  /=n+l,  r=l,  p=ni 


46  Lrvit£  1. 

et  notre  formule  générale  devient  : 

[16]     (n  +  ir+i  =  l  +  (m+l)S.+^-îîîJ;^ 
"■  1.2.3  •-«-!"•••"!■        i.2.,..f»  ' 

Faisant  d'abord  Tn=  1,  il  vient  ; 

(n+l)«  =  l  +  2S»+n;    d'où    Si^'^^'^^% 

Tormule  déjà  connue* 
En  faisant  m  =  2,  il  vient  : 

(n+l/=l+3S,  +  3S,+n; 
d'où  S  ^-g(»+iy-8(n+l)-3«(n+J) 

0 

ou     [1]    s.=  i»+2«+a»+...H-«'=îi^2±i^?2i!l 

Telle  est  la  formule  qui  va  nous  servir  pour  la  sommatiou  des 
piles  de  boulets. 

Elle  se  déduit ,  comme  on  voit,  d'une  formule  beaucoup  plos 
générale,  qui  pourrait  donner  également  la  scmime  des  cubes, 
la  somme  des  quatrièmes  puissances.  •••  des  nombres  naturels. 
Si  Ton  veut  seulement  arriver  le  plus  simplement  possible  à  ce 
résultat»  qui  est  le  seul  dont  on  ait,  actuellement,  it  faire  usage, 
on  peut  procéder  comme  il  suit. 

6 1 .  Recherche  directe  de  xa  somhe  des  carrés  des  n  pre- 
miers NOMBRES  entiers.  Ou  a  évidemment  : 

2»=:(14.1)»=1»+3X1*+3X.1+1, 

3»  =  (24-l)>=2»+3x2»4-3X2  4-l, 
4»=(34-l)«  =  3»  +  3X3«  +  3X3  +  l, 

(n+l)»  =  n»  +  3n*  +  3n+l; 

ajoutant  toutes  ces  égalités,  il  vient,  après  que  Ton  a  soppriiné 
les  termes  cemmuns  aux  deux  membres,  et  en  désignant  par  Si 
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la  somme  des  carrés  des  nombres  naturels  et  par  Si  la  somme 
des  premières  puissances  : 

{fi  +  !)•=  1 + 3S,+ 3St -f  n, 

équation  identique  à  celle  du  paragraphe  précédent,  et  dont  on 
déduira  la  même  valeur  de  St. 

62.  Piles  thungulaibss.  La  base  d'une  pile  triangulaire  est 
formée  par  des  boulets  rangés  en  trian^  <équilatéral.  La  pare- 
mière  rangée  contenant  1  boulet ,  la  seconde  S^  la  troisième  3, 
la  n"*  n,  le  nombre  total  des  boulets  employés  est  ici  : 

la  tranche  inraiédiatemeitt  supérieure  est  formée  par  des  bou- 
lets rangés  également  en  triangle  équilatéral,  dont  le  côté  con- 
tient un  boulet  de  moins;  le  nombre  des  boulets  de  cette  seconde 
tranche  s'obtiendra  donc  en  changeant,  dans  la  formule  précé- 

dente,  n  en  (n —  1);  an  aura  ainsi  i —t^ ^-  ^  troi- 

sième  irandie  contiendra  de  même  ^ ^-^-^ ^  boulets;  et 

1*4-1 
ainsi  de  suite  jusqu'à  la  première,  qui  en  contient  —5—. 

Le  nombre  total  est,  d'après  cela  : 

^_n'+n  .  (n-l)*+(n-l)_Jn-2)«+(n-2)  .       ,  1*+1. 

* 5 — t  2  ~"  2  '"•••"*     2^' 

ce  que  Ton  peut  écrire  de  la  manière  suivante  : 

^     n»+(n-l)'+(n~2;«+->-+l'     n+(n-l)+(n— 2H-...4-1 

2  "^  2  ' 

ou,  en  vertu  des  formules  écrites  plus  haut  (60)  : 

^_n(n+l)(2n+l)     n(n+1)^n(n+l  )(2n+4) 
^■"  12  "^       4  12 

ou     [18]  r,^n(n±ll(S±^ 


/ 


/ 

/ 
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Telle  est  la  formule  qui  exprime  le  nombre  des  boulets  conte- 
nus dans  une  pile  triangulaire. 

65.  Pile  a  base  carrai.  La  base  d'une  pareille  pile  càt  formée 
par  des  boulets  rangés  en  carré,  dont  le  nombre  total  est  n%  n 
désignant  le  nombre  de  ceux  qui  sont  contenus  dans  le  cAté  de 
ce  carré.  La  seconde  tranche  contiendra  (n — 1}^  boulets,  la 
troisième  (n— 2)*^  etc.,  et  enfin  la  dernière  n*en  contient  qu'an. 
Le  nombre  total  est  donc  : 

Q=n*  +  (n-l)*+(n-2)»+...+  l 
ou    [19]  o^n(n+lK2n+I)^ 

04.  PQ.E  A  BASE  RECTANGULAiRB.  La  basc  d'uuc  pareille  pile 
est  formée  par  des  boulets  rangés  en  rectangle.  Si  l'un  des  cétés 
de  la  base  contient  m  boulets  et  l'autre  côté  n,  le  nombre  total 
des  boulets  qui  la  composent  sera  mn.  La  tranche  suivante  est  un 
rectangle,  dont  les  côtés  comprennent  respeclivemeut  (m  —  i] 
et  (n—  1)  boulets;  elle  en  contient,  par  conséquent, un  nombre 
égal  à  (m — 1}  (n— 1);  la  troisième  tranche  en  contient  de 
même  (m  —  2)  (n  —  2)  ;  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  la  dernière,  qui 
est  une  file  de  (m — n  4*  1)  boulets  (si  l'on  suppose  m>n).\jt 
nombre  total  que  nous  cherchons  est  donc  : 

R=mn+(m— l)(n— l)+(m— 2)(n--2)+...+(in— n+l}l. 

Posons  m — n=p  :  ou  aura  :  m=n-l-/?,  et  la  formule  devien- 
dra : 


R=n(n+p)+(n-.l)(n-l+p)+(n-2)Cfi-.2+p)+...+l(l+p), 
c'est-à-dire  : 

R==[n*+(n-l)»+(n-2)»-|-...+  l«]+p[n-j-(n-.l).f....Hl]» 
ou,  d'après  les  formules  connues  (00)  : 

p_n(n+l)(2n+l)  ,  ^  n[n-\-\) 
R g +P. 2 

!•      r«AT      n      n(n-f  OCâri  +  Sp  +  l) 

ou  enfin    [20]     R=   ^  ^  ^^^  ^  ^^  ^ 
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69.  Moyen  de  vérifier  des  formulbs.  Nous  ferons  connaître, 
à  Toccasion  des  formules  précédentes ,  un  mode  de  raisonne- 
ment très-fréquemment  employé,  et  qu'il  suffira  de  développer 
sur  un  seul  exemple. 

Supposons  que  Ton  donne,  sans  démonstration,  la  formule^ 

6 

Gomment  deyra-t-on  s'y  prendre  pour  en  vérifier  l'exactitude  î 
On  commencera  par  faire  les  hypothèses  les  plus  simples  : 

„  ,  n(n+l){2n+\)     1.2.3      , 

Pourn  =  l,  on  a  :-i — i — ^^ — i— ^==— — =1; 

n  «  n(n+l)(2n+l)     2.3.5     ,       ,,  ,  ^. 

Pour  n  =  2,  on  a  :  — ^^ — ^—^ — -^—^  =— ^  =5  =l»+2*; 

n  «  n(n+l)(2n+l)     3.4.7     ,.     ,.,«.,. 

Pourn  =  3,  on  a  :    ^  ^  ^.^ — -ï--^=— -— =14=l*+2*+3«. 

D  O 

La  formule  est  donc  exacte  pour  les  valeurs  1 , 2, 3  du  nombre  n. 
Cela  posé,  pour  prouver  qu'elle  est  générale,  il  suffit  de  mon- 
trer, qu'en  la  supposant  vraie  pour  une  certaine  valeur  de  n, 
elle  l'est,  par  cela  même,  pour  la  valeur  immédiatement  supé- 
rieure. Admettons  que  l'on  ait  : 

II  faul.prouver  que  l'on  aura,  par  suite  : 

0 

Les  premiers  membres  des  équations  [a]  et  [b]  ont  pour  diffé- 
rence (n  -}-  !)*•  Si  donc  il  en  est  de  même  des  seconds  mem- 
bres, la  première  égalité  entrât  ne  nécessairement  la  seconde. 
Or  on  a  : 

(n+i)(7i+2)(2n+3)      n(n  +  l).(2n+l) 

6  5 

_(n+i)[(n+2)(2n+3)-n(2n+l)]  ^(n+l)(6n+6)_^^  ,  ^y^ 

Alg.  sp.  B.  4 


Le  théorime  est  donc  vÊrifié. 

Une  marche  aenUaUe  s'api^iqaenùt  aax  di?erses  formides, 
qiitrepréseQteat  le  aoBibre  dès  baidets  dans  les  àiBéreaU  en. 


:  ;  ce  qud  l'on  nomme  airangemanU,  pto- 
)ra  des  airangemeoU  de  m  objeta,  pris  n 
lUtatioos  de  m  objets.  —  SX.  Nombre  des 
Un  An.  —  U.  Forme  plaa  simple  de 
produits  ditrérants.  Le  nombre  des  pro- 
n  à  n  est  le  même  que  celui  de  m  lel- 
i.  Le  nombre  des  produits  différents  de  m 
nombres  de  produits  différents  de  (m — I) 
Ajela  (b— 1)  i  fn— 1).  —  36.  Le  produit 
itifs  est  divisible  par  le  produit  des  n  pre- 
.  Forma  tion  du  produit  de  m  biuomes  qo 

-  3S.  Puissance  d'un bJDOme. — 39.  Terme 
loyen  de  former  un  terme,  conoaistant  le 
lents  à  Agile  distance  itea  exirtmes  sont 
ts  vos!  en  croisuDt  joiqu'an  mjKeo.  — 
I  dont  le  secood  term»  est  négatif-  — 
u  binone.  —  48.  La  umme  des  cocfS-, 
à  celle  des  coerBcients  de  rang  impair.  — 
cientsdedeox  paissantes  socccessives  de 
ccessives  do  i/ — 1,  —  48.  DéveloppemeDl 
diLions  pour  que  le  résultat  soit  réel.  — 

-  Kl.  Terme  général  du  développemeat. 
ppementde  (a+b-i-c-\-d)'. — B5,  Thée- 
1-  L'expression  (  l-f-  —  J    a.  une  limite, 

-  sa.  Gett»  limite  est  e,  quaad  t»  est  en. 
qaandffl  est  fraclionnaîre.  — SI.  Bleeit 
atit.— 88.  La  limite  do  (l  +  -)'*on 

SomuM  de»  psisBBReea  senblables  de^ 
60.  Applicstion.  —  61 .  Somme  des  c^r- 
62.  Piles  triangnlaires.  — 63.  Pileslbau 
aclangle.  —  68.  Moyen  de  véri6er  l'eiac- 
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HMè  de  la  foramle  qui  doime  la  somme  des  earréa  des  nomhies 
natoreb. 

EXEBCTCES. 


I.  En  désignant  par  [m]  le  produit  m(m— l)....(fli^n+l),  Térifier  les 
fonnules  : 

1'  [(a+&)J=fâ]+niW& 

le  second  membre  contenant  les  termes  analogues  à  ceux  que  nous  avons  écrits, 
et  correspondant  à  toutes  les  yaleursde  a,  p,  y»  pour  lesquelles  a  4-  p  + Y=m. 

Oa  regarde  [a]  comme  égal  à  1. 

On  considère  chacun  des  termes  comme  représentant  un  nombre  d*arrange- 

ments. 

II.  Trouver  le  nombre  a  des  termes  du  développement  de  (a  -f  b  +  e}«  et  le 
nombre  y  de  ceux  de  (a  +  &  +  «  +  d)". 

On  trouve  : 

_(m  +  n(m+2)  _(m+l)(m+2)(m  +  3) 

*""  1.2  '         ^  1.2.3 

III.  Vérifier  la  formule  : 

m 

n(n-4)(»-5)  /  ,  .  l\-« 

+ f-iî' 1.2. 3.. ..p l'+iy    +"•• 

On  démontre  que,  si  la  formule  est  vraie  pour  deux  valeurs  consécutives 
^e  n,  elle  est  vraie  pour  la  valeur  immédiatement  supérieure. 

IV.  Vérifier  la  formule 

1.2....m=(m+l)«-m.m«+2^2z:il(m-.l)« 

Bt(m— l)(m~^2),_     ,,^, 


a,  on  eiprime,  de  daox  muièies, 
ppementdo  (s  +  a)". 

indéfinimeot,  trouTer  la  limite  du 
1  du  dAieloppemeiit  de 


b+c]*,  et  las  rapports  limites  des 
me,  lorsque  m  augmente  indéfini - 


«  IT  ;  el  Ira  exposants,  dans  ce 


plus  Kiand  que  2z*,  en  valeur  ab- 
■sque  I"  +  If"  est  dowift. 


Tère  pas  de  cella  du  binôme  ;  elle  a 

vëriScation  directe, 
i  polygone  en  triangles  par  les  dia- 

....  +  PP,P^i  +  P, 


décoQ^osition  peut  ae  faire,  pow 
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On  cherche,  pour  la  premièrOi  de  combien  de  décompositions  fait  partie  chncun 
des  triangles  qui  ont  pour  base  un  même  côté  du  poiygore  ;  et,  pour  la  seconde, 
dans  combien  de  décompositions  entre  une  même  diagonale. 

21.  Si  Ton  considère  une  permutation  de  n  nombres  1,  2,  3f...n,  que  Ton 
dise  qu*il  j  a  dérangement^  quand  un  nombre  est  suivi,  immédiatement  ou  non, 
«i'un  autre  plus  petit  que  lui  ;  prouver  que  le  nombre  total  des  dérangements, 

contenue  dans  les  permutations  de  ces  n  nombres,  est  égal  à  (1.2....n).  ^7"    ■ 

On  prouve  d'abord  que  D.4.t  =  (n  + 1)  D.+  -  P.,  en  désignant  par  D» le  nom- 
bre de  dérangements  relatifs  aux  permutations  des  n  nombres,  et  par  P»  lo 
nombre  des  permutations.  On  en  conclut  : 

D,f|,=  (11+ 1)  (fi  +  2)  ....(n+i))D,+l  [pn  +  2^2^^]  P.^^  ; 

et  de  lÂ,  en  faisant  n=  1^  et  changeant  ensuite  p+ 1  en  n,  on  tire  la  formule 
demandée. 

XIL  Trouver  la  somme  des  carrés  des  coefficients  du  binôme. 

Cette  somme  est  le  coefficient  de  a"^x*,  dans  le  développement  de  (x+a)*". 

XIIL  Cette  somme  peut  être  représentée  par  les  deux  formules  : 

2n.(2n--l)....(n-H)         2.6.10.14....4n— 2. 
1.2.3. ...n         '  1.2....II         • 

« 

prouver  que  ces  formules  sont  équivalentes. 

Application  de  la  méthode  du  n"  65  ;  ou  vérification  directe. 
XIV.  Prouver  que  si,  dans  la  somme  des  n  fractions 

„      l—x  .  (I— g)(a—g)  .         .  (l--g)(o-a;)(o'  — rr)....(a-''— g^ 

a  '     —a    » 
en  fait  ff=a"^  cette  somme  devient  égale  à  n. 

Application  de  la  méthode  du  n*  65. 

XY.  Trouver  la  limite  de  [  1  -f  ^  )   ,  lorsque  m  croît  indéfiniment.  Celte 
limite  est  e".  Former  le  série  qui  la  représente. 
XVL  Prouver  que  la  série 

dans  laquelle  ;t  est  un  nombre  entier,  aînd  que  les  exposants  «i,  «s,...  ««, 


( 


CHAPITRE  m. 

COMPLEHENT  DE  UL  THEOIUE  DES  LOGAUTHIKA. 

g  I.  Des  exposanti  incommensurables. 

M.  EzPOSjjRs  ilicoioammABLis.Kous  avons  expliqué,  dans 
la  première  partie  (3A0),  comment  on  définit  on  nombre  in- 
commensurable, en  disant  quels  sont  les  nombres  oomraensu- 
laUes  pins  |>etils,  et  q«els  sont  les  nombres  eommensurables 
plus  grands  que  lui.  Nous  avons  dit  aussi  (381  et  suiv.)  com- 
ment on  doit  entendre  les  opérations  relatives  à  ces  sortes  de 
nombres. 

Si  Ton  considère  l'expression  a*,  dans  laquelle  x  a  une  valeur 
commensurable,  cette  expression  a  été  définie  (I,  105),  et  ne 

présente  aucune  obscurité  ;  car,  en  supposant  x  égala  —y  m  et^ 

fi  étant  entiers,  on  a  t 

Nous  supposerons  toujo  urs  que  a  soit  positif,  et  nous  ne  con- 
sidérerons que  les  valeurs  réelles  et  positives  du  radical  ;  il  n'y  a 
donc  là  ni  difficulté  ni  ambiguïté.  Si  â?  a  une  valeur  négative 
(  — -  ^)»  A'  est  défini  (I^  88)  par  Téquation 

n  nous  reste  donc  à  définir  a',  torque  x  est  un  nombre  in* 
commensurable,  positif  ou  négatif.  On  doit,  dans  ce  cas,  adop- 
ter la  définition  suivante  : 

a'  €st  la  limite  vers  laquelle  tendent  les  puissances  de  a,  dont 
r exposant  commensurable  s'approche  déplus  en  plus  de  x. 

Cette  déOnition  est  Irès-simpie,  mais  die  exige  quelques  dé- 
veloppements. On  pourrait,  en  effet,  se  demander  si  la  limite 
est  bien  déterminée;  et  si,  quelle  que  soit  la  série  des  exposants 
eommensurables  qui  s'approcbent  indéfiniment  de  x,  la  limite 
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des  puissances  de  a  est  toujours  la  même.  Pour  le  démontrer, 
il  faut  établir  quelques  propositions. 

67.  Théobéme  L  Toutes  les  puissances  commeiisurabtes  cTun 
nonibre  positif  sont  positives.  Celdi  résulte  de  ce  que,  comme  nous 
l'avons  dit.  nous  ne  considérons  que  les  valeurs  positives  des 
radicaux. 

68.  Théorème  II.  Toutes  les  puissances  positives  d'un  nombre 
plus  grand  que  V unité  sont  elles-mêmes  plus  grandes  que  Vunité,  et 
totUes  les  puissances  négatives  sont  moindres  que  l'unUé. 

Le  contraire  a  lieu  pour  les  puissances  d'un  nombre  moindre  que 

funitè, 

■ 

Soit»  en  effety  a  un  nombre  plus  grand  que  Tunitét  et  soit  a* 
une  puissance  positive  de  a;  on  a,  par  définition  : 

or,  a  étant  plus  grand  que  l'unité,  il  en  est  évidemment  de 

même  de  la  puissance  entière  a*,  et  par  suite  de  v  <  "* 

Les  puissances  positives  de  a  étant  plus  grandes  i  ue  l'unitéi 
régalité 

,      I 
a* 

montre  que  les  puissances  négatives,  qui  sont  leurs  inverses, 
sont  moindres  que  l'unité. 

Enfin,  si  l'on  suppose  à  a  une  valeur  moindre  que  runité, 

on  peut  le  représenter  n»  a'  étant  plus  grand  que  l'unité;  on 

aura  alors  : 

a"' 

et  il  est  évident  que  les  valeurs  de  a;,  qui  rendent  a'"  plus  grand 
que  l'unité,  rendent  a*  plus  petit,  et  réciproquement 

69.  Théorème  IIL  Si  x  reçoit  des  valeurs  commensurables  crois- 
santes, Vexpression  a'  varie  toujours  dans  le  rnhne  sens^  eUe  aug* 
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mente,  H  a  est  plus  grand  que  Vuniié;  elle  diminue,  dans  le  cas 
contraire. 

Soient,  en  effet,  p  et  9  deux  yaleurs  commensnrables,  posi* 
tites  ou  négatives,  attribuées  successivement  à  a?;  ou  a  (1, 81)  : 

Or  (9 — p)  est  positif,  puisque,  par  hypothèse,  q  est  plus  grand 
que  p.  Si  donc  a  est  plus  grand  que  l'unité,  il  sera  de  même 
de  a«-';  et,  par  suite,  on  aura  a'f^aP.  Si,  au  contraire,  a  est 
moindre  que  l'unité,  il  en  sera  de  même  de  a"^^  ;  et  Ton  aura 
a*<Ca'.  Donc  a*  augmente,  dans  le  premier  cas,  quand  x  passe 
de  la  valeur  p  à  la  valeur  p  ;  et  il  diminue  dans  le  second. 

70.  Théorème  IV.  On  peut,  dans  l'expression  a*,  donner  au 
nombre  commensurable  x  un  accroissement  assez  petit  pour  que  a* 
varie  aussi  peu  qu'on  le  voudra. 

Soit  m  une  valeur  commensurable  quelconque  de  x\  je  dis 
que  Ton  peut  augmenter  m  d'une  quantité  «  assez  petite  pour 
que  la  différence  (a**^*— a*")  soit  aussi  petite  qu'on  le  voudra. 

On  a:  a'^'*'*=a'''Xa% 

et,  par  suite,  a'^+*—ar=.ar  (a*—  1). 

Or  a*  est  un  nombre  indépendant  de  «  ;  il  suffit  donc  de  prouver 
que  (a*—  1)  peut  être  rendu  aussi  petit  qu'on  le  voudra,  pour 
des  valeurs  suffisamment  petites  de  «. 

Supposons  d'abord  a  plus  grand  que  l'unité.  Quelle  que  soit 
la  valeur  positive  de  a,  a"  sera  toujours  (68)  plus  grand  que 
l'unité.  Pour  montrer  qu'il  en  approche  autant  qu'on  veut,  il 
suffit  de  faire  voir  qu'il  peut  devenir  plus  petit  qu'un  nombre 
quelconque  (1  -)-  e)  supérieur  à  l'unité,  et  que,  quelque  soit  t,  on 
peut  choisir  a^  de  manière  que  l'on  ait, 

a*<l+«.  i. 

Posons,  en  effet,  «=79  les  valeurs  indéfiniment  décroissantes 
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de  a  correspondant  aux  valeurs  indéOniment  croissantes  de  h; 
Tinégalité  précédente  devient  : 

ou,  ce  qui  revient  au  môme  : 

(1  +  e)*<a. 

Or,  les  puissances  entières  de  (1 +«)  forment  une  progression 
par  quotient  croissante,  dont  les  termes  (I,  361}  {»euvent  sur- 
passer toute  limite.  La  dernière  înégaiité  est  donc  toujours  pas- 
sible; et,  par  suite,  la  proposition  est  démontrée,  dans  le  cas 

dea>l. 

Si  a  est  moindre  que  1 ,  on  le  repréeente  par  —, ,  a'  étant  plus 

grand  que  l'unité]  o^  sera  alors  égal  à  -^i  or,  a*^  di£Gérani,  dV 

près  ce  qui  précède,  aussi  peu  que  Ton  voudra,  de  ronitë,  il  en 
sera  évidemment  de  même  de  a\ 

71.  DéFiNmoN  TOGOXJKEusi  DE  (f.  Lcs  théorèmes  qui  pré- 
cèdent sont  indispensables  pour  donner  de  d^  une  définition 
parfaitement  rigoureuse,  dans  le  cas  où  x  est  incommensurable. 
Chacun  d'eux  forme  d'ailleurs  une  proposition  qu'il  serait  indis- 
pensable de  connaître ,  quand  bien  même  on  ne  s'astreindrait 
pas,  comme  nous  l'avons  fait,  à  ne  laisser  subsister  aucune  difS- 
culte  sur  ce  point  important. 

Nous  dirons  :  a*  regréimX^^  pour  une  valeur  incammenturûbU 
h,  attribuée  à  x,  ttn  nombre  compris  entre  les  fxUeurs  de  a',  qui 
correspondent  à  des  exposants  commensurabUs  moindres  qus  h,  et 
ceUes  qui  correspondent  à  des  exposants  commensurabks  pkts  grands 
que  il.  Celte  définition»  analogue  à  celle  que  nous  donnons,  en 
arithmétique,  pour  les  racines  carrées  et  cubiques,  et,  en  algè- 
bre élémentaire,  pour  les  logarithmes,  assigne  à  af  une  videur 
unique  et  déterminée. 

Si  l'on  suppose,  en  effet,  pour  fixer  les  idées,  que  les  valeurs 
de  a*  représentent  des  longueurs  portées,  sur  une  ligne  droite, 
à  partir  d'une  certaine  origine,  les  extrémités  de  celles  qui  cor- 
respondent à  des  valeurs  de  x  moindres  que  h  occuperont  une 
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cttlaine  région  de  la  droite;  les  extrémités  décries  qui  cor- 
respondent aux  valeurs  de  x  plus  grandes  que  h  en  oocape- 
ront  nae  anlre;  et  U  résulie,  des  théorèmes  fi-écidentSj  que  ces 
régions  sont  entièrement  séparées  (W),  et  qiril  ne  peut  exister 
entre  elles  ancun  intervalle  d'étendue  unie  (70),  mais  un  simple 
point  de  démarcalkm.  La  distance,  &  laquelle  ce  point  se  troore 
de  Torigine ,  mesure  a'. 

SU.  L'expression  a*  peut  prenire  toutes  les  valears  positives,  lorsque  a 
est  un  nombre  positif,  plus  grand  ou  plus  petit  que  l'unité. 

72.  Continuité  de  la  fonction  o*.  Nous  venons  de  voir  (70), 
que^,  le  nombre  n  étant  donné,  rexposantx  reçoit  des  accrois- 
sements suffisamment  petits,  Texpression  oT  peut  varier  aussi 
peu  qu*on  le  voudra.  On  dit,  d'après  cela,  que  cette  exprès-^ 
sion  est  une  fonction  continue  de  x;  et  le  mot  continue  exprime 
qu'elle  ne  peut  passer  brusquement  d*une  valeur  à  une  autre , 
sans  être  susceptible  d'acquérir  les  valeurs  intermédiaires. 

75.  L'expression  a'  peut  prendre  toittes  les  valeurs  posi- 
tives. Il  résulte  de  la  continuité  de  V expression  a^,  que,  a  étant 
positifs  et  X  variant  de  —  oo  à  -|-  oo ,  cette  expression  peut  prendre 
toutes  les  valeurs  positives.  Pour  le  démontrer,  nous  distinguerons 
deux  cas» 

1^  a  est  plus  grand  que  Tunitè.  Les  puissances  entières  et  po- 
sitives de  a  forment  une  progression  croissante;  et,  par  suite 
(1, 581),  il  existe  toujours  un  exposant  assez  grand  pour  que  a* 
dépasse  toute  grandeur  assignée  d'avance.  D'ailleurs,  pour  a?= 0, 
a* devient  l'unité;  et,  par  conséquent,  la  fonction  considérée, 
pouvant  être  égale  à  l'unité  et  à  un  nombre  aussi  grand  que 
l'on  voudra,  peut  acquérir,  en  vertu  de  la  continuité,  toutes  les 
valeurs  intermédiaires.  On  voit  donc  que,  a?  variant  de  0  à  -{-  oo^ 
a'  varie  de  1  à  -|-  oo,  et  prend  toutes  les  valeurs  plus  grandes 
que  l'unité. 

Si  Ton  donne  à  x  des  valeurs  négatives,  en  posant,  par 
exemple,  x=^—m^  on  aura  : 

a"* 
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et,  m  variant  de  0  à  +  co,  le  dénominateur  du  second  membn 
prend  toutes  les  valeurs  possibles  plus  grandes  que  Tunité;  et 
par  suite,  la  fraction  prendra  toutes  les  valeurs  moindres  que  1 
On  voit  donc  que ,  x  variant  de — oo  à  0,  a'  varie  de  G  à  1 . 

Il  est  clair,  d'ailleurs,  que  a'  ne  peut  pas  prendre  deux  fois  1^ 
même  valeur;  car  si  l'on  avait,  par  exemple  : 


on  en  conclurait  : 


a'  =  a*'. 


a* 


or,  la  puissance  zéro  d*un  nombre  plus  grand  que  1  est  évidem* 
ment  la  seule  qui  soit  égale  à  l'unité;  et  Ton  devrait  avoir  : 

9^  Si  est  plus  petit  que  l'umti.  Posons  a=-;  a'  sera  plus  grand 
que  Tunité.  On  aura  : 

a 

Or,  diaprés  ce  qui  précède,  x  variant  de  0  à  -f- a>,  a'^  prendra 
toutes  les  valeurs  possibles  supérieures  à  Tunité;  donc  a*  pren- 
dra évidemment  toutes  celles  qui  sont  moindres.  Puis,  x  variant 
de  0  à  —  00,  a"  prendra  toutes  les  valeurs  moindres  que  l'unité  ; 
et,  par  suite,  a*  prendra  évidemment  toutes  celles  qui  sont  plus 
grandes  que  l'unité.  En  sorte  que,  dans  ce  cas  encore,  o^  peut 
prendre  toutes  les  valeurs  positives. 

$  m.  Propriétés  générales  des  logarithmes. 

74.  La  déGnition,  que  nous  avons  adoptée  (I,  572),  pennel 
de  démontrer  les  propriétés  essentielles  des  logarithmes  ;  mais, 
pour  leur  étude  plus  approfondie,  il  est  convenable  de  prendre 
un  autre  point  de  départ  ;  et  nous  adopterons*  une  définition 
nouvelle. 


k* 
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75.  DÉFINITION  DES  LOGARITHMES.  Lorsqu'oD  R  Id  relaUoD 

ar  =  b, 

on  dit  que  x  est  le  logarithme  du  nombre  fr,  dans  le  système  dont 
la  base  est  a  ;  et  on  l'écrit  ainsi  : 

x=logb. 

Tout  nombre  positif  a  un  logarithme,  dans  le  système  dont  la 
base  est  a,  et  n'en  a  qu'un  seul  ;  car  on  a  tu  (75)  que»  quand  x 
crotl  par  degrés  continus  de  — oo  à  -f^i  a*  passe  par  toutes 
les  valeurs  positives,  et  ne  passe  qu'une  fois  par  chacune.  Les 
nombres  négatifis  n'ont  pas  de  logarithmes  réels. 

L'ensemble  des  logarithmes  des  différents  nombres,  corres- 
pondant à  une  même  base  a,  forme  ce  que  l'on  nomme  un 
système  de  logarithmes.  Les  logarithmes  d'un  même  système 
jouissent  de  propriétés  fort  importantes  que  nous  allons  d'abord 
démontrer.  Nous  supposons  toujours  la  base  positive. 

76.  TBÉOKÈtŒ  L  Le  logarithme  du  produit  de  deux  nombres  est 
é^al  à  la  somme  des  logarithmes  de  ces  nombres. 

Soient,  en  effet,  xeiy  les  logarithmes  des  nombres  bel  c; 
on  a  (75)  : 

et,  en  multipliant  ces  deux  équations  membre  à  membre  ; 

donc  {x  4-  y)  est  le  logarithme  de  bc  ;  et  l'on  a  : 

log&c=log&  +  logc. 

77.  Théorème  IL  Le  logarithme  du  quotient  de  deux  nombres 
«i  égal  à  la  différence  des  logarWimes  de  ces  nombres. 

Soient,  en  effet,  a;  et  y  les  logarithmes  de  deui  nombres  b  et  c, 

ona(78): 

a*  =  6,    a*  =  c; 


-'  -'ji  dinsantccsdeaxéqualions  membre  èmeintee; 


log-  =  Iog6— loge. 

3,  THÉORim  lU.  le  ^qanihwx  de  la  puiamnûe  n"*  d'un  nowt-  : 
ttt  égal,  quel  gve  soit  a  (entier  ou  fractimnaîre,  ponlifou  w- 
) ,  ou  prodvix  de  n  par  le  logarilbme  de  ce  twmdre. 

it  X  le  logarithme  de  &  ;  oa  a  : 


,  en  élevant  les  deux  membres  &  la  [uiissance  n  :  | 

;  tas  est  le  logarithme  de  b'  ;  et  l'on  a  : 

logb'=n\ogb. 

héorèrae  comprend  évidemment  le  théorènK  IV  {l,JSSii) 
il  au  logarithme  d'une  racine. 

t.  Théorème  IV-  Dans  un  système  quelconque  de  logariAma, 
té  a  pour  logarWime  zéro,  et  la  base  du  système  a  pour  loga- 
le  [unité. 

1  a,  en  effet,  quel  que  soit  a, 


I.  Théorëue  V.  Lorsque  la  base  d'un  systëme  est  plus  grarvU 
'unité,  les  nombres  plus  grands  que  l'imité  ont  des  logarilhTna 
Ifs,  et  les  nombres  moindrei  que  l'unité  ont  des  logarithmes  ni- 
s.  Le  contraire  a  lieu,  lorsque  la  base  est  moindre  que  tvitili. 

i  a  vu ,  en  effet  (68) ,  que  les  puissances  positives  d'un  nom- 


Tfi 
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bre,  plus  grand  que  j'anité,  sont  plus  grandes  qne  Funité,  et  ses 
poissanees  négftthes  sonl  moindres  que  l'unité.  Le  contraire  a 
lieu  pour  les  puissances  des  nombres  moindres  que  l'unité.  Si 
donc  a  est  plus  grand  que  Tonité,  I*équalîon 

ar=b 

isàge  qne  âP,  c'esf-à-dire  Iog&,  soit  positif  si  6  est  pins  grand 
que  rnmtèy  et  négatif,  dans  le  cas  contraire. 

Si,  au  contraire,  a  est  moindre  que  l'unité,  Téquation 

ar=b 

exige  que  x,  c'est-à-dire  log  &,  soit  négatif,  si  b  est  plus  grand 
que  l'unité ,  et  positif,  dans  le  cas  contraire. 

81.  Remarque.  Les  nombres  négatifs  n'ont  pas  de  loga- 
rithmes; car  les  puissances,  positives  ou  négatives,  d'une  base 
positive,  sont  toutes  positives. 

%  IV.  Identité  des  logarithmes  algébriques  et  arithmétiques. 

82.  Remarque.  Il  est  essentiel  de  démontrer  que  les  loga- 
rithmes, tels  que  nous  les  avons  définis,  ne  diffèrent  pas  de 
ceux  que  l'on  considère  en  arithmétique ,  et  qui  naissent  de  la 
considération  de  deux  progressions. 

85.  Les  logarithmes  algébriques  rentrent  dans  les  sts- 

TÈMEs  considérés  EN  ARITHMÉTIQUE.  Si  l'ou  considèrc,  en  efTet, 

des  nombres  en  progression  par  quotient,  commençant  par 

l'unité  : 

fr  1  :  g  :  ç*  :  ^  :  î*:  g*  : . . .  .g*  :  g"**, 

et  que  l'on  nomme  x  le  logarithme  de  g ,  les  logarithmes  des 
différents  termes  de  cette  progression  seront  (7&)  : 

0,  »,  2a?,  3rD,  ....,  nx^  (n-f-l)a?; 

ainsi  giiand  des  nombres  sont  en  progression  par  qtiotient^  com- 
^it^nçantpcsrVunUi^  leurs  logarithmes  {7 6)  formant  une  progression 
arithmétique  commençant  par  0. 

Si  maintenant  on  insère  on  nombre  k  de  moyens  entre  les 
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défiTii  par  deux  progressions  quelconques  y  satisfait  toujours  à  lô 
définition  donnée  (76). 

Soit,  en  effet,  le  système  défini  par  les  deux  progressions  : 

^  9    Q  *    Q   i  •  •  •  •     Q   9  •  •  •  • 

Of  ô,    2o, ,  •  .  •    T20^..«» 

Posons  9*= Pi    n§=Y, 

Y  étant  le  logarithme  de  p  ;  on  tire  de  la  seconde  de  ces  équa- 
tions : 

et,  en  remettant  cette  valeur  dans  la  première, 

/=P,    ou    (A  =P 

Y  est  donc  l'exposant  de  la  puissance,  à  laquelle  il  faut  élever  la 

base  fixe  gS,  pour  reproduire  le  nombre  P;  y  ^st  donc  le  loga* 
rithme  de  p  pris,  d'après  notre  nouvelle  définition,  dans  le 

système  dont  la  base  est  q^. 

S  y.  Des  divers  systèmes  de  logarilbmes. 

85.  Comment  on  passe  d*un  système  a  un  autre.  Le  nom- 
bre a,  dont  les  puissances  servent  à  former  tous  les  nombres, 
se  nomme  la  base  du  système  de  logarithmes  que  Ton  considère. 
Si  Ton  change  de  base,  tous  les  logarithmes  changent;  mais  il 
est  facile  de  voir  qu'Us  conservent  des  valeurs  proportionnelles^  et 
se  multiplient  tous  par  un  même  facteur^  que  Von  nomme  module 
du  nouveau  système  par  rapport  au  premier. 

Soient  a  et  a'  deux  bases  quelconques,  x  et  x'  les  logarithmes 
d'un  même  nombre  b  dans  les  deux  systèmes,  de  sorte  que  l'on 
ait: 

[1]  a'  =  6, 

[2]  a'"  =  b.  ' 

Alg.  sp.  b.  5 
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baron  écossais.  La  base  de  son  système  est  le  nombre  incom- 
mensuFable  e,  que  nous  avons  défini  (S7).  Ces  logarithmes  se 
nomment  logarithmes  népériens^  et  on  les  désigne  par  la  lettre  L. 
Calkt  les  a  inscrits^  dans  ses  tables,  sous  le  nom  de  logaritlwies 
hyperboliques.  Ce  sont  eux  qui  se  présentent  le  plus  naturelle^ 
nient  dans  l'analyse  mathématique. 
Considérons  les  deux  progressions  : 


Hi  :  i+a:(i+ot)':  (!+«)»: :0+ar: 

•f  0 .     p    .  %p       .     3  p    mp     . 


a  et  p  étant  excessivement  petits,  afin  que  les  termes  croissent 
Irès-lentementy  et  que  Ton  puisse  regarder  tous  les  nombres 
comme  faisant  partie  de  la  progression  par  quotient.  On  peut 
définir  le  système  de  logarithmes^  eu  donnant  la  limite  vers  la* 

quelle  tend  le  rapport  -»  quand  «  et  p  tendent  simultanément 

vers  zéro.  Néper  supposa  cette  limite  égale  à  1.  Dans  cette  hypo- 
thèse, les  deux  progressions  sont  : 


^  i  :  (1  +  «)  :  (1  +«)*  :  (i  +  «)•  : :  (i+«r  : 

^0.       a        .       2a    .    3a         ma     

Si  la  base  est  (1  +  o^}*»  son  logarithme  ma  est  égal  à  l'unité, 

1  /       l\* 

par  suite  a  =  —,  et  la  base  devient  II  A —  )  .Si  a  tend  vers  zéro, 
^  m  \    '  mj 

m  croit  sans  limite,  et  l'expression  (l  -| — j  converge (85)  vers 

le  nombre  e,  base  du  système  népérien. 

87.  Logarithmes  vulgaires.  Les  logarithmes  népériens  ne  se 
prêtent  pas  commodément  aux  calculs  numériques,  parce  que  la 
base  est  incommensurable.  Aussi,  quelques  années  après  la  pu- 
blication de  Néper,  on  construisit  une  nouvelle  table  de  loga- 
rithmes, dits  logarithmes  vulgaires,  dont  la  base  est  10.  Ce  sont 
ces  logarithmes,  dont  nous  avons,  dans  la  première  partie, 
*  expliqué  les  usages  et  développé  les  applications.  On  les  dé- 
signe par  le  signe  log. 


m 


I  appelle  xety  les  logarilhmes  d'nn  même  nombre  daiis 
ae  népérien  et  dans  le  système  vulgaire,  on  a  : 

e-=10»; 

;nant  les  logarithmes  dans  le  premier  système,  on  tire  : 

a!=î/L.10,    on    y=j^<x'- 

pour  obtenir  les  logarithmes  des  nombres  dans  le  syslinu 
I  on  multiplie  les  hgarithmes  népériens  des  mimes  nombres 
yerse  du  logarithme  népérien  de  la  nouvelle  base.  C'est  ce 

—r7.i  que  l'on  nomme  spécialement  moduU  du  système 

.  En  le  désignant  par  la  lettre  M,  on  a  : 

y—Ux. 

1  avait  pris  les  logarilhmes  des  deux  nombres  dans  le 
vulgaire,  ou  eût  eu  : 

a:Ioge=  y. 

M  =  log.e. 

DGABiTHHES  NÉGATIFS.  Ix)rsque,  daos  l'équation 


re  b  est  moindre  que  l'unité,  a  étant  plus  grand  que  1, 
rithme  x  est  négatif  :  car  on  a  vu  (75),  que  c'est  en  fai- 
ier  a:  de  0  à  —  co  ,  que  l'on  fait  prendre  à  a'  les  valeurs 
3S  entre  0  et  l.  Ainsi  :  les  nombres  moindres  que  l'unité 
•garilhmes  négatifs.  Ces  logarilhmes  jouissent  de  toutes 
Hélés  démontrées  plus  haut  (70,  etc.);  car  on  n'a  fait 

aucune  hypothèse  sur  le  signe  des  nombres  considérés, 
rquera  seulement  que  les  logarilhmes  négatifs  ne  sont 
:tement  fournis  par  les  labiés.  .Mais  leur  détermination 

pas  pour  cela  plus  de  difficultés.  Supposons,  en  efïet. 


COMPLEMENT  DES  ÉLÉMENTS  D*ALGÈBRE.  69 

que  le  nombre  b^  plus  petit  que  Tunité;  soit  donné  sous  forme 
d'une  fraction  --,on  aura  : 

log-  =  logm— !ogn=— (logn—logm); 

et,  par  suite,  le  logarithme  négatif  s*obtiendra  par  une  soustrac- 
tion. 

Mais  les  logarithmes  négatifs  ne  sont  d'aucun  usage;  et  il  est 
facile,  lorsque  l'on  en  rencontre,  cle  les  préparer,  de  manière 
que  leur  caractéristique  seule  soit  négative.  On  a,  en  effet,  par 
exemple  : 

—  3,4582764  =  4  —  3,4582764 — 4  =  4,541 7236  ; 

c'est-à-dire  que  Yon  augmente  (Tune  unité  la  caractéristique,  onla 
prend  avec  le  signe — ,  et  l'on  remplace  la  partie  décimale  par  son 
complémerû  (1,411). 


YI.  Résolution  des  éqaations  exponentielles. 

80.  DénrtrriON.  On  ù^^élle  équation  exponentielle  une  équation 

de  la  forme 

€f=b, 

dans  laquelle  a  et  6  sont  deux  nombres  positifs  donnés.  Résou- 
dre l'équation,  c'est  trouver  la  valeur  de  x,  pour  laquelle  elle  est 
satisfaite. 

©0.  RÉSOLUTION  DE  l'équation  «"=6.  Pour  trouver  cette  va- 
leur de  X,  il  suffit  de  prendre  les  logarithmes  des  deux  membres 
de  l'équation.  On  aura  ainsi  : 

a?  log  a  =  log  ft, 
log& 


et,  par  suite,  a;= 


loza' 


'O 


La  base  du  système,  dans  lequel  les  logarithmes  sont  calculés, 
est  arbitraire.  Gela  n'a,  d'ailleurs,  aucune  influence  sur  le  résul* 
iaX  :  car  on  a  vu  (86),  au'en  passant  d'un  système  à  un  autre. 
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pendant  -  d*anBée,  c'estrà-dire  pendant  une  année  entière,  il 

se  moltipliera  g  fois  par  (1  +a?)  ou  par  (1  4'^)*ï  et,  comme  d'ail- 
leurs  îl  doit  devenir  1  +r,  on  a  : 

(l+a;)«  =  î+r; 

d'où  Ton  déduit  :  1  +a?=  (1  +  r)«. 

Et  il  ejt  évident  que  1  franc,  placé  pendant  -  année,  se  mul- 
tipliera par  il'\'xy,  c'est-à-dire  par  (1  -[-  fi«,  et  que,  par  suite, 
une  somme  quelconque  A  deviendra 

A(l+r)S 

ce  qui  est  conforme  au  résultat  énoncé. 

2*  Si  n  est  négatif,  nous  envisagerons  la  question  de  la  ma- 
nière suivante  : 

Une  somme  vaut  aujourd'hui  A;  eîk  est  placée  depuis  un  temps 
indéterminé  :  comltien  valait-elky  ily  an  années? 

Si  l'on  désigne  par  X  la  valeur  inconnue,  cette  somme,  pla- 
cée pendant  n  années,  est  devenue  A;  par  suite,  d'après  ce  qui 
précède  : 

A  =  X(l+r)*, 

d'où  Ton  déduit  :  X  =  A  {l+rT] 

ce  qui  est  encore  conforme  à  la  formule  donuée  plus  haut. 


BtiSUBIÉ. 

66.  Des  exposants  incommensurables.  —  67, 68, 69,  70.  Lemmes  sur  Tes 
puissances  commensurables.  —  Définition  rigoureuse  de  a*,  quand 
X  est  incommensurable. — 72.  La  fonction  a*  est  continue.  —  73.  Lors- 
que œ  varie  de — oo  h  -{-co^a  étant  positif ,  a*  prend  toutes  les  valeurs 
positives,  et  ne  prend  chacune  qu*one  seule  fois.  —  74,  7tf .  Nouvelle 
déÛDÎtion  des  logarithmes.  — 76.  Logarithme  d'un  produit.  —  77.  Lo- 


r 


LIVAE  I. 
quotient.  —  78.  Logarithme  ifaoe  puissance.  — 
K  de  1,  et  logarilbme  de  la  base.  —  80.  Nombres  qui  ont 
B  posilirs,  et  nombres  qui  ont  des  logarithmes  négatir^. 
mbres  Dâgatih  n'ont  pas  de  logaritbmes.  —  82.  fte- 
>.  Si  des  Dombreasonten  progression  par  quotient,  leurs 
Dt  en  prc^ression  par  différence.  Cas  où  l'on  io»èr«  de 
es  dans  lea  prt^ressions.  — 84.  Les  logarithmes,  définis 
tre  partie,  sonllea  mêmes  que  ceux  qui  résultent  de  la 
elle.  —  8tt.  Comment  on  peut  passer  d'un  système  â  on 
..ogarilbmes  népériens  :  leur  base.  —  87.  Ix^arithm» 
module.  —  88.  Logarithmes  négatifs.  —  89.  Définition 
iponeniielle.  —  90.  Résolution  de  l'équation  a'^b. — 
deréqualioaa*':=c.  — BS.  Généralisation  des  formules 
[ueslions  d'intérêt. 


EXERCICES. 

iquailons  : 

«'=11'.       «,=V*' 

équations  ; 

Vlogî/  '        "       ^logq/ 

lualion  : 

4los6  +  al°gll-logT 
Slog3  +  31066— logT+logll" 


[ualion  : 
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*  log(&  +  a) 

V.  Résoudre  l'équation  : 

5*f  I  +  5^2  _  5^8  +  5*-*  =  4739. 

^     ,  ,  ,  log  4739  — log  3146 

On  trouve  :  »=4  +  —2 — -^ — —2 . 

log  5 

VI.  Résoudre  réquation  : 

3j,*-4.4s=i200. 

On  trouTe  :  x=2à=\/    ,      ■-> 

YII.  Résoudre  Téquation  : 

7"— 6. 7'  + 5=0. 

On  ramène  la  résolution  à  celle  des  équations  : 

7'=1,      7'=6. 
YIII.  Résoudre  Téquation  : 


On  trouve  : 


Y  log  a 
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soit  X,  Us  le  seront ,  en  particulier ,  par  â?  =:  0  ;  et  par  consé- 
quent, on  doit  avoir  P»  =  Q».  En  supprimant  ces  deux  termes 
communs,  les  deux  restes  seront  encore  égaux;  et  leur  difle- 
rence  devra  être  nulle,  quel  que  soit  x.  Or  cette  diflérence,  or- 
donnée par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  â?,  a  pour 
premier  terme  (P.^ — Qi.-4}a?.  Si  ce  terme  n'était  pas  nul,  on 
pourrait^  d'après  le  lemme ,  prendre  x  assez  petit ,  pour  qu'il 
donnât  son  signe  à  la  différence  ;  celle-ci  ne  serait  donc  pas 
nulle  pour  cette  valeur  des.  Donc  P»-i=Q»^.  En  supprimant 
les  deux  termes  égaux  du  premier  degré ,  on  verra  de  même, 
que  la  différence  commencera  par  un  terme  du  second  degré 
{P«^f —  0»-n)a?S  qui  devra  être  nul  à  son  tour.  Et ,  en  conti- 
nuant, on  concluera  que  les  termes  doivent  être,  dans  les  deux 
polynômes,  les  mêmes  et  en  môme  nombre. 

9S.  Théorème  IL  Deux  polynômes  entiers  et  rationnelSy  qui  ren- 
ferment un  nombre  quelconque  de  lettres  arbitraires ,  et  indépen- 
dantes Us  unes  des  autres,  ne  peuvent  tire  égaux  y  que  ïils  sont 
composés  identiquemetU  des  mêmes  termes. 

Pour  établir  ce  théorème,  il  suffit  de  montrer  qne>  si  la  pro- 
position est  vraie  pour  deux  polynômes  renfermant  n  lellrcs 
arbitraires,  elle  le  sera  aussi  pour  deux  polynômes  qui  en  con- 
tiendraient (n  + 1).  Considérons ,  pour  cela,  deux  polynômes 
renfermant  (n+1)  lettres,»,  y,  *,  w,  t),....p;  ordonnons-les 
l'un  et  l'autre,  par  rapporta  l'une  de  ces  lettres,  a?  par  exemple; 
ils  prendront  la  forme  : 


[1] 


Ao,  Ai,  Aj,....A«,  Bo,  Bi,  Bi.....B»,  contenant  les  n  variables^ 
y,  s,  u,  t?,....p.  Les  polynômes  [1]  et  [2]  étant  égaux,  quel  que 
soit  a?,  on  doit  avoir  (94)  : 

[3]       wi=n,  A»=Bq,  Ai  =  Bi,  Afl=Br,....A»=Bn. 

Or  le  théorème  est  admis  pour  le  cas  de  n  variables;  donc  les 
égalités  [k]  exigent  que  les  polynômes  Ao  et  B„  Ai  et  Bi,.... 
km  et  B»  soient  respectivement  composés  des  mêmes  termes  ;  et 


par  conséquent,  les  polynômes  [1]  el  [2]  soient  îdeDlique- 
t  les  mêmes. 

g  II.  VérîBcsIioD  de  l'égalilè  de  detu  eipressioDS  algébriqaes. 

t.  Cas  où  toutes  les  quantités  arbitraires  sonr  moÉPEii- 
'ES  tES  UHEs  DES  AUTRES.  D'après  le  théorème  précédeni, 
'vériQer  une  équation  entre  quantités  arbitraires,  il  sufGl 
faire  disparaître  les  radicaux  el  les  dënominaleurs,  el  de 
tater  que  les  deux  membres  sont  composés  identiquement 
némes  termes. 

cela  n'a  pas  lien ,  on  peut  afllrmer  que  l'égalilé  proposée 
;  pas  exacte  pour  toutes  les  valeurs  des  lettres  qu'elle  ren- 
ie. 

r.  Cas  où  les  QUAMirrÉs  arbitrairbs  ne  sont  pas  toutes  ; 
PENDANTES.  Lorsque  l'égalité  n'a  lieu  qu'en  vertu  de  écr- 
is relations  entre  les  lettres  qui  y  sont  contenues ,  il  faut, 
'  la  TëriQer,  exprimer,  au  moyen  de  ces  relations,  un  certain 
bre  de  lettres  en  fonction  de  celles  que  l'on  peut  considérer 
me  arbitraires,  et  substituer  ces  valeurs  dans  l'équation 
losée.  Après  la  substitution,  l'équation  rentrera  dans  le  cas 


S  [II.  AppIicaliOQ  à  quelques  probl&mea. 
t.  Problème  I.  Examiner  rî  les  équations 

itnenl  la  suivante  .* 

1  a  ici  deux  relations  [i]el  [2]  entre  les  six  quantités  e,ei,i^, 
,  T,  ;  on  doit  donc  en  tirer  les  valeurs  de  deux  de  cet  sii 
ililés  eu  fonction  des  quatre  autres.  On  en  tire  de  l'équa- 
[1]: 

_c.(Tt— c) 


]  T=- 
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Oq  tire  de  [2]  : 

ou,  en  remplaçant  f  par  la  valeur  [4]  : 

Ti — ^ 

ou: 

ro  ggi 

[5]  Ti  =  —  r—Tr' 

Ta —  ^ 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  Fégalitê  à  vérifier  [3],  on  a  : 

Yidri— c) 

ce  qui  devient  une  identité,  quand  on  supprime  le  facteur 
(ys  — c}^!  commun  au  numérateur  et  au  dénominateur  du  se- 
cond terme. 

99.  Problème  II.  Examiner  si  Végalité 

ad — bc  ac  —  bd 


[1] 


a— b  — c+d     a — b+c — d' 

entraîne  Végalité 

ac — bd  a  +  b+c  +  d 

L^J  a  — b  +  c  — d"^  4 

Il  faut,  conformément  à  la  méthode  indiquée,  déduire  de  l'é- 
galité [l]  la  valeur  de  l'une  des  quatre  lettres  qu'elle  renferme, 
et  substituer  celte  valeur  dans  l'équation  [2],  qui  doit  alors  de- 
venir identique.   * 

Si  l'on  chasse  les  dénominateurs  de  l'équation  [1],  il  vient  : 

a*d—ad{b-\'d—c)—abC'\-bc{b  +  d—c) 
=  a'c  —  ac{b-^c—d)  — a&d+  bd(b-\-c  — d), 

OD,  en  réunissant  les  termes  en  a,  et  réduisant  : 


"^f?^'^ 


e),  il  Tient  : 


-d)  =  0. 


lation  [2],  elle  devient  : 

î£  +  id 


jaos  les  équations  [3]  el 
résultat  n'esl  donc  appli- 
rences  ne  sont  pas  nulles, 
s  =  6  comme  pour  c  =  d, 
peut,  par  Buile,  eatraloer 


lynome,  loràqn'on  donne  i  ïi 
ThéorËme  sur  les  coadiliom 
une  tetiro  arbitraire.  —  Ei- 
£Ui  polynômes  renfermenl  no 
.  — 90.  Uoyende  vérifier  une 
ires.  —  07.  Caa  on  ces  qunn- 
elationa,  —  88,  89.  Applica- 


7 
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EXERCICES. 

I.  Yérifier  que  les  deux  ^nations  : 

eatraiaent  la  suirante  : 

n.  Yériûer  que  les  deux  équations  :  ' 

1.12 


a 


+  e=2&,      g  +  i=^. 


entraînent  la  proportion  :  h~rf* 

III.  Vérifier  que  le  Tolume^l'un  segment  sphérique  à  deux  bases, 

est  la  àiiTérence  de  deux  segments  sphériques  à  une  base,  ayaut  R  et  r  pour 
T ayons  de  bases,  c'est-à-dire,  qu*U  est  égal  à 

H'  et  W  satbfaismt  aux  conditions  que  la  géométrie  indiqu  i  facilement  : 

p  étant  le  rayon  de  la  sphère. 

On  applique^  pour  ces  trois  exercices,  la  méthode  générale  (99). 

IV.  Yérifier,  que,  si  Ton  a  : 

A_B_C_p 
on  a  aussi  : 

V^+v'564-v'Cc4-v'5d=V^(A  +  B  +  C+D),a  +  &  +  c  +  d). 

V.  Si  Ton  désigne  par  S.,  la  somme  des  m  premiers  termes  d'une  progression 
par  quotient,  dont  4  est  la  raison,  vérifier  que  la  somme  des  produits,  deux  à 

deux,  de  ces  m  premiers  termes  est  -^  Sj.S«.|. 

On  s*appuie  sur  cette  proposition,  que  la  somme  des  produits  deux  à  deux  est 
la  moitié  de  la  dlfférjnce  entre  le  carré  de  la  somme  et  la  somme  des  carrés. 


irtDË  est  It  somme  des  deux  précédents  :  prouver  qae  li 
I  d'un  lerme  et  le  produit  de  ceux  qui  le  cumpreraeal, 
égale  à  l'unité. 

lifférence  a  une  râleur  ■bsolue  constante. 


v-p_v-e'^ 

rotioDuelIe  l'équation  donnée,  et  à  décomposer  s«s  deux 


!'  +1»  =1,        »'<."  + P'P'  +  t't'=0, 

as  suinntes  : 

+  a"=l,  ap  +  «'p'  +  a'p''=Q, 

+  t"=i,         Pï+py  +  PV=o, 

p"p"+ïV-r=»'pv+"''p'V'+  «-^p". 

:es  eiercices,  en  posant  : 
ec*'  +  oiV+»V=*, 

ï«  +1f'ï'  +  TV=Jf, 

r,  de  deux  manières,  en  vertu  des  relations  données, 
en  X,  y,  ».  Pour  li  dernière  vérification,  on  cherdic 
onnéesune  valeur  de  a'«"a"  +  p'p''p''  +  YYV,  qui  Qg 
cban^  a*  en  ^,  s'  en  T  et  p'  en  ^, 
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IX.  I^'équation  — L- + —L- = —Il  _l  — L 

ne  peut  avoir  lieu,  quel  que  soit  «,  que  si  a  et  &  sont  respectivement  égaux   A 
Ot'  et  \/. 

X.  Démontrer  que  Téquation 

a  u! 


ne  peut  avoir  lieu,  quelque  soit  »,  que  si  l'on  a  :  a  =  a',  6=6', 
On  applique,  pour  ces  deux  exercices,  le  théorème  (94). 
XI.  Vérifier  que  les  quatre  équations 

oa,  +  6c  =  Py,         PP'  +  66'=a,(î, , 
a'a,  +  6V=PY,         TY'+cc'=ai6,, 
entraînent  la  suivante  : 

(»,6|Ci=ao'ai  +  66*  6i  +  c€c\ + ahc  -f  a'6'c'. 
On  obUent  ce  résultat,  en  éliminant  p,  p',  y,  y'  entre  les  équations  propo- 


AL6.  sp.  B.  0 


.y 


CHAPITRE  V. 

MÉTHODE  DES  COEFFICIENTS  INDÉTEHHEVÉS. 

100.  DiFiNinoif.  Lorsqu'on  cherche  à  dëtenniner,  d'après 
irtaînes  condilions,  un  polynôme  ordonné  par  rapport  &  une 
ttre  donnée,  la  méthode  la  plus  simple  et  la  plus  naturelle 
insiste  &  écrire  ce  polynôme,  en  laUsanl  indéurminés  ses  coeffi- 
ents  et  quelquefois  son  degré.  Dn  exprime  ensirïte  qnll  salis- 
it  aux  conditions  proposées;  et  l'on  (Client  ainsi  des  équa- 
}ns,  dans  lesquelles  ces  coefGcients  et  ce  degré  entrent  comme 
liant  d'inconnues,  dont  elles  font  connaître  la  valeur. 

Nous  allons  appliquer  celle  méthode  à  la  division  des  palj- 
)mes  et  &  l'extraction  de  leurs  racines. 

S  I.  DivinoD  des  polyDomes. 

101.  Cas  Ot   LA  DIVISION  DOIT  SE  FAIRE  EXACTEHEKT.  Soil  à 

viser  un  polynôme,  de  degré  m , 

A,x-  +  kiOT-'  +  A,a^-'  + +  A., 

ir  un  polynôme,  de  degré  n,  | 

B.a!-+B,«--*+'Bia;"-'  + -j-C.. 

faut  que  le  quotient,  multiplié  par  le  diviseur,  reproduise 
entiquemcnt  le  dividende.  Or,  si  l'on  désigne  par  «  le  degré 
[quotient,  celui  du  produit  sera  (n  +  a)  :  on  devra,  parcon- 
quent ,  avoir  : 

m  =  n+")    ou    a=m — n. 

innaissant  ainsi  le  degré  du  quotient,  et,  par  suite,  le  nombre 
ses  coefûcienls  égal  h.  {«-|-l),  on  pourra,  en  désignant 
acun  d'eux  par  une  lettre  particulière,  effectuer  le  produit  du 
otient  parle  diviseur.  Ce  produit,  étant  du  degré  m ,  sera 
mposé  de  (m  -|- 1)  termes  :  en  les  égalant  aux  termes  corres- 
ndants  du  dividende,  on  obtiendra  (m  -f- 1}  équations  du  pre* 
ler  degré  entre  les  (m — n  -|- 1)  coefQcienls  inconnus.  H  soi-  . 


\ 


\ 
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fina,  fDur  les  détermnier,  derésoadre  (m — »4-  ^)  équations  ; 
les  n  autres  devront  être  satidsiites  d'cièesrmêniesy  et  seront  des 
éqsslîoi»  de  «audition. 

102.  Cas  où  la  division  laisse  un  reste..  Si  l'on  veut  appli- 
qaer  la  méthode  des  coefficients  indéterminés  à  la  recherche  du 
quotient  et  du  reste ,  dans  le  cas  où  la  division  n'est  pas  pos- 
sîble,  la  question  doit  être  posée  de  la  manière  suivante  : 

Trouver  un  polynomey  quî^  mùftiplié  par  le  diviseur,  donne  un 
produit j  dont  la  différence  avec  le  dividende  soit  de  degré  moindre 
que  le  diviseur. 

On  devra,  dans  ce  cas,  égaler  seulement,  aux  termes  corres* 
pondants  du  dividende»  les  termes  de  ce  produit  dont  le  degré 
n'est  pas  inférieur  au  degré  n  du  diviseur  :  on  obtiendra  ainsi 
(m — n-fl)  équations  (les  mêmes  que  si  l'on  cherchait  un 
quotient  exact),  qui  permettront  de  déterminer  tous  les  coeffi- 
cients du  quotient.  La  différence,  entre  le  dividetide  et  le  produit 
du  diviseur  par  le  quotient ,  sera  le  reste. 

103.  Calcul  des  coefficients  du  quotient.  Les  (m — n4- 1) 
équations,  qui  déterminent  le  quotient,  offrent  une  forme  rc- 
marquable,  qui  rend  leur  résolution  très-facile.  Soit,  en  effet^ 


Cx— "+ C4a?"-»-*-f  CjX"-" -•+ . . . .  +  C4a?*»-»"*+ . . . .  +  C, 

le  quotient  inconnu.  En  multipliant  ce  quotient  par  le  diviseur,, 
on  a  évidemment  : 

.B.Ç#D^+(BA4^BiC,)xr-*  +  (B,C,+B,C.  +  BoCOa?^'+ .  - - 
+  (B*Co  +  B»_4Ci  + . .  • .  BiCi-i  +  BoC»)a?— »  + . . . . 

Et,  en  égalant  les  coefficients  de  ce  produit  à  ceux  du  dividende^ 
on  a: 

B«C«=Aa,    BiCo  +  BoCi=A,,    BaCo  +  B4Ci+BoC,=A,, 

B»Co+'B».A  +  ....  +  BiC»^-fB|C*=^A*.... 

La  première  équation  ne  contient  donc  que  Tineonnue  Co; 
G»  étant  conmi,  la  seconde  permettra  de  calculer  Ci,  qui  n*y 
entre  qu'au  premier  degré;  C,  et  Ci  étant  connus,  la  troisième 
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S  n.  ExtracUon  de  la  racine  m"«  d'un  polynomn. 

108.  MéTHODK  GÉNÉRALE.  Soit  le  polynome  : 

A,x' +  AtOJ^* +Aj|X'^» +  ....  + A,  ; 
désignons  sa  racine  m^  par 

Il  faut,  par  définition,  que  l'on  ait  identiquement  : 

{B,af  +  Bia?*+«  +  B,a?»-«4- . . , .  +  B»)* 
=  A,a'+  Aia'-'  +  Ajjf->  +  ....  +  A,. 

Pour  que  les  deux  membres  soient  de  même  degré,  il  fout  que 
Ton  ait  : 

Si  donc  p  n'est  pas  un  multiple  de  m  »  le  problème  est  impos- 
sible. Si  p  est  divisible  par  m ,  le  degré  de  la  racine  sera 

—  :  on  connaîtra,  par  suite,  le  nombre  (— +1  j  de  sescoeffi- 
cients.  On  pourra  élever  cette  racine  à  la  puissance  m"**  ;  on  for- 
mera ainsi  un  polynôme  du  degré  p.  En  égalant  les  (^  +  1) 
premiers  termes  aux  termes  correspondants  du  polynome  donné, 
on  obtiendra  T^-fl  j  équations,  pour  déterminer  les  coeffi- 
cients inconnus.  Les  équations,  qui  expriment  l'égalité  des 
termes  suivants,  devront  être  satisfaites  d'elles-mêmes,  si  le 
problème  est  possible  :  ce  sont  des  équations  de  condition. 

106.  Calcul  des  coefficients  de  la  racine.  Les  (^  + 1  )  équa- 
tions, qui  déterminent  la  racine,  ont  uoe  forme  remarquable, 
qui  rend  leur  résolution  très-facile.  En  effet,  dans  le  développe- 
ment de 

(B.aî*+Bia;^*+B,a?'^  +  . ... +B»aj»-»+. .. . +B«)"', 


oùn  est  égal  à— ,1e  lenne  en  :f  ne  contient  que  B,";  le  terme 

en  Vf-'  contient  B,  à  la  puissance  (m—  1),  et  Bi  au  premier  degré  ; 
le  terme  en  af~*  contient  B* ,  Bi  et  B^ ,  el  cdte  deraite«  înconnae 
n'y  entre  qu'au  premier  degré.  En  général,  Bt  n'entre  dans 
aucun  terme  dont  le  degré  est  supériear  &.(p— &);  et  il  entre  au 
premier  degré  dans  le  coefficient  du  terme  en  af-*.  Par  consé- 
quent, la  première  équation  B,"  =^  A,  fera  connaître  B,  par  nne 
extraction  de  racine  :  B,  étant  connu,  la  seconde  équation  fera 
connailre  B, ,  qui  n'y  entre  qu'an  premier  degré  ;  fi,  et  B,  étant 
connus,  la  troi^me  fera  connaître  B,,  qui  n'y  entre  qp.'an  pre- 
mier dfgré.  Et,  en  général,  la  (fc+l)*"  équation  déterminera  Bt , 
qui  n'y  entre  qu'au  premier  degré;  car,  dansledéreloppemeol, 
il  n'y  a  qu'un  terme  en  af*,  qui  contienne  B*  ;  c'est  le  terme 
mB»a:^»(B,a^)— '. 

Il  sera  facile  d'appliquer,  en  particulier,  cette  méthode  h 
l'extraction  de  la  racine  carrée  d'iin  polynôme. 

$  III.  Application  â  quelques  problèmes. 

IW.  Problème  I.  Ukermimr^  enïfep  eH^^  la  rtlatim  néM' 
sain  smtr  91»  H  trinôme 

soit  diviiiblepar  le  carré  J un  bitume  convenablement  choisi  (x— «)*. 

Si  (*+  p)  désigne  le  quotient  de  cette  division,  on  aura  : 

-«)*Ci-l-p)  =  Ca;'-2aa!4:«>)(«+p) 

-2.)a:'+(-'-2»p)a;+«'p. 

tifiiBt'Ies-dens.ntcinhra  i 

ï ,     o*  ■ —  2ap  :=  p ,     a*p  =  ç. 

eux  dernières  équations,  p  par  sa  valeur 
8,  il  TÏflol': 
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âimÎDant  eoân  <■  entre  ces  deux  équations,  on  a  : 


-<^)'. 


ou    4p»  +  275»  =  0. 


TellvMt  la  conAtlon  cJMicMe'. 


10&  PaoBLÈHB  IL  DMtrraimr  les  tceffiaenu  m  ot  n, 
manière  que  l'expression 


|-3n)a;»  +  (m«+ 6mn)a;— 3m«n, 


toit  un  eufo  jur/bit. 

Il  faut,  pour  cela,  identifier  l'expression  avec  le  cube  i 
binoms'  (ov-j-^))  o'œl-AHlire  arcc 

caqulfirarBÎt  Im  â^iatiom  :. 
m=rf,     — (2mi'+3o)=3o'ùa    m'-j-fimik^Soi*,,   — 3m.V'V 
]<es  dcuxâecaiireïdoDawit: 


t  =  — ^3m»n, 


m'  +  6nm m.* -{-60 

~  av^Sm'o*       3y'9mn'* 


yjv 


a  et  6  étant  ainsi  déterminés,  les  deux  équations  res^' 
sont  des  équations  de  condition.  Si  l'on  y  substitue  à  a  | 
leurs  valeurs,  ces  équations  deriennentr  ' 


ni 

[2]    2m*+3n 
Cl 


(m* +6"/ 


_  3(m*  +  6n)*  v''3ffl^_ (m'-|-6n)' . 


g^'SlmV         ~   sJ'àTn' 
it  le  dénominateur  de  cette  dernière,  et  réduisant, 
mf— 6nm'+8n?  =  0, 
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Oatire  de  là.  Dour  valeur  unique  de  n, 


isUtuée  dans  l'équation  [l],  la  rend  identique, 
nandée  se  réduit  donc  à  la  relation  [3].  Et  le 
isé  est  alors,  comme  on  s'en  assure  Eacilement, 


les  coefficients  indëtemiinés  s'applique  anx  questions 
1  vent  déterminer  no  polynôme,  d'après  certaines  con- 
ApplicBtion  de  celte  mélbode  à  la  théorie  de  la  division, 
dJTlsion  se  (ait  eiactement.  —  102.  Cas  oEi  l'on  a  à 
nt  et  le  reste.  —  105.  Toutes  les  équations  que  l'on 
it  du  premier  degré  à  une  inconnue.  —  104.  Applies- 
le.  —  les.  Application  de  la  méthode  à  la  rccbercba 
d'un  polynôme.—  106.  Les  équations,  que  l'on  a  à 
toutes  du  premier  degré  à  une  inconnue.  —  107, 
i  de  Is  méthode  des  coeffidents  indétermlnéa  &  la  solo- 
problèmes. 


EXEnCICES. 

Mata,  pour  que  le  poljnoijia 

ynome  eaUer  par  rappoil  à  «. 

ondition,  pour  que  lepolynome 

Ay'  +  Bï«  +  C«'-(-Dv  +  E»+F 
ux  eipressioDs  du  premier  degré  en  «  ely. 
(BD— 2AK)'=(B'— UC](D'-4Afî. 
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m.  Décomposer,  de  celle  DMaiÈrs,  le  potynoroe 

2*"— aHï-llï'-*+34v-3.   . 

OolronTe  :  {!T+tf-3)  (ï-Uy+l). 

IV.  Ueitre  l'eipressiou  4[x'+*'  +  i'+x  +  l)  sous  la  forme  de  la  dilTjn 
des  carrés  de  deux  polynômes  du  second  degré,  enlicn  par  rapport  i  x. 

On  irooTe:  (îi'+a+  !)'— 5x>. 

V.  Diterminer  les  condilions  pour  que  l'eipression 

(!-«)'  +  (V-P)'-  kiafy'  +  l^»-o'J>) 
jùîllecirré  d'un  polynôme,  du  premier  degré,  en  «  et  y. 

Si  a>b,  il  liaiu  que  l'on  ut  :  li^^,«=±^o'— b',p=0,etlepolyni 
Mt  le  «rré  ds  a±:~ • 

SI  a<(i,  il  faut  que  l'on  ait  :  1'=^,   a=0,   p=±Vl»'— o';  et  1»  ; 


nome  est  le  carré  de  6±= — r — • 

VI.  Heure  (A«» + ÎBiï  +  Ci")  sous  la  forme  («  +  pif)'  +  {■(*  +  îy)'.  Ceb  e 
loujours  posûbleT  ï  a-t-il  plusieurs  solutionsî 

II  y  a  une  infiniti  de  solutions.  Pour  qu'elles  soient  réelles,  il  faut  qu'on  i 

A>0,    OO,    AC>B>. 

YII.  Hettre  {Ai'  +  SBa'y +  31>b'  +  Dv»)  wus  la  forme  [aai  +  pB)'  +  (Ti+i 

Aprîs  aToir  identi&é  les  deui  polynômes,  on  prend  une  inconnue  auxili: 
ij=aî_pY;  on  calcule  les  eipressions  AC— B',  BD— C,  AD— BC,  et  ei 
(iD-BC)'  — 4{AC— B^lBD-P)  :  cette  dernière  e«t  égale  à  u»,  et  (ait  c 
uEtre  a.  Les  aalret  Ibot  connaître  a^,  pS,  et  ccS  +  ^.  On  en  tira  Tacileii 
•■P.T.i. 


LIVRE  II. 

THEOBIB  DE&<DËAIVÈES. 
CHAPITRE   PREUIER. 

CALCm.  DES  DËIUVËES  DEfl  FOITCTlOIVa  EXPUCITKB 
D1JNE  SEULE  VAHIABLE. 


S  I-  Notiou  préliminaires. 

100.  DéPiinTiONs.  Lorsqu'une  variable  y  dépend  d'une  aulre 
Tïriable  x,  de  telle  sorte  qu'àcHaçne  valeur  donnée  arbitraire- 
ment à  V,  corresponde  une  Taleur  unique  et  déterminée  de  y, 
on  dit  que  y  est  une  fonction  de  a;  :  et  Yim  indique  celte  dépen- 
imce  parlé  symbcricr 

la  quantité  x  se  nomme  la  variabk  indêpmdante,  parce  qu'on 
peul  lai  donner  arbitrairement  toute  espèce  de  valeurs. 

Lorsque  la  variables  recpit  deux  valeurs,  o-eto.  -{-  h,.h  est 
l'acaoissemeat  donné  &  la  variable;  la  fonction  prend  deui  va- 
ieBreairpesponâante9/'(a)et/'Co+A);et  la  différence,  positive 
on  négative, /"(a+A) — f{à),  se  nomme  raccrowjmMnl  corres- 
pondant de  la  fonction. 

I^  fonction  est  confirme,  lorsqu'on  peut  donner  à  A  une  valeur 
assez  petite,  pour  que  l'accroissemenl  de  là  fonction  soit  aussi 
petit  qu'on  le  voudra.  On  ne  s'occupe,  dans  tout  ce  livre,  que 
des  fonctiom  conlioues. 

HO.  DivELOPPBMENT  d'ume  forction  ehtièab  /"{aî+A), 
sDiviBTiîESTDissAKCEB  DE  h.  Si,  duis  UD  ptdjnonie,  entierpar 


rapport  à  une  lettre  x,  et  que  noas  représenterons  générale 
ment  par 

f{x)  =  A,ar  +  A,af^'4  A»i!— »  + ....  +  A,a:—  +  ....  +A., 

in  remnlace  x  par  is  -j-  A,  le  résultat  de  celte  subslîtQtion  est  : 

A.(a;+Ar+A.(a;+A)— +..„+A.{a;+A)-"+....+Aj 

jëveloppe  chaque  terme  par  la  formule  da  binôme,  el 
lonne  suivant  les  puissances  ascendantes  de  h,  cellfi 
1  devient  : 


h+m(m-l)A,i— 
+  (m-l)(m-ï)A,i' 
+  (m— a){m-3)A,i' 


-+...+«:»-i)...iii.i 


ses  indépendants  de  h,  ceux  auxquels  se  réduit  l'ei- 
lour  A=  0,  forment,  comme  cela  devait  être,  le  poly- 
posé  lui-même.  Le  coelBcienl  de  A,  polynôme  du  degré 
ir  rapport  à  x,  se  nomme  la  dénvée  du  polynôme  pro* 
lorsque  le  polynôme  est  représenté  par  /"(a;),  la  dérivée 
habituellement  représentée  par  /"(a:).  Le  coeflicienlde 
ynome  du  degré  (m — 2),  est  la  seconde  dériva  du  po- 
)n  la  désigne  par /"(«).  De  même  les  coefScieEls  de 

■y-â >  polynômes  dont  le  degré  est  de  moins  en 

iTé,  sont  la  Uvisième, ...  la  m"  dérivée  du  polinome, 
réseutent  par  f"{x)...,r{x).  D'après  ces  notalions, 
ipement  s'écrira  : 


h}=ax)+hnx)+-^ri<B)-{-T 


^rc«)+-" 


r  (*)+■■ -+7 


7 /--(*)+ r 


-r(4 


1.2...(m— l'       ^  '^1.2.. .m' 
des  polynômes  r(«):  /*(«},/"(«)••••  rW,»'^^"'' 
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do  précédent,  d*après  une  même  loi  qui  est  fort  simple.  Si  Ton 
examine,  en  effet,  le  polynôme 

f  (a:)=mA.ar-*  +  (m— l)Aia?"^«+(m— 2)A,ar-«+.. .  +A«-,, 

on  reconnaît  immédiatement  qu't'I  faiU^  pour  le  former j  diminuer 
iune  unité  Vexposanl  de  chacun  des  termes  de  f  (x),  et  multiplier  le 
coefficient  par  Vexposant  non  encore  diminué.  L'inspection  des 
polynômes  f  {x)/f''{x)^..n^  montre  que  chacun  se  déduit  du 
précédent  suivant  la  même  loi  ;  en  sorte  que  f  (x)  est  la  dérivée 
de  f  (x),  fi^)  celle  de  f{x),  et  ainsi  de  suite.  Et  c'est  pour  cette 
raison,  que  f  {x)  est  dite  la  seconde  dérivée  de  /  {x) ,  que  f  (x)  est 
dite  la  troisième  dérivée^  et  ainsi  de  suite. 

Chaque  dérivée  est  de  degré  moindre  que  la  précédente  ;  en 
sorte  que  la  tu"*  dérivée  d'un  polynôme,  de  degré  m,  est  con- 
stante, et  qu'il  n'y  en  a  pas  de  (m+ 1)™. 

lit.  Propriété  de  la  dérivée  d'une  fonction  entière.  La 
définition,  que  nous  avons  donnée  de  la  dérivée,  ne  s'applique 
qu'aux  polynômes  entiers  et  rationnels  ;  mais  nous  allons  en 
déduire  une  propriété  importante,  que  nous  prendrons  ensuite 
pour  déSnition  ;  ce  qui  permettra  d'étendre  la  notion  de  dérivée 
aux  expressions  d'une  autre  forme. 

On  a  (tiO),  en  désignant  par  F  (x)  un  polynôme  entier  par 
rapport  kx: 

f(x+h)^¥{x)+hr{x)i-^^r(x)+...-\^j^^^ 

on  en  conclut  : 

Si,  X  restant  fixe,  on  fait  tendre  h  vers  zéro,  le  second  membre 
a  évidemment  pour  limite  F'  {x)  ;  il  doit,  par  suite,  en  être  de 
même  du  premier;  et  l'on  a,  par  conséquent  : 


r(a»=]iml^±lît=I^, 


résultat  que  l'on  peut  énoncer  ainsi  : 
La  dérivée  d^vn  polynôme  F  (x)  est  la  limite  du  rapport  de  Vac^ 


«roùw»KMP(KH-b>— iF(x)  decâfolymane  à  [^cnmumnt  h ie 
la  variable,  lorsque  ce  dernier  accrMsmneiil  diminue  de  pite-a 
plus. 

lis.  Nouvelle  définition  de  la  dérivée.  C'est  la  propri^L. 
précédente,  qui  sera  dorënavailt  prise  par  nous  poctr  définitimiJ 
Nous  dirons  :  I 

Ontwmme  dirwie  ff we/metwn  contémte gaaiconque  la  lùnife, 
vsrs  laqveiie  tend  ie  rappmt  de  Cmccroissanent  dfcMe  /îMdtnà 
raocnÀiBemeni  da  la^3a^iahk,  fptandcedenàerUnâwersîén.  C«llf 
d^itaitkm-s'appUqne,  d^ptès  œ  quiipréeède,  eux'foBClioBâtn- 
lières  :  elle  permet,  en  antre,  d'étendre .kinotMniie'Etéritfcà 
une  roncliim  quelconque. 

On  peut  demander,  si  une  fonction  continua  quelconque  [[î) 
a  une  dérivée.  Nous  répondrons  d'abord,  qu'en  fâîl,  nous  allons 
tcoOTcr,  âtm  tes  paragra^es  Ennanlft,  tesdtanées'tlesfïind-. 
pales  ranctions;  ce  qui  démontreiB  leor  esirience  à-pMeriari. 
Nous  ajouterons,  d'aîHems,  ^ae  la  -fimetisii  -étaitt  continnr, 
l'équation  'y  =  f^)  représente  une  courbe  {daiK  'CHtinue, 
rapports  A  deux  axée  rectangnlaires;  «t  l'on  dânontre,  ts. 
géométrie  analytique,  que  la  dérivée  rcfirfeseiite.la  ttngente 
trigonomélriqae  de  l'angle  que  blt,.awc  l'axe  Qz^la  langenteà; 
la  courbe  au  point  (x,  y).  Gomme,  en  chaque  point,  une  cooriie 
continue  a  une  tangente  bien  déterminée,  la  fonction  admet 
une  dérivée. 

La  dérivée  d'une  ronction  est  une  nouvelle  fonction  qniadmel 
elle-même  une  dérivée  :  c'est  la  dérivée  seconde.  La  dériféede 
celle-ci  eât  la  troisième  dérivée  ;  et  ainsi  de  suite. 

Nous  commencerons  par  faire  connaître  les  dérivées  de  deui 
fonctions  trës-simples,  a'  et  log  x. 

SIL  Dérivées  de  a*  et  de  log  z>. 

•  ■  "   "-"rivée  se  o".  La  dérivée  de  o"  ,esl,  par  définition,  l.i 
apport 

A      • 
tendversiéro. 
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Or,  on  a  éridemmeot  : 

o**'— a*=o-(o»  — 1). 

II.  faut  donc,  pour  obtenir  la  dérivée,  cherdier  la  litnKe  da 
rapport 

.a-(a*-l) 
h 
Posons  : 

a--l  =  i. 
n 

Lorsque  h  est  trie-petil,  a*  diffère  très-poi  de  l'onilé  (73)  ;  el^ 
par  suite,  n  est  très-grand.  Lorsque  h  tend  vers  zéro,»  tend 
vers  l'inÛDÎ.  On  déduit  de  cette  relation  ; 

«■=i+i. 

Prenant  les  logarithmes  des  deux  membres,  il  vient  : 
ftloga  =  log(l  +  i). 


logo 
Xe'rappoil  devient,  d'après  cela  : 


d'où  ,     - 

logo 


l+i)     „iog(i+i) 


loga 

Le  numérateur  ne  contenant  pas  n,  il  suffît  de  chercher  la 
limite  du  dénominateur.  Or,  ou  a  : 

»iog(.  +  l)=iog(a.+  i)-, 
njmgnipn^p.^  inj^finiiM^nt,  M  -|--\  tend  Tcis  6;  el,parfliUe, 


-;«. .  Jfyj^f-V  ^' 


log  (l  +  -)  a.  pour  limite,  log  e;  l'expression 


a*loga 

'        7 ÎV 

log  (l+i) 

tend  donc  vers  -; :  telle  est  donc  la  dérivée  de  a*.  Ainsi  : 

loge 

On  peut  remarquer  que  la  base  du  système,  dans  lequel  sool 
pris  les  togarilbmes,  n'a  pas  été  définie;  mais  le  choix  de  celle 

base  n'a  aucune  influence  sur  le  résultat;  carie  rapport  i^ 

ne  dépend  pas  (83)  de  Is  base  du  système  considéré.  Si  I'od 
suppose  que  les  logarithmes  sont  pris  dans  le  système  népérïcD, 
log  e  =  t  ;  et  la  dérivée  s'écrit  : 


Ainsi  la  dérivée  tU  la  fonction  exponentieUe  s'obtienl,  m  multipliant 
cette  fonction  par  le  logarithme  népérien  de  la  baie. 

Si  l'on  considère,  en  particulier,  la  fonction  s",  U  =  l;  et 
par  suite  la  dérivée  de  ^  est  la  fonction  elle-mêtne  : 

[3]  [e-y=e-. 

E  DE  LOG  X.  La  dérivée  de  log  s  est,  par  défini- 
le  l'expression 

log  (a;  +  A)— log  j 
h  ' 

vers  zéro. 

f  A)-loga  =  log  (^)  =log  (l  +1) 

og(a;+M-lQga;_'"g('+i) 
A Â 

de  telle  sorte  que,  h  tendant  vers  zéro,  n  tendra 
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vers  co  ;  il  viendra  h=-;  et  l'exprcssioa,  dont  od  cher 
limile,  deviendra  : 

n 
Or,  on  a  va  (113),  que,  n  tendant  vers  co ,  log  (l  + 

pour  limite  log  e.  La  limite  de  -  log  (  1  -f-  z)  est  donc  — = 

représente,  par  conséquent,  la  dérivée  de  log  x, 
Ainsi 

en  désignant  par  M  le  module  du  système  dans  lequel  e 
le  logarithme  de  x. 

Si  la  fonction  est  le  logarithme  népérien  de  x,  M  =  1  ;  i 
suite,  la  dérivée  de  Us  est  : 

[5]  (f^y=l- 

AprÈs  avoir  lait  connaître  les  dérivées  des  deux  ronctioc 
simples,  log  x  et  a',  nous  allons  établir  quelques  règles 
raies,  qui  nous  permettront  d'obtenir  les  dérivées  d'expre 
plus  composées. 

S  m.  Règles  générales. 

IIB.  D^vÉE  d'une  sohue.  Si  u,  v,  w,  sont  des  foncli 
X,  dont  les  dérivées  u'  v'  w'  sont  connues,  la  somme 

U+T  — w 

aura  pour  dérivée  la  somme 

u'  +  v'-w' 

En  eflél,  si  nous  désignons,  en  général,  l'accroissement 
Alc.  sp.  B.  'i 


le  signe  &  placé  devant  la  lettre  qnï  la  représente, 
[  à  la  variable  x  un  accroiseement  Ix,  les  fooctioDs 
idront,  respectivement,  des  accroissements  Au,  An, 
aissement  de  la  somme  (w-|-  v  —  w)  sera  éTldem- 

e  cet  accroissement  à  l'accroissement  iv  de  la  ts- 


Aw  ,   àv ^. 

inséquent,  pour  limite  : 

tt'  +  tJ'  — u/, 

voulions  le  démontrer.  On  a  donc  : 

(u-j-w  —  w)'  =  u'-\-v'  —vf, 

mnoN  d'ube  roNcnon  de  rONcnoN.  On  nonnne,  en 
:tion  explicite  d'une  variable  le  résultat  d'opérations 
,  exécutées  sur  celle  variable.  Ainsi,  par  exemple: 


clions  de  x;  le  nombre  des  opérations  successive- 
ées  pouvant  d'ailleurs  -être  aussi  grand  qu'on  le 

gne  par  u  une  fonction  quelconque  de  la  variable  f, 
(écute  des  opérations  sur  la  quantité  «,  considérée 
léc,  le  résultat  de  ces  opérations  sera,  d'après  ce 

une  fonction  de  u;  et,  comme  «  est  elte-mèine 
de  X,  ce  résultat  se  trouve  une  fonction  dt  fonction- 
entendu,  qu'en  remplaçant  u  par  son  expression  eo 
lire  immédiatement,  d'une  fonction  de  fonctioDi 

ordinaire. 

sidéré  comme  une  fonction  de  fonction,  le  cube  de 
e  une  foncUon  simple,  s". 
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2*  loga*=a?loga 

peut  être  considéré  comme  une  fonction  de  fonction^  le  loga- 
rithme de  la  fonction  a',  ou  comme  la  fonction  simple  du  pre- 
mier degré,  x  log  a. 

Lors  même  que  des  réductions»  analogues  aux  précédentes» 
ne  s'effectuent  pas,  rien  ne  distingue  essentiellement  une  fonc- 
tion de  fonction  de  celles  qui  dépendent  directement  de  la  va- 
riable principale» 

117.  DÉRIVÉE  d'une  roNcnoN  de  fonction.  D'après  les  défi- 
nitions qui  précèdent,  si  Ton  désigne  par  u  une  fonction  f  (x) 
de  la  variable  x,  et  par  w  une  fonction  ^  (u)  de  la  variable  u,  w 
sera  une  fonction  de  fonction  définie  par  les  équations  : 

u  =  <f{x)j    w=^{u). 

Nous  allons  montrer  que,  si  les  fonctions  ^  et  ^  sont  de  telle 
nature,  qu'on  sache  prendre  leurs  dérivées  par  rapport  à  la  va- 
riable dont  elles  dépendent  immédiatement ,  on  pourra  former 
la  dérivée  de  w  par  rapport  à  x. 

Supposons,  en  effet,  que  Ton  donne  à  a?  un  accroissement  Aâr, 
et  qu'il  en  résulte  :  pour  u,  un  accroissement  Au  ;  pour  to,  un 
accroissement  Au;  ;  on  a  identiquement  : 

Aw Aw  Au 

Ax      Au'Aoj' 

Or,  Ax  tendant  vers  zéro,  ^  et  r-ont,  pour  définition,  pour 

limites  respectives,  les  dérivées  de  u?  et  de  u  par  rapport  à  x. 

A4/) 
Quant  à  -r-,  bien  que  u  ne  soit  pas  une  variable  indépendante , 

mais  une  fonction  de  â?,  dont  les  variations  dépendent  de  celles 
de  s,  cette  expression  a  pour  limite  la  dérivée  de  w  par  rapport 
à  u  ;  car  rien,  dans  la  définition  de  la  dérivée  d'une  fonction,  ne 
particularise  la  manière  dont  l'accroissement  de  la  variable 
tend  vers  zéro.  En  désignant  donc  les  dérivées  de  w  par  rap- 
port à  a?  et  par  rapport  à  u  par  w'  et  par  ^'  (u),  et  celle  de  u  par 


9Î6410 


a  par  f'(x),  et  en  se  rappelant  que  la  limite  d'an  pro- 
;ale  au  produit  des  limites,  on  a  : 

to'  =  f{u)Xf'{a:); 

ueTon  peut  énoncer  de  la  manière  suivante  : 

vie  d'une  fonction  de  fonction  est  U  produit  det  dirwéa 
ms  simples  qui  la  composent,  prises,  chacune,  par  rapport 
ble  dont  la  fonction  dépend  immidiatemetU. 

XEUPLES.  ï'  CousidéroDs  la  fonction 

{^^ 

re,  supposons  que,  dans  la  formule  qui  précède,  oa 


irmer  la  dérivée  de  cette  fonction  de  fonction ,  il  but, 
n  Va  vu,  prendre  la  dérivée  de  u'  par  rapport  à  u,  qui 
;tla  multiplier  parla  dérivée  dea^  par  rapport  kx, 
re  par  îx;  cette  dérivée  est  donc  3u*x,îx,  ou,  en 
n(  u  par  sa  valeur  : 

précisément  le  résultat  qu'on  aurait  obtenu  (110),  en 
m  la  fonction  de  (onction  par  la  fonction  simple  s*, 
udérons  encore  la  fonction 

logit», 
re,  supposons  : 

u  =  a^;    ui  =  log  u. 

ivée  de  cette  fonction  de  fonction  est  le  produit  de  ix^, 


:  par  conséquent,  & 

Sa:*loge_5lose. 
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c'est  précisément  ce  que  l'on  aurait  trouvé,  en  remarqui 

logi'=5loga!; 

car  la  dérivée  de  5  log  x  est  éTÎdenunenl  égale  à  cinq  foii 
rivée  de  log  x. 

Les  deux  exemples  précédents  ont  été  choisis  de  ma 
fournir  un  résultat  qui  fût  connu  à  l'avance  ;  mais  on  i 
que,  dans  un  grand  nombre  de  cns,  la  règle  des  foncU 
Tonctions  conduira  à  des  résultats  entièrement  nouvea 
qu'il  serait  difficile  d'obtenir  autrement. 

Cherchons,  par  exemple,  la  dérivée  de  e^,  en  posant  ■ 

ar*=u,    10  =  6". 

On  voit  que  la  dérivée  demandée  est  le  produit  de  Sx,  i 
de  u  par  rapport  à  x,  et  de  e",  dérivée  de  «*  par  ra'ppo 
elle  est,  par  conséquent,  égale  k 

tld.  GéNéRALisATion.  On  peut  généraliserla  règle  de 
lions  de  fonctions,  et  l'étendre  à  des  expressions  qui  dép 
de  la  variable  x  an  moyen  de  plusieurs  fonctions  intermét 

Posons,  en  effet  : 

«=?(»),    «==>Ku),    w=fiv),    *=P(«)); 

et  cherchons  la  dérivée  de  x  par  rapport  à  x .  Soit  ix 
croissement attribuée  à  x',  et  soient  Au,  \v,  Au>,  &z,  les  s 
semenls  qui  en  résultent  pour  u,  v,u>,z;  on  a,  identiquf 

A; Aï  Aiii  Ati   Au_ 

ix     Aw'Aw'Au'iaj' 

et  l'on  voit  que,  si  As  tend  vers  zéro,  le  premier  mem 
pour  limite,  la  dérivée  de  i  par  rapport  JL  x,  et  les  factf 
second  tendent  vers  les  dérivées  des  fonctions  z,  w,  v, 
rapport  aux  variables  dont  elles  dépendent  immédia(em< 
en  conclut  que  la  dérivée  de  z,  par  rapport  à  x,  Ml  eiicore 
duU  obtenu  en  mvllipliant  ks  dérivéei  de*  diverses  foticlioi 


'laame  par  rapport  à  la  varùd)U  dota  la  fonction  àè- 
temenl.  Ainsi  : 

z'=p'(«))x^{e)x•^'c«)xï'(*). 

vis  D'un  PRODUIT.  Soient  u,  v,  w des  fonctions 

uelconque,  et  X  leur  produit,  dont  on  demande  la 


ji^u.ii.w..,.; 

!&  logarithmes  des  deux  meuibres,  il  vient  : 

Iogz  =  log«  +  ]ogr  +  logtp +....; 

nd  les  dériîées  des  deux  membres,  on  a,  en  appli- 
e  des  fonctions  de  fonctions  (117),  et  en  désignant 
w',..,.\es  dérÎTëes  dez,  u,  v,  w...,; 

uit: 

i^^+l  +  '^+ 

3liant  les  deux  membres  par  x  ou  par  umo....: 

=  ÎJ«Î....U'  -j-ttW....w'  +  «(î....to'+.... 


rivée  d'un  produit  est  la  somme  des  produits  oWfliiu 
t  successivement  la  dérivée  de  chaque  faettur  par  le 
s  les  autres. 

ur  est  constant,  sa  dérivée  est  nulle ,  et  le  tenre 
it  manque  dans  la  dérivée  du  produit.  Ainsi  la  dé- 
st  Au'. 

ris  D'un  QuonsitT.  Soient  u  et  «  deux  foncUoDS  de 
LOtient,  dont  ou  demande  la  dérirée.  On  a  ; 
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En  prenant  les  logarithmes,  il  vient  : 

log  J5 = log  u  —  log  o  ; 

et,  si  l*on  prend  les  dérivées  des  deux  membres,  cette  équation 
donne,  en  adoptant  les  mêmes  notations  que  précédemment  : 

d'où  l'on  déduit  : . 

___-  -       vu' %l\)' 

ou  [10]  ^'=___. 

Ainsi  la  dérivée  (ïun  quotient  s  obtient^  en  multipliant  le  dénomir 
nateur  par  la  dérivée  du  numérateur,  puis  le  numérateur  par  la 
dérivée  du  dénominateur^  et  en  divisant  la  différence  des  produits 
par  le  carré  du  dénominateur, 

122.  Déhivée  d'une  puissance.  Soient  u  une  fonction  de  x^ 
et  m  un  exposant,  entier  ou  fractionnaire^  positif  ou  négatif; 
désignons  par  z  la  puissance  ii*,  et  cherchons-en  la  aérivée  ; 
on  a: 

Sn  prenant  les  logarithmes,  0  vient  : 

log  z = m  log ti; 

et  si  l'on  prend  les  dérivées  des  deux  membres,  on  aora,  en 
adoptant  toujours  les  mêmes  notations  : 


!^V  =  «!2£f„'; 


z  U 


Z 


d'Où  Ton  déduit:  «'^tn^u'; 

u 

ou   [11]  ^  =  mtt— V. 

Ainsi  la  dérivée  d'une  puissance  d^une  fonction  /obtimt  en  mul» 
lipliant  la  dérivée  de  la  fonction  par  V exposant  et  par  une  puissance 
de  la  fonction  prise  avec  un  exposant  inférieur  d^une  unité. 


104  LIVRE  H. 

Behabqve  I.  Dans  le  cas  où  m  est  entier,  cette  règle  pourrait 
se  déduire  du  théorème  des  fonctions  de  fonctions  :  car,  u  étaot 
une  fonctioo  de  x,  u*  est  une  fonction  de  fonction  ;  et  l'on  a  ta 
(HO)  que  sa  dérivée,  par  rapport  &  u,  esl  mu*~*. 

BxiuRQUE  IL  Si,  dans  la  formule  précédente,  on  suppose 
u  =  dî,  on  obtient  la  dérivée  de  ic*>,  et  l'on  voit  qu'elle  est  nu^^  : 
celte  dérivée  s'exprime,  par  conséquent,  par  la  même  foroaul^, 
que  lorsque  m  esl  entier. 

CoROLLAUtE.  Si  <  =  v'û,  on  écrit  : 


et  appliquant  la  règle  précédente,  ou  a  : 


ou    [12]  ^'  =  ZT' 

Ainsi  la  dérivée  de  la  racine  carrée  (Tune  fonction  s'obtiml  en 
divisant  la  dérivée  dt  la  fonction  par  le  double  du  radical. 

183.    DÉRiTés  DE  u*.  Considérons  enfin  l'expression    plos 
composée,  dans  laquelle  l'exposant  est  lui-même  fonction  de  la 
el  cherchons  la  dérivée  de  u*,  u  et  v  désignant  deux 
aelconquËS  de  x. 

B,  en  prenant  les  logarithmes  : 

Iog«=fllogu; 

prenons  les  dérivées  des  deux  membres,  en  applî- 
;Ie  donnée  pour  la  dérivée  d'un  produit,  il  vient  : 


duit; 

\loge  ^u   I 
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Exemple.  Si  Ton  ^ose  v^^x^  u=:x^  la  fonction  «devient  rr«, 
et  la  dérivée  est  : 


af 


(m+ ') 


124.  Appucations  des  règles  précédentes.  Les  règles  pré- 
cédentes permettent  de  former  la  dérivée  d'une  fonction  algé- 
brique donnée,  quelque  compliquée  qu'elle  soit  ;  nous  en  don- 
nerons quelques  exemples. 


!•  Trouver  la  dérivée  de  la  fonction,  y = v^i  -|-a?*. 
On  pose:  l+a^=u, 


et  Ton  trouve  (117, 128): 


)/l+a^ 


2«  Trouvée  la  dérivée  de  la  fonction  y  «  rr-T — rr. 

Nous  pouvons  considérer  cette  expression  comme  une  frac** 
tion;  et  en  appliquant  la  règle  (121),  on  trouve  : 

_  nx"^^  (  1  +  xy—nx""  (  l  +  g?)""'  noT-^ 

On  pourrait  encore  considérer  la  fraction  proposée  comme 

la  n"^  puissance  de  r-r— /  et  appliquer  la  règle  (122)  ;  on  aurait 
alors  : 

.         /    a?    \"-*   /    a:    V        /    »    \"-'a?+l— ^ 

=  n 


résultat  conforme  au  précédent  : 
3*  Trouver  la  dérivée  de  la  fonction 


y  =  log  ^, i 

^  ^^0?"—  1  +  1 


LIVSE  IL 
losant  :  </x^—ï~~i  _ 

a:  y  =  logU, 

rtroarerU',  il  dot  appliquer  les  règles  (121,  IflS);  on 

[,_ \/x^~l ■_ yx'  —  1 


9a:  loK  e 


V'*"— l  (s'  —  2)' 


oit  eoSn  y=e'Ls,  le  logarithme  étant  pris  dans  le  sys- 
e  Neper;  on  trouvera  : 

»'=.-(l  +  Lx). 

S IT.  Dérivées  des  fonctions  circulaires. 

.  DÉRIVÉE  DE  sin  X.  Ut  dérivée  de  la  fonction  sin  m  est, 
Inition,  la  limite  du  rapport 

sin  (x  +  h)  —  sms 
A 

a.  d'après  les  formules  connues  de  la  trigonométrie  : 
sin(iF+A)— sina:=2sin2C08  (ir4~). 

^j^^_2sm|cos^      sJn@ 


-  w»" 
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Mais  on  sait  que/»  devenant  très-petit,  le  rapport  du  sinus  à 

l'arc  correspondant  tend  vers  l'unité.  D'ailleurs,  cos  (^+ô) 

s'approche  indéfiniment  de  cos  x;  et,  par  suite,  l'expression 
précédente  a  pour  limite  cos  x. 

La  dérivée  de  sin  x  est  donc  cos  x. 

[14]  (sin  a?)' = cos  a;. 

196.  DÉRIVÉE  DE  cos  â?.  On  a  : 


cos  a? = sin  f^ — xp 


et,  par  conséquent,  cos  x  peut  être  considérée  comme  une  fonc- 
tion de  fonction.  En  appliquant  la  règle  (il 7),  on  trouve  : 

(cosafy=cos  (f — ^)  fs"^)  =  — cos  (| — x\  = — sinrp. 

La  dérivée  de  cos  x  est  donc — sinx. 

[15]  (cosa;y=— sina?. 

127.  DÉRIVÉE  DE  tang  x.  On  a  : 

.  sinx 

tanfirîc= : 

°        cosa?* 

et,  etk  appliquant  la  règle  (121),  on  trouve  : 

r,«-.  /A        M     cos'a?+sin*a?        1 

[16]  (tang  a?y= ^ = — r-. 

*■    J  \     o  /  cos'a?  cos*  a? 

Ladirioéê de  tangx  est  donc  — r-. 

o  cos*  X 

tS8.  DÉRIVÉE  DE  cotang  a;.  On  a  : 

.  cosa? 

cotangx=^j^; 

et,  en  appliquant  la  règle  (121),  on  trouve  : 

[17]       (cotang  a?)'= ^r =~  ^rrr:* 

■'        ^        °  '  sin'a?  an' a? 


sinx 
cos*i* 


r)'= — (sin-*«  COB  a  =  — i-i-. 

cosi 
rac — !-r-. 

ÏIU'X 

Imellons,  dans  les  paragraphes  pré- 
sure par  son  rapport  au  rayon  do 
'est,  en  effet,  dans  cette  hypothèse 
lire,  comme  nous  l'avoDS  Tait  (123), 
iFC  tend  vers  l'unité,  lorsaue  l'arc 

Tions  INVERSES.  Toutes  les  fois  que 
liées  de  telle  manière,  que  la  valeur 
la  valeur  de  l'autre,  elles  sont  dites 
et  ce  sont  deux  foDctioos  invertit- 
=  (ff  on  en  conclut  a;  =  log.ifi  ^ 
ond  une  valeur  déterminée  de  l'ex- 
e  valeur  de  y  correspond  une  valeni 
.  Les  deux  fonctions  yt\.x  sont  in- 
i,  encore,  le  sinus  d'un  arc  est  une 
ïciproquemenl,  l'arc  est  fonction  du 
du  sinus  correspondent  des  valean 
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déterminées  de  Tare.  Nous  désignerons  cette  fonction  par  la 
notation. 

arc  sin  œ, 

que  Ton  doit  lire  :  arc  dont  le  sinus  est  x.  Et  nous  allons  déter- 
miner les  dérivées  des  fonctions  circulaires  inverses,  arc  sin  x, 
arc  ces  x,  arc  tango;. 

133.  DiRivÉB  DE  arc  sin  x»  Posons  : 

V=arcsinâ?; 

et  cherchons  la  dérivée  de  y  par  rapport  à  x,  que  nous  désigne- 
rons par  j/. 

De  l'équation  y  =  arc  sin  x^ 

on  déduit  :  a; = sin  y  ; 

eu  prenant  la  dérivée  des  deux  membres  par  rapport  à  x,  et 
appliquant,  pour  le  second,  la  règle  des  fonctions  de  fonctions, 
on  trouve  : 

l  =  cosyXy'; 

donc  :  y*  = 


cosy 


Mais  sin  y  étant  égal  à  x,  cos  y  est  égal  à  =b  v^  1  —  x';  et  l'on  a, 
par  conséquent  : 

[20]  y'=-- ■  ,-! — i- 

1 


La  dérivée  de  arc  sin  x  est  donc 


±v^l  — X»' 


154.  Reiiarque.  Il  peut  sembler  extraordinaire  que  la  dé- 
rivée cherchée  ait  un  signe  indéterminé.  Mais  on  remarquera 
que  le  signe  du  dénominateur  est  celui  de  cos  y;  or,  à  un  même 
sinus  X  correspondent  des  arcs  en  nombre  mfini,  dont  les  uns 
ont  un  cosinus  positif,  et  les  autres  un  cosinus  négatif;  ce  sont 
ces  divers  arcs  qui  ont  des  dérivées  différentes  ;  chacun  d'eux, 
bien  entendu,  ne  peut  eu  avoir  qu'une  seule.  Lors  donc  que  l'on 
prendra  la  dérivée  de  l'arc  dont  le  sinus  est  x,  on  devra  indi- 
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qoer  le  quadrant,  dans  lequel  se  termiae  l'arc  dont  il  s'agil;  et 
l'on  prendra  le  signe  -)-,  si  Turc  se  termine  daas  le  preouer  ou 
dans  le  quatrième  quadrant,  et  le  signe  — ,  s'il  se  termine  dans 
le  second  ou  dans  le  troisiëine. 

I5tt.  SÂRiviE  Dc  arfi  ces  x.  Si  l'on  pose  : 
y  =  arc  cos  x, 
luit:  x=cosy; 

snant  les  dérivées  des  deux  membres, 

1  =— sinj/Xy*; 
déduit  : 

, 1    _      — l 


vée  arc  cos  X  M(  donc 


e  cas,  le  dénominateur  est  la  râleur  de  sin  y,  c'est-à- 
inus  de  l'arc  dont  on  cherche  la  dérivée.  On  devra  donc 
e  avec  le  si^ne  +■  si  l'arc  se  termine  dans  le  premier 
le  second  quadrant;  et  avec  le  signe  —,  si  l'arc  se  ter- 
LS  le  troisième  ou  dans  le  qualriënie. 

)n  peut  remarquer  que,  d'après  ce  qui  précède,  les 

ctions  arc  sîn  x  et  arc  cos  x  ont  des  dérivées  égales,  ou 

de  signes  contraires;  on  s'explique  facilement  qu'il 

Ire  ainsi,  en  remarquant  que,  si  y  désigne  un  arc  dont 

ioit  X,  ^—  y  cl  y  — |auronta!  pourcosimis.  Onadonc, 
^ —  are  sin  s  r=  arc  cos  x, 


arc  sin  7  —  -  ^  arc  cos  x. 

t,  d'après  cela,  que,  suivant  la  valeur  adoptée  pour  l'art 
«sinus  est  x,  sa  dérivée  sera  égale  à  celle  de  ar&-«i^ 
et  de  signe  contraire.  ^^ 
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157 .  DÉRivis  DE  arc  tang  x.  Posons  : 

y  =  arc  tang  x; 

on  en  déduit  :  x  =  tang  y  ; 

et,  en  prenant  les  dérivées  des  denx  membres, 

cos'y 
donc  : 


[22]  y'=cos»y  = 


l  +  iang'y      l+œ* 

La  dérivée  de  arc  tang  x  est  donc         ,. 

On  voit  qae  la  ronction  arc  tang  x  n'a  qu'une  seule  di 
existe  cependant  un  nombre  infini  d'arcs  qui  corresp 
nue  tangente  donnée;  mais,  si  l'on  désigne  l'an  d'eu 
tous  les  autres  sont  compris  dans  la  formule 

fw  +  y; 

chacun  d'eux  a,  par  conséquent,  même  dérivée  que  y. 

158.  Tableau  des  oérivèss.  Comme  il  est  nécessalri 
naître  les  formules  fondamentales  du  calcul  des  dérivé 
les  avons  toutes  réunies  dans  le  tableau  suivant  : 
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»'=/'i'W')+f(')yM- 

7-  »=.-, 

./-.■La. 

8"V  =  Ii, 

^=1. 

9'ï=logi. 

^■«llog.. 

ICf  ,=■!«  ., 

,-=.0... 

11-  ï=c»  ., 

ï-=-.m  .. 

ir  »=i«.B  ., 

«--ST.- 

I3*v  =  CotaD8a, 

^=-|,k- 

U*  v  =  séc  i, 

«■=£S- 

16*  tf=COBéC«. 

»■=-£-:■ 

16'  s=ftrc  «inj, 

-^.• 

ll-ï=.rcCMi, 

'-Vièî.- 

•ï=firctanB«. 

^=T^- 

•l(=arccoti, 

«—■il- 

•V=ire*«, 

«■-w.^- 

■  y=arcco5£cT, 

"■"-i^- 

•  y=bgsiD  X, 
■,=l.g«,s., 

!,'=coiangj. 
!('=-liuig  I. 

•V=l(jBUngi. 

"      sin«.cos>* 

•ï=logt»DgU, 

"'=îïïl- 

ivées  de  arc  sia  x  el  de  arc  coséc  s,  le  radical  a 
y;  dans  celles  de  arc  cos  te  et  de  arc  séc  x,  il  a  le 
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définition  de  la  dérivée  d'une  telle  fonction.  —  111.  Cette  dérivée  est 
la  limite  vers  laquelle  tend  le  rapport  de  l'accroissement  de  la  fonction 
à  Taccroissement  de  la  variable,  quand  ce  dernier  tend  vprs  zéro.  — 
112.  Cette  propriété  est  prise  pour  la  définition  de  la  dérivée  d'une 
fonction  quelconque  :  dérivées  successives.  —  113.  Dérivées  de  a*, 
de  «*.  —  114.  Dérivées  de  log  x,  de  Lv.  —  lltt.  Dérivée  d'une 
somme.  —  116.  Définition  d'une  fonction  de  fonction  :  exemples.  — 
117.  Dérivée  d*une  fonction  de  fonction.  — 118.  Exemples. — llO.Ez- 
lension  à  un  cas  plus  général. — 120.  Dérivée  d*un  produit. — 121.  Dé- 
rivée d'un  quotient.  —  122.  Dérivée  d'une  puissance;  cas  d'une  racine 
carrée.  —  123.  Dérivée  de  u*,  u  et  v  étant  deux  fonctions  de  œ.  — 
124.  Application  des  règles  précédentes.  —  12i$.  Dérivée  de  sin  a;.  — 
126.  Dérivée  de  cos  x,  ^  127.  Dérivée  de  tang  x.—  128.  Dérivée  de 
eotaog  X.  —  129.  Dérivée  de  séc  x,  —  130.  Dérivée  de  coséc  x.  — 
431.  L'arc  x  est,  dans  ces  calculs,  mesuré  par  son  rapport  au  rayon 
du  cercle.  —  132.  Définition  des  fonctions  inverses.  —  133.  Dérivée 
de  arc  sïn  x.  — 134.  Remarque  sur  le  double  signe  de  cette  dérivée. 
— 133.  Dérivée  de  arc  cos  x.  —  136.  Ces  deux  dernières  dérivées 
doivent  être  égales,  ou  égales  et  de  signes  contraires.  —  137.  Dérivée 
de  arc  tang  x,  — 138.  Tableau  des  formules  qui  donnent  la  dérivée  des 
fonctions  les  plus  simples. 


I.  Trouver  la  dérivée  de 


EXERCICES. 

y=  V«—  *  —  7 7 

'       ^  V»— 1 


On  trouve  :  1^= 


n.  Trouver  la  dérivée  de  y =/'(a  +  6x^. 

On  trouve  :  1^=2/^(0+ &«^  6*. 

IIL  Trouver  la  dérivée  de  y = /  f  j  j . 

Ontrouve:  ^^'^ë^^ixf' 

Alg.  sp.  B.  s 


F 


UVRE  U. 
rk  dérivée  de      ' 

r  lei  dirîTtes  ds 

^=La,       *'=«'. 
clMdtrMMda 

y=ssiiiz+i)cs«,       isslns— scosc. 

«I  là  dériTèe  ds  

'=— 1— 

mrladirtttedB 

/acog«+b\ 

■  "bcosa+o* 

.■=^- 

r  1m  dérivées  da 
ysLamt'ias,      l=Ltrcc<HX,      v=Larclgx 

1  -1  ,.  1 

«T  I&  déiivéa  de 

y =uc  8În  Ss  VI— *** 

a 

loi  cette  dérivée  est  lonbla  de  celle  de  uc  sin  s. 


BT  la  dérivée  de 


<v:jj.^i'<T>  :.  • 
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XD.  Trouver  la  déiivée  do 

On  trouYO  :  1/= 1 

Dire  pourquoi  cette  dérivée  est  la  même  que  celle  de  arc  taug  x. 

XIII.  Trouver  la  dérivée  de 

y=arctengr =^-1: îîî^- 

1  — 06  — a«— >5s' 

et  dire  pourquoi  elle  est  encore  la  même  que  la  précédente. 

XIY.  En  posant  :  L  (r^^)  =?(«), 

trouver  les  dérivées  de 

2  5 

On  trouve  :  /=  ,       ;^= 


1—»»»       '""1  — a?»- 
Dire  pourquoi  ces  deux  fonctions  ont  la  même  dérivée. 

XV.  Trouver  la  dérivée  de 

«-«  :    l/l  — e^^sin  « 
y  =  arc  sm  '^ 


,_    \/l— g' 


1  —  e  cos  » 

\/ 
On  trouve .  i/=--2- 

1  —  ecosd? 

XVI.  Trouver  la  dérivée  de  l'expression 

1      r    osing  ^  /"y/g'— fr^sing^^l 

î'-  a'~ b^la  +  b coso? "  v/S^=^ *"''    ^^  V  &  +  acosa;  7  J * 

XYII.  Trouver  la  dérivée  de  Texpression 

1      r    asina;  ^&  /  a—b  j    \ -1 

XYni,  Trouver  la  dérivée  de  Texpression 


»=5? 


t      r    asm»  h  /b  +  ocosxM 

— z;    r-TT ,  arc  cos  (  — i-r |    . 

— t'  I  o  +  6  cos  «       ^fl2 Il  \û  +  ^  ces  X  /  J 
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il  l'on  tnnive,  pour  c«s  trois  eipres^ons  (T7I,  XTll,  XVIII},  U 


ler  la  d£riTèe  de  reipretsioii 

[o»inx b__     fb  +  oeotH-  y^F^^singNI 
a  +  bwtx       ^ÏÎII-a.      V  a  +  bco3x  ^J* 

Q  a  la  mSme  dérivie  que  les  tr  )b  précédentes. 

er  la  dérlTje  de  l'eipresmon 


CHAPITRE  II. 

ÉTUiœ  DES  rœiCTIONS  A  L'AIDE  DES  DÉRIV  ' 
RETOUR  DES  DÉRIVÉES  AUX  FONCTIONS 

S  I.  Propriélés  des  dérivées. 

i99.  DéFmmoN.  On  dit  qu'une  fonction  f  (x)  est  < 
lorsqu'un,  pelit  accroissemenl,  donné  à  la  variable  x,  tu 
&  la  fonction  nne  valeur  plus  grande  :  en  d'autres 
lorsque  l'on  a^  pour  de  très-petites  valeurs  de  h, 

n<s  +  h)~f{x)>0. 

Une  fonction  est  dite  dicroissante,  lorsqu'un  petit  i 
ment,  attribué  à  la  valeur  x,  fait  prendre  à  la  fom 
voleur  plus  petite  :  en  d'autres  termes^  lorsque  l'on  a 
très-petites  valeurs  de  h, 

nx-\-h)-f{x)<Q. 

140.   COHOmOM   POUR   qu'une  rONCTIOH  SOIT   CROIS 

DÉCROISSANTE.  Puîsque  la  dérivée  f  (x)  est  la  limite  d 


pas  nul,  mais  très-petit,  on  a  : 

f(x  +  h)~f{x)  __ 


r(.^)+; 


■  étant  nne  quantité  inconnue,  fonction  de  s  et  de  1 
très-petite,  en  même  temps  que  h,  et  qui  tend  vers  zé 
On  tire  de  là  : 

Or  si  f  (x)  n'est  pas  nul ,  on  peut  prendre  h  assez  i 
que  I  soit,  en  valeur  absolue,  plus  petit  que  f  (x).he 
\('(,x)  +  *\  sera  alors  celui  de  f  (x)  ;  et,  comme  h  es! 
signe  de  r  (2)  sera  celui  du  premier  membre. 
Donc,  n  ta  dérivie  V  (x)  ut  poàlwt,  la  fotwtion  î  (i] 


T 
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zanlz;  et  si  la  dérivée  est  négativey  la  fonction  est  décroissante^  Les 
réciproques  sont  éndemment  vraies. 

141.  Condition  cobimune  au  uâxiuum  et  au  minibutm  d'une 
FONCTION.  Lorsque  la  variable  de  laqneDe  dépend  une  fonction, 
change  d'une  manière  continuel  la  fonction  elle-même  varie 
d'une  manière  continue  ;  et  le  théorème  précédent  nous  permet 
de  trouver  les  valeurs  de  la  variable,  pour  lesquelles  la  fonction 
est  croissante  ou  décroissante. 

Si  la  fonction  considérée  devient  maximum  pour  une  certaine 
valeur  a  de  âr,  elle  est  croissante  lorsque  x  est  plus  petit  que  a, 
et  décroissante,  dès  que  x  a  dépassé  cette  limite.  La  dérivée, 
positive  d*abord,  négative  ensuite,  doit  donc  changer  de  signe, 
en  passant  du  positif  au  négatifs  lorsque  x,  cix)issant  d'une  ma- 
nière continue,  vient  à  atteindre  et  à  dépasser  a. 

On  verra  de  même  que  si,  pour  â?  =:a,  la  fonction  considérée 
est  minimum,  la  dérivée  doit  changer  de  signe,  en  passant  du 
négatif  au  positif,  lorsque  a?,  croissant  d'une  manière  continue, 
atteindra  la  valeur  a. 

On  voit,  par  ce  qui  précède,  que  les  valeurs  de  x,  qui  rendent 
une  fonction  maximum  ou  minimum,  sont  celles  pour  lesquelles 
la  dérivée  de  cette  fonction  vient  à  changer  de  signe.  Et,  comme 
une  fonction  continue  he  peut  changer  de  signe  qu*en  passant 
par  la  valeur  zéro,  intermédiaire  entre  les  valeurs  positives  et 
négatives,  il  en  résulte  qu'une  fonction,  dont  la  dérivée  est  con- 
tinue, ne  devient  maximum  ou  minimum  que  pour  les  valeurs 
de  X  qui  annulent  sa  dérivée. 

Mais  la  réciproque  n'est  pas  exacte.  Pour  qu'il  y  ait  maximum 
ou  minimum,  il  faut  non-seulement  que  la  dérivée  s'annule;  il 
fâut  encore  qu'elle  change  de  signe:  et  un  grand  nombre  de 
fonctions  peuvent  passer  par  zéro  sans  changer  de  signe* 

Nous  conclurons  de  là  que,  pour  trouver  les  maximums  et  mi- 
nimums d^une  fo7ictionf{x\  on  résout  l'équrOtUm  V  (x) =0;  on  re^ 
jette  les  solutions  pour  lesquelles  la  dérivée  ne  change  pas  de  signe. 
Quant  à  chacune  de  celles  qui  font  changer  de  signe  à  la  dérivée^ 
eUes  correspondent  à  un  maximum,  lorsque  la  dérivée  passe  du  pO' 
Htif  au  négatif,  et  à  uti  minimum,  dans  le  cas  contraire. 

On  peut  remarquer,  en  outre,  que,  s'il  y  a  maximum,  la  dé- 
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rivée  étant  d'abord  positive,  puis  nulle,  et  enfin  négati 
constamment  en  dûniouant  :  sa  dérivée,  c'est-à-dire  la  d 
seconde  f{x),  doit  donc  élre  négative.  Si,  au  contraire, 
minimun),  la  dérivée,  d'abord  négative,  puis  nulle,  puis 
live,  va  en  croissant  :  donc  la  dérivée  seconde  /*(x)  doi 
poMtive.  Les  réciproques  sont  évidentes. 

Donc,  pour  qu'une  valeur  %  =  a,  qui  annute  f  (x),  corre 
à  un  maximum  ou  à  un  minimum,  il  suf/U  qu'ella  rende  f  ( 
gaHve  ou  positive. 

%  II.  Ëtude  de  quelques  foDclions. 
149.  ËTin>E  DE  LA  FONCTION  SC,  QIFAHD  X  TARIE  DE  0 

Commençons  par  chercher  la  valeur  de  cettefoncUon  pour . 
Si  l'on  attribue  immédiatement  cette  valeur  &  la  variai 
fonction  prend  la  forme  indéterminée  0*,  qui  n'a  aucun 
car,  d'une  part,  tontes  les  puissances  de  0  sont  nulle 
d'autre  part,  toute  puissance,  dont  l'exposant  est  zéro,  esl 
à  1 .  Pour  connaître  la  véritable  valeur  de  x*,  c'esl'&-dire 
leur  vers  laqueSe  converge  J.',  lorsque  x  diminue  de  plus  « 
posons: 

en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres,  il  \1ent  : 

logy  =  a!logiif. 
Or,  puisque  x  doit  recevoir  une  râleur  lrÈ»^tite,  poa 
égal  à  -,  X  étant  Irès-grand  ;  on  aura  : 

Iogy  =  -iogj  =  — -log«. 

Or,  il  est  évident  qu'on  nombre  très-grand  est  beaacou] 
grand  que  son  logarithme;  (si,  par  exemple,  les  logari 
sont  pris  dans  le  système  dont  la  base  est  10,  le  logarilhmi 
nombre  de  1000  chiffres  a  seulement  S99  pour  partie  enl 

-  log  X  a  donc  pour  limite  0  ;  et,  par  snite,  log  y  diminoe  i 

flimeot  :  d'où  l'on  cooiàat  que  y  tend  Ters  ranité. 


s  rariatiODs  de  x*,  &  partir  de  la  valeur  1,  pre- 
e  celle  fonction.  On  a  (iSS),  pour  erpression 

nt  pris  dans  le  sjslème  de  Neper. 

etil,  cette  dérivée  est  négative  ;  s*  conuneDce 

'6,  et  diminuera  tant  que  l'on  aura  : 

La;<— 1, 


Privée  s'annule,  et  la  fonction  devient  nûni- 

nt  &  partir  de  la  valeur  -,  la  dérivée  est  lou- 
af  croit  sans  limite. 


SitlIE  DE  I 

La  dérivée  est  : 
,      1  — 

positive,  tant  que  x  est  plus  petit  que  e;  la 
ite  donc  sans  cesse,  lorsque  x  passe  de  la  va- 
r  «.  La  fonction  passe  alors  de  la  valeur  —  «  k 

;  valeur  -  est  son  maximum  ;  et,  la  dérivée  de- 

légative,  la  fonction  diminue  indé&niment;  et 
ine  qu'elle  lend  vers  zéro,  lorsque  x  aagmenle 

s.  On  dotme  ta  jomnw  i  +  y;  trouver  k  maxi- 
iiHii  de  1"  +  y". 

l'abord  que,  la  somme  as+y  étant  donnée,  y 
i  de  X,  et  que,  par  conséquent,  ^  +  y"  est 
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aussi  fonction  de  œ;  on  peut,  par  conséquent»  lui  appliquer  le 
théorème  démontré  plus  haut  (t4l}. 

Posons  ;  x-\-y  =  îa^ 

Il  faut  chercher  la  dérivée  de  u,  et  l'égaler  à  0;  or,  on  a    vi- 
demment  : 

D'ailleurs,  Téquation        x  +  y  =  2a, 

donne:  l-J-j/ssO; 

donc:  1/*=  —  1; 

et,  par  suite,  v'=map**"* — r>iy*-*. 

La  condition  u'=(^ 

revient  donc  à  af^^ = y**-*, 

et  exige,  par  conséquent,  que  l'on  ait  x  =  y^  et,  par  suite, 

Pour  savoir  s*il  y  a  maximum  ou  minimum,  il  faut  chercher 
(141)  si,  lorsque  x^  en  croissant,  passe  par  la  valeur  a,  la  dé- 
rivée, en  changeant  de  signe,  devient  négative  ou  positive.  Or, 
en  supposant  m  plus  grand  que  1,  pour  x  plus  petit  que  a, 
(mx*"* — mî/^*)esl  négatif;  et,  pour  a?  plus  grand  que  d,  cette 
diiïérencc  est  positive  :  donc  il  y  a  minimum.  La  conclusion 
serait  opposée,  si  (m —  1)  était  négatif. 

148.  Problâme.  Chercher  ks  valeurs  maxima  et  minimade 

^expression. 

_\»  — 5X  +  6 

^"'x'  +  x+l  • 

Cherchons  d*abord  la  dérivée  y'  de  y;  on  a,  d'après  la  règle 
donnée  (i21)  : 

^,_(2a?— 5)(a?'+a?-fl)— (2y+l)(a?'— 5a?+6)_6a?*— lOrr— 11 
Le  dénominateur  de  y'  étant  positif,  le  signe  de  cette  dérivée 
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sera  celui  de  (6a^  — lOâ;  — 11).  Or,  ce  trincHne  est  négatif, 
quand  x  est  compris  entre  les  racines  de  Féqnaliaii 

[1]  6rr*  — lOo?— 11  =  0, 

et  il  est  positif  dans  le  cas  contraire. 
Les  deux  racines  de  l'équation  [1]  sont: 

5qz\/9Î 
a?—       g       ; 

C'est-à-dire  (  a/ =-0,75656  53357, 

cesi  a  aire,  ^  ^^      2,42323  20024; 

les  valeurs  correspondantes  de  y  sont  : 

y= — 3-5^, 


c'est-à-dire,  {  ^/Z 


=    12,69292  80094, 
0,02626  13428. 


On  Toit  que  la  fonction  y,  qui  ne  devient  pas  infinie,  puisque 
(x*  -)-â?-j- 1}  ne  peut  être  nul,  et  qui  est  par  conséquent  conti- 
nue, est  croissante,  lorsque  x  varie  de  —  oo  k  x';  elle  décroît 
ensuite,  lorsque  x  varie  de  x'  à  af^  pour  augmenter  indéfini- 
ment, quand  x  augmente  à  partir  de  la  valeur  a^.  Elle  atteint 
son  maximum  pour  x=x^^ei  son  minimum  pour  x=^sf. 

On  voit,  d'ailleurs,  que,  pour  des  valeurs  très-grandes  de  x^  la 
fonction  dlflère  peu  de  l'unité  ;  car,  en  remidagant,  pour  de 
telles  valeurs,  le  numérateur  et  le  dénominateur  par  leun  pre- 
miers termes,  qui  sont  égaux,  l'erreur  relative  commise  sur 
l'un  et  sur  l'autre,  et  par  suite,  sur  le  quotient,  est  évidemment 
très-petite. 

En  résumé,  la  marche  de  la  fonction  est  indiquée  par  le  ta- 
bleau suivant  : 


\ .. 


X 
X 


x^=xr  =  ^ 
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0,75656. . .,     y  =  12,69292. .  •  maiimum, 

0,  y=^6. 
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=      2, 


y=», 


X 

X  =     2,42323. . .  ^     y  =  —  0,02626  »  •  «  miniiniim  y 

X 


=      3, 


y=^ 


146.  Cas  où  la  fonction  devient  discontinue.  Les  fondions 
considérées  précédemment  sont  continues,  et  les  théorèmes  dé* 
montrés  (140,  141)  s'y  appliquent  sans  difficulté.  Mais  il  n'en 
est  pas  toujours  ainsi  ;  et  il  faut  alors  avoir  soin  d'examiner  à 
part  les  valeurs  de  la  variable,  pour  lesquelles  la  fonction 
change  brusquement  de  valeur.  La  considération  de  la  dérivée 
ne  suffit  plus  alors  pour  étudier  les  variations  de  la  fbnction. 

Soity  par  exemple,  la  fonction 

g?*— 2ar4"7 

On  voit  immédiatement  que  cette  fonction  est  diicontintie  pour 
les  valeurs  â;= 3  et  «==  5^  qui  annulent  le  dénominatenr;  et, 
par  conséquent,  on  ne  pourra  appliquer  les  théorèmes  de  la 
théorie  des  dérivées,  que  pour  des  valeurs  de  9  variant  entre 
des  limites  qui  ne  comprennent  pas  l'un  des  nombres  S  et  6« 
On  a,  en  prenant  la  dérivée  de  y  : 

,_  —  6a?'+16a;-f26 
*  (a?'  — Sa? +15)»  ' 

Si  Ton  résout  l'équation, 

—  6rc»+ 16a? +  26=0, 


on  troove  : 


et,  par  suite, 


{ 


4:Fv/55 
X—         3       , 

a?' =  —1,13873  28290, 
a/'rs  3,80539  94957; 


^TiSUi|l^.  !'■. 
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les  valeurs  correspondantes  de  y  sont  : 

I/=— 7±v'"> 

l  y,  =  0.hl619  84871, 
*"•  [  y,  =  — 14,41619  84871. 

Par  suite,  y*  est  négatif,  tant  que  x  est  compris  entre  —  »  et  x', 
positiT  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  £*  et  a;*  ;  et  il  rede-j 
vient  négatif,  pour  x  plus  grand  que  sf.  D'après  cela,  on  deirafl 
conclure  (140)  que  y  dëcrotl,  lorsque  x  varie  dans  le  premi«| 
intervalle,  qu'il  augmente  dans  le  second,  et  qu'il  diminue  daru 
le  troisième.  Hais,  pour  les  raisons  indiquées  plus  haut,  ces  con- 
clusions cessent  d'être  exactes,  à  cause  de  la  discontinuité  de  y. 

y  diminue,  en  effet,  quand  x  varie  de  —  «  à  c*  :  car,  dans  cet 
intervalle,  la  fonction  est  continue,  et  la  dérivée  est  n^ative. 

Lorsque  x  varie  de  x*  à  3,  v  augmente  ;  il  devient  infini  pour 
2  =  3;  puis  il  passe  brusquement  à  la  valeur —  oo,  et  augmente 
de  nouveau  jusqu'à  j;  =  a;',  valeur  pour  laquelle  y  est  maxi- 
mum. A  partir  de  la  valeur  x",  y  diminue  jusqu'à  ce  que  l'on 
ait  iT  =  5,  valeur  pour  laquelle  y  est  —  <x>  ;  puis  cette  fonction 
passe  brusquement  à  la  valeur -\-»,  e\  diminue  ensuite  sans 
cesse,  à  mesure  que  x  devient  de  plus  en  plus  grand. 

Si  l'on  remarque,  comme  plus  haut,  que,  pour  des  valeun 
très-grandes  de  x,  positives  ou  négatives,  y  diffère  peu  de  l'u- 
nité, on  pourra  représenter  les  conclusions  qui  précèdent  par  le 
tableau  suivant;  et  l'on  se  fera  facilement  une  idée  de  la  marche 
de  la  fonction,  qui,  dans  chaque  intervalle,  varie  toqjonrs  dans 
ic  sens. 


x= — «>, 

»=■, 

s'  =  — 1,13873... 

t/=0,41619...  miDimami 

iF=     0, 

V  =  0,46666..., 

1=     3, 

»  =  ±«, 

«■=      3,80639... 

y  =  — 14,41619...  maximam 

ï=     5, 

!/  =  T". 

x=     «, 

V=l. 
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I       $  1IT.  ApplJcalion  des  dérivées  à  la  dëtemiinalion  des  valears  dea 
I  fonctioDs  qui  M  prêseotent  sous  une  forme  indétarmiDée. 

[      147.  Cas  oA  uhk  fonchon  sk  FRésErrrs  sous  la.  roH 
Soit  une  fonction  : 

et  supposons  que,  pour  x  =  a,  on  ait,  à  la  fois,  f{a) 

V  {a)  =  0;y  se  présente  sous  la  forme  ^r;  et  l'on  peut  se  p 

scr  de  déterminer  la  limite  vers  laquelle  tend  y,  lorsque  x 
vers  a.  Celle  limite  est  ce  qu'on  appelle  souvent,  improprer 
la  vraie  valeur  de  y. 
Puisque  /(a)  =  0,  F  (a)  =  0,  on  a  identiquement  : 

F(g)'"F(jj  — F[a)~F(a:}  — P(ffl)' 
X — a 

Or,  lorsque  x  tend  vers  a,  les  termes  du  rapport,  dans  le  s( 
membre,  tendent  respectivement,  et  par  déQnilion  même, 
les  dérivées  /"(a)  et  F' (a).  Donc,  en  prenant  les  limites  des 
membres,  on  a,  pour  a:  =  a  : 

,.     f(x)      fia)  ,.    f(x)      ,.     r(x) 

Donc  si  f'(x)  et  ¥'(x)  ne  sont  ni  nulles  ni  infinies,  pour  a; 
la  vraie  valeur  de  j  tst  la  voieur  du  quotient  des  dérivées  ■ 
deux  termes. 

148.  KiBicPLES.  I«  Vraie  valeur  de  --^^-  ,  pourir  =  i 
,  et  la  limite  est  ma"-'. 


149.  Cas  où  une  fomctioh  se  phésekte  sous  la  form 


Supposons  que,  pour  x  =  a,  la  fonction  y  =  y-(  se  pr^ 


1S6  UTI 

soua  la  forme  ^  ^  e'est^-dire  que  l'on  ait  /*  (a)  =  w ,  F  (a)  s  ea . 
On  a  ideotiqaeiiietit  : 

S7— ,  et  77—.  sont  nuls  :  donc  la  vraie  valeur  de 

sera  la  limite  du  quotient  des  dérivées  (147). 
t: 

de  1/  n'est  ni  nulle  ni  infinie,  et  qu'on  U  dë- 
ura,  pour  la  déterminer: 


d'a&    L 


„rw 


remîer  cas  (147). 

y  est  0,  le  raisoDDemeDt  précédent  ne  s'ap- 
alors  on  remarque  que,  h  désignant  one  con- 


H*.    0" 


/■(!)+ tn») 


anr  x = a,  et  que  sa  vraie  valeur  est  h,  puisque, 


et  l'on  a  : 

_f(a)  +  tF(a)       rW   I  ,. 

-       f{.)       -r(«)+«' 

=  0,    «.    lim^=o  =  Umfa. 

t  encore  la  limite  du  rapport  des  dériTées. 
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n  en  sendt  encore  de  même,  &i  la  limite  de  y  i 
si  5-^=  « .  il  en  résulte  que  t~|  =  0;  par  si 

ce  qnî  précède,  7^7-!  =  0,  et,  par  coQséqueot,  L 
/  W  ' 

100.  Cas  ot  une  FONcnoH  se  présente  sons  lj 
Si  Ton  a  on  produit  y  =  f{x)>zf{s),  et  que,  \ 
trooTa  Hà}=  0,  F(a)  =  <» ,  ou  6crit  : 

et  l'on  applique  les  règles  précédentes  ;  car,  soi 
forme,  y  devient', et  il  defienl  ^  sous  la  secoue 

Ittl.  Cas  od  (jhb  roncnoti  sb  présents  sods 
SoUla&mctiou 

y=F{a!)n 

et  supposûBs  que  F  (o)  =  0,  et/(aj  =  0.  Si  Ton  j 
rithmes  des  deux  membres,  on  a  : 

Si  ToD  peut  trtniver  la  limite  do  produit  /"(s)  x  I 
règle  (ittO),  on  aura  celle  de  log  y,  et  par  suite  < 

Isa.  Cas  où  a  =  « .  La  démonslralîon  des  règ 
suppose  que  a  a  une  valeur  unie.  Mais  on  peut  p 
ment  que  les  règles  subsistent,  lorsque  la  form< 

résulte  de  l'hypotliëse  g=a>.  Soit,  par  exemple 

foncUoD  qui,  pour  a;  =(»,  prend  la  forme  g. 
noosauroBs: 


KD' 


"■y^T^^^-  i 


Or,  pour  X—  <e ,  on  a  x  =  0.  On  peut  donc  appliquer  la  règle 
!t  l'on  a  : 


V=:Uin  —   '      L— ■  =  lim  — rr^^liin 


P 


G)(y     ^'G) 


F' (a:) 


falltiit  démontrer.  Seulement  il  faudra  8'assurer,  ardnl 
[uer  les  règles,  que  b-W  cl  ett-t  tendent  hien  Ters  une 
léterminée,  quand  w  tend  vers  «> .  Par  exemple,  l'ex- 


g  +  cos  g 
œ  — '  siu  X  ' 


i  +  - 


idemment  vers  1,  quand  x  tend  vers  co  :  tandis  que  le 
des  dérivées  l —  a  une  limite  complètement  îndé- 


Rehahqub.  II  peut  arriver  qu'en  appliquant  les  règles 
nies,  on  rencontre  des  dérivées  qui  présentent  toujours 
le  indétermination  que  la  Tonction  dont  on  cherche  h 
ileur.  Dans  ce  cas  on  est  obligé  de  recourir  ft  des  arti- 
rticuliers  (voy.  la  l"  partie,  n"  S40  et  suiv.).  Ce  qu'il  y 
is  souvent,  de  mieux  à  faire,  dans  ce  cas,  c'est  de  rem- 
c  par  a-^h,  d'effectuer  les  réductions,  et  de  poser  en- 
=  0. 

par  exemple,  y  :=  ;,  ;  elle  devient  -  pour  s  =  <■, 

iij3? — a'  0 

érirées  de  ses  deux  termes  deviennent  toutes  infinies. 
\a\x=a-\'h,  on  a: 

1/  ,     ou       ■  1  ,      ou  i( 

^/2aA+A'  Ai{2a+/i)ï  (So+Aj* 

cette  forme,  on  voit  que  la  limite  est  zéro,  quand  A  tend 
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S  lY.  Retour  de  la  dériyée  à  la  fonction  primitive. 

154.  Th^orèbœ,  Deux  fonctions^  qui  ont  des  dérivées  égales^  ne 
peuverU  différer  que  par  une  constante.  SI  deux  fonctions  ont  des 
dérlYëes  ^ales,  leur  différence  a  évidemment  pour  dérivée  0. 
Il  suffit  donc,  pour  prouver  le  théorème  énoncé,  de  faire  voir 
qu'une  fonction^  dont  la  dérivée  est  niUlef  est  nécessairemnt  con- 
stante» 

Soit  ¥{x,  une  fonction  dont  la  dérivée  soit  nulle.  Considérons 
les  fractions  suivantes  : 


h =  "*' 

h  ~ 

[11  {¥(x  +  Zh)  —  ¥(x  +  2h)  _ 


«»> 


¥(x+nh)  —  ¥[x+{n—\)h']_ 

h 


=««. 


Supposons  que,  h  tendant  vers  zéro,  n  augmente  de  telle  ma- 
nière, que  le  produit  nh  conserve  une  valeur  constante  k.  Les 
seconds  membres  ei,  E2,...en  tendront  tous  vers  zéro;  car,  par 
hypothèse,  le  rapport  de  l'accroissement  de  la  fonction  à  Tac- 
croissement  infiniment  petit  de  la  variable  a  toujours  zéro  pour 
limite.  En  chassant  les  dénominateurs  des  équations  [1],  et  ajou- 
tant ensuite  ces  équations,  il  vient  : 

et,  en  nommant  y\  le  plus  grand  des  nombres  «i,  Ci,...e«,  en  va- 
leur absolue, 

¥{x  +  ft)  —  F  (x)  <,nr,h  <7ift. 

Or,  les  quantités  cj,  e,,...8„  tendant  toutes  vers  zéro,  la  plus 
grande  d'entre  elles  ti  peut  devenir  aussi  petite  que  l'on  veut;  et, 
par  suite,  la  différence  fixe^  F(a?+&)  —  F(a?),  ne  peut  différer  de 
zéro.  Deux  valeurs  quelconques  de  ¥{x)  sont  donc  égales  entre 
elles;  et  la  fonction  est  constante. 

Alg.  sp.  B  9 
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_  tang'  i  X 
tang  \  i' 

La  foncUoD  demandée  est,  par  conséquent,  L  tang  j  x. 

s*  Quelle  est  la  fonction  dont  la  dérivée  est  -; 


\ 
On.:  '      =1-2-,, 

la  fonction  demandée  est  donc  -  arc  tang  -. 
a  °  a 

g*  Quelle  «st  la  fonction  qui  a  pour  dérivée  ~t 

On  a:  ï^=i.L«; 

»         3! 

donc  la  fonction  est^  (I^J'> 

10*  Quelle  est  la  fonction  qui  a  pour  dérivée  -p  T 


0"V  ÏLÏ=Li' 

et,  par  conséquent,  la  fonction  demandée  est  LLr. 

Nous  nous  boroerons  à  ces  exemples,  ne  pouvant  indique 
aucune  des  méthodes  que  l'on  emploie,  pour  résoudre  le  \ 
blême,  dans  des  cas  nn  peu  moins  faciles. 


138.  Définition  du  fanctions  croiisaDtes  ondécroissaDlM.  — 140.  Co 
lion  pooT  qu'âne  fonction  soit  croiE<ante  ou  décroisianle.-- 141 .  C( 


'* 


*^- '  V 
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chant  si  cette  fonction  peut  prendre  deux  fois  la  même  valeur  pour  des  valeurs 
différentes  m  et  «  de  la  variable. 

m.  Un  point  lumineux,  placé  sur  une  droite  verticale,  éclaire  une  portion 

très-petite  d'un  plan  horizontal,  située  à  une  distance  d  de  la  droite  verticale  : 

étudier  les  variations  de  la  quantité  de  lumière  reçue,  lorsque  la  hauteur  %  du 

point  lumineux  varie. 

d 
Le  maximum  a  lieu,  lorsque  «=  "!=• 

IV.  Un  tronc  de  pyramide  régulière,  à  hases  octogonales,  est  circonscrit  à  une 
sphère,  de  rayon  donné  r.  Étudier  la  variation  du  volume,  lorsque  varie  Tincli- 
ûaison  des  fiices  latérales  sur  les  hases. 

Le  minimum  a  lieu ,  lorsque  le  tronc  devient  un  prisme. 

Y.  Une  ligne  droite,  de  longueur  donnée  3a  est  courhée  en  arc  de  cercle^  de 
rayon  variable  :  étudier  la  variation  de  Taire  du  segment  compns  entre  Tare  et 
sa  corde. 

Le  maximum  a  lieu,  lorsque  Tare  forme  une  demi-circonférence. 


TI.  Trouver  la  vraie  valeur  de  (1— s)  tang  —  pour  «= 1 . 

On  trouve  - . 

VU.  Trouver  la  vraie  valeur  de  «"r'  pour  «=oo. 

On  trouve  zéro. 

Yin.  Trouver  la  vraie  valeur  de  ^  pour  s =co. 

On  trouve  Tunité. 

IX.  Trouver  la  vraie  valeur  de  xf  pour  «=0« 

On  trouve  Tinfini. 

X.  Si  Ton  désigne  par  U«  la  fonction  qui  a  pour  dérivée    ,  on  a  : 

yl— «* 

Gomme  on  a^  d'ailleurs,  évidemment  : 

U«=arcsin*,    Ui=—  VI—**» 

on  peut  conclure  de  cette  formule  un  moyen  général  de  former  Um  ,  quelle  que 
soit  la  valeur  paire  ou  impaire  de  m. 


CHAPITRE  III. 


n  SESTENT  AU  CALCUL  DES  LOGABITBHEB 
ET  DU  NOMBRE  ic. 


Siriw  qii  aectent  tn  calcul  du  logariUmm. 

LopPKMEKT EH  SÉRIE  DB  —  L{l  —  u).  Soiticuneva- 
ïus  feroDS  Tarier  depuis  a;  =  0  josqa'à  «^  u,  u  dési- 
instante  positive  et  moindre  que  1.  Posons  : 

nx)  =  -h{l-x), 

signant,  comme  dans  le  chapitre  précédent,  an  lo- 

périen  :  la  dérJTêe  de  f{x)  est.-;^)  et  l'on  a  évi- 

I  s'en  assure,  soit  en  faisant  la  division,  soit  en  som- 
aiére  partie  du  second  membre,  &  l'aide  de  la  Ihéo- 


I  f  (x),  désignée,  suivant  rhabitude,  par  ip'  (x),  sera 
la  première  partie  de  /*(^;  et  l'on  aora  : 

f '(œ)  =  1  +  JF -he* + •"• +<^*' ■ 
hant  l'équation  [4]  de  l'équation  [S],  il  rient  : 
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Le  second  membre  de  celte  équation  est  positif  et  moindre 
que-         ,tant  que  a?  n'est  pas  égal  à  w;  on  a  donc  : 


Ces  inégalités  montrent  (l^iO),  que  les  folictioM  f{w)^^  {x)et 
f{x) — <p(a?)— .    1  i\/i_p\>  s^^*>  ^^  première  croissante,  la 

deuxième  décroissante,  quand  x  croit  de  0  à  u.  En  effet,  les 
deux  fonctions  sont  continues;  et  la  première  a  une  dérivée  con- 
stamment positive,  tandis  que  la  seconde  a  une  dérivée  constam- 
ment négative. 

D'ailleurs,  les  deux  fonctions  dont  il  s'agit  sont  nulles  pour 
a;  =  0;  donc,  pour  93=  t»,  la  première  est  positive,  et  la  seconde 
est  négative. 

On  a,  par  conséquent  : 


/•(u)  — 9{u)>0, 


ti*+* 


yr(^)_^(^,)_____<0; 


M*+* 


f{u)  est  donc  compris  entre  f  (w)  et  9  (tf)+.  4,1  wi_  y  ^  *ï 
est,  par  suite,  égal  à  9  {u),  augmenté  d'une  quantité  moindre  que 
(  4-iUi—  ^*  ^®^^®  quantité  peut,  évidemment  se  représen- 
ter par  0  ...  i»  en  désignant  par  6  un  nombre  positif 
iaférienr  à  rmité.  On  a  donc  enfla  : 


c'est-&-dire. 


ti*  ,  u"       .  n*  .  ^         u*"*"* 


u  étant,  comme  oa  Ta  supposé,  inférieur  à  Tuaité,  on  veit  que 


que  la  série,  qui  forme  le 
)rsqae  u  est  plus  petit  que 
*e  des  règles  démoDtrées 

i.  Soit  X  une  variable,  que 
etu,  u  désignant  une  COD- 
I  : 

ividemment  : 


'-T+î- 


itndle,  par  f '  (s)  la  dérifée 

-....itir-'. 

Lcune  des  éqnaUoils  [S],  on 


(ioDB  sont  de  signes  coih 
foactioiis  f(9)  —  f  (s}  et 
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n  + 

sont  riine  croissante.  Vautre  décroissante,  quasd  as  crol 
0  àu;  el,  comme  elles  sont  nulles  pour  a:=0,  elles  sont, 
x=w,  de  ùgnes  contraires;  et/  (u)est,  par  conséquent,  coi; 
enlre 


tCu)     et      ç(u)zF^^. 


On  a  doDC,  eo  désignant  par  0  un  nombre  positif  moi 
que  1  : 

et,  parsoite,  comme— ^i;-?  tend  vers  zéro,  lorsque  n  augm 


m        L(i+i.)=t.-i+^-j+.... 

Nous  remarquerons,  comme  &  ta  fin  de  l'article  précéi 
que  la  démonstration  même  de  la  formule  [h'\  prouve  qi 
série,  qui  forme  le  second  membre,  est  convergente,  lorsrj 
est  moindre  que  1 . 

La  démonstration  pourrait  même  se  faire,  sans  modiOcat 
N  l'on  avait  u=l;  et  la  série  précédente  peut  donner,  par 
.   sëquent,  le  logarithme  népérien  de  S, 

IttO.  FonmiLE  pour  uc  calcul  des  logasithiibs  mbiRi 
Reprenons  les  deux  formules  : 

L(i+„)=«-|'+^-i'+....r 


^)-- 

';+...). 


ombres  positiis  quel- 
d  on  connaU  LN. 

LRBÈTAHT  A  ON  CERTilS 

Dtibre  de  l'équation  [£], 
-jjgjl,  rerreur  Mm- 


(iN^)'+....]. 


W+Ty 
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En  particnlier^  si  l'on  néglige,  dans  la  eérie,  toas  les  termes 
qui  suivent  le  premier,  et  que  l'on  écrÏTft  simpi 


renreor  commise  sera  moindre  qoe 
A» 


6M(N+A)(2N +/»)*■ 
et,  à  plas  forte  raison,  moindre  que 
I   /A\' 


12  (n)  • 


100,  GAtcuL  DE  LlO.  Le  module  du  système 
verse  du  logarithme  népérien  de  10.  Il  est  iu 
naître  ce  nombre.  Pour  le  calculer,  on  cherc 
Or  on  a  : 

L10=L2+L5. 

En  faisant  N=I,  h=l,  daus  la  formule  (e),  oi 

./l,     1,     1     ,     1     ,     1, 
i-a -2  (^2 -t-âTâri- 53» -1-7:35-1-9731+7 

Pois,  en  Élisant  N=4,  h=l,  dans  la  même  fo: 
quant  que  L4=SL3,  on  a  ; 

Par  conséquent, 

+  8/'i  +  -!-+-l-4.-L  + 


OQ,  en  faisant  passer  les  coefBcients  de  cbaqae  série  aaz  mi- 
mérateurs,  et  simplifiant  : 

Icule  d'abord  les  nombres^  — „  ^i  Ti>  — ■  dont 
mième  do  précédent.  On  a  ainsi  : 

^  =3  0,SSSSa  22222  2SSSS  22222  22 
•^=0^02469  13580  24691  85803  47 
Xs  0,00274  84B42  24965  70644  72, 
^s0,00030  48315  80551  74516  OS 
^=0,00003  38701  75616  86057  34 
^  =  0,00000  37633  52846  31784  15 
^s:  0,00000  04181  50316  35753  79 
^  s  0,00000  00464  61146  35083  75 
^  =  0,00000  00051  6S349  58342  64 
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=  0,00000  00005  73594  3981t 


-=j=:  0,00000   00000  07081  kï2Zi 

J:=  0,00000  00000  00786  8S35E 
3" 

4=0,00000  OOOOO  OO087  42485 

4=0.00000  OOOOO  00009  7138' 

4=0,00000  OOOOO  00001  0793: 
3» 

4  =  0,00000  OOOOO  OOOOO  1199 
4  =  0,00000  OOOOO  OOOOO  0133 
4  =  0,00000  OOOOO  OOOOO  0014 
4=0,00000  OOOOO  OOOOO  0001 
-    |-=  0,00000  OOOOO  OOOOO  oooc 

4  =  0,00000  OOOOO  OOOOO  oooc 
On  forme  ensuite  les  termes  de  la  première 
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respectivement  les  nombres  ainsi  obtenus  par  3,  5,  7.  •  •  On  a 

ainsi  : 

2, 

0,07407  40740  74074  07407  41 
0,00493  82716  04938  27160  49 
0,00039  19263  17852  24377  82 
0,00003  38701  75616  86057  34 
0.00000  30791  06874  26005  21 
0,00000  02894  88680  48598  78 
0,00000  00278  76687  75050  25 
0,00000  00027  33008  60299  04 
0,00000  00002  71702  60965  40 
0,00000  00000  27314  01895  99 
0,00000  00000  02770  98743  07 
0,00000  QOOOO  00283  25649  29 
0,00000  00000  00029  14161  45 
0,00000  00000  00003  01464  98 
0,00000  00000  00000  31335  07 
0,00000  00000  00000  03270  66 
0,00000  00000  00000  00342  64 
0,00000  00000  00500  00036  01 
0,00000  00000  00000  00003  79 
0,00000  00000  00000  00000  40 
0,00000  00000  00000  00000  04 
S,07944  15416  79635  92825  13=3L2. 

On  forme  de  même  les  termes  de  la  seconde  série;  et  Ton  a  : 

0,22222  22222  22222  2222S  22 
0,00091  44947  41655  23548  24 
0,00000  67740  35123  37211  47 
0,00000  00597  35759  46536  26 
0,00000  00005  73594  39815  85 
0,00000  00000  05793  88280  97 
0,00000  00000  00060  52489  16 
0,00000  00000  00000  64759  14 
0,00000  00000  00000  00705  44 
0,00000  00000  00000  00007  79 
0,00000  00000  00000  00000  09 
0,22314  35513  14209  75576  63 
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Puis  on  ajoute  tes  deuxr^ïsultats;  ce  qui  donne  : 

L10  =  2,30253  509S9  94045  6S40S. 

On  en  conclut,  par  division,  que  le  module  des  loi 
vulgaires  est  : 

j|L_  loge  =:_^  =  0,43429  44819  03251  8i 

161.  Calcul  des  logarithmes  vulgaires.  Pour  ol 
logarithmes  vulgaires,  c'est-à-dire  les  logarithmes  dai 
tëme  dont  la  base  est  lo,  il  faut  multiplier  les  logarithn 

riens  parle  facteur  |-rr;,  dontnousvenons  de  trouver 

On  pourra  aussi  ralculer  immédiatement  les  logarill 
remarquant  que,  si  l'on  désigne  ce  module  par  M, 
emploie  la  notation  log.  pour  indiquer  ces  logarithmes  ^ 
la  formule  [c]  devient  : 

log{N-|-h)— logN=aM  ( 

Si  l'on  suppose  h=^  l,  cette  formule  devient  : 

in    log(N  +  .)-logN  =  |5|^  +  l,^5i»^.+ 

C'est  la  formule  employée  par  les  calculateurs,  qui  ont 
les  tables  dont  on  fait  usage.  On  calcule  seulement 
rithmes  des  nombres  premiers;  les  autres  s'ûbtiennei 
additions.  Les  premiers  calculs  sont  laborieux  :  mais, 
arrive  à  101,  deux  termes  de  la  série  suffisent  pour  ol 
logarithme  avec  huit  décimales;  et  lorsqu'on  dépassa 
premier  terme  sufût. 

S  II.  Séries  qnî  gervent  au  calcul  du  nombre  n. 

162.  DÉvELOPPEMEBT  DE  BfC  taog  «.  Soil  X  Une  vari 
nous  supposons  comprise  entre  0  et  une  limite  consta 
rérieure  on  égale  &  l'unité. 


nt  celai  qui  s'annule  avec  x,  et  qui  varie  ensuite 
ère  continue  avec  cette  variable.  Noos  aurons  : 


ç'(a;)  =  I  — »»-f-a:' — i"— . ..  — s*— •; 


aent,  la  dlÉférence  f{x)—^'(x)  est  constamoieat  po- 
lindre  que  a^.  On  peut  donc  écrire  : 

/'W-1>'W>o, 

f'(x)~~if'{x)  —  a^<:o; 
i,  la  fonction  f{x)~tf(x)  est  croissante,  et  la  tonc- 
f  ^"^  ~  ln+  i  *^'  ^décroissante,  lorsque  x  varie  de  0 
îs  deux  fondions  sont  nulles,  pour  a;  =  0.  La  pre- 
)nc  positive,  et  la  seconde  négative,  pour  x=v\  en 

[«)  est  compris  entre  y(«)  et  î{u)  +  r^'7'-.  Et  l'on 
,  en  désignant  par  6  un  coefâcient  positif  moindre 
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une  grande  raie 
est  aussi  petit  qae  I'od  veut,  on  a  : 

[g]         arctangu==o—  j  -\-~  ~j  +——.... 

Les  deux  membres  de  la  formule  changeant  de  signe  are 
celle-ci  s'applique  éridemment  aux  valeurs  de  u  compi 
entre  —  1  et  +  I. 

165.  Cas  od  u  EST  PLtis  grand  que  l'unité.  Si  l'on  don 
une  tangente  u  plus  grande  que  l'unité,  la  série,  qui  donne  1 
correspondant,  devenant  divergente,  ne  serait  plus  d'au 
usage;  mais  on  pourrait  fecilement  calculer  l'arc  demandé 

cherchant  à  sa  place  arc  tang  -,  qui  en  est  évidemment  le  ci 

plément,  et  qui  sera  formé  par  une  série  convergente. 

Soit,  par  exemple,  &  trouver  arc  tang  <i,4934l  ;  on  fera  tu 
de  la  formule  : 

--arctangu=arclaiig-=--— ,+  — .-^-H... 

Pour  calculer  les  termes  successifs  de  cette  série,  on  fbni 
d'abord  les  fractions -, -i,  !,.•.;  ce  qui  sera  facile,  chac 
s'obtenant  en  divisant  ia  précédente  par  le  diviseur  0xe 
U*  =  20,19073  34381; 


on  aura  ainsi  : 


-=0,32353  81315  97161 
-^  =  0,01103  33906  I61S3 
—  =  0,00054  59083  81950 
i  =  0,00003  70375  70670 
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-.ss  0,00000  13391  07902 
4  =  0,00000  00663  82895 
4i  =  0,00000  00032  84819 


il 


4  =  0,00000  00001  62689 


^sO,00000  00000  08058 


u 


oSiî 


JL  =  0,00000  00000  00399 


u 
1 


=  0,00900  00000  OOOiO 


l'onenconclara: 


1 

û 


0,2^254  81315  97161 


J^(k:  0,00010  91816  76390 
5u*         * 

-ir=  0,00000,  01487  89767 
9u*         *  * 

1 


13tt** 


=:  0,00000  00002  £26 78 


1 


1 

3u» 

1 

7w' 

1 
llu" 

1 
I5u*» 

1 


=  0,00367  40968  72041 


=  0,00000  38625  10096 


=  0,00000  00060  29354 


=  0,00000  00000  10846 


— 1-==:  0,00000  00000  00474         777^5  =  0,00000  00000  00021 
17u»7         '  19u"         * 


1 


j^,=  0,00000  00000  00001 


.  =0,22265  74623  16471     .   =0,00367  79354  22358 

donc  :  arc  cotang  (4,49341)  =  +  0,22265  64623  16471 

—  0,00367  79654  22358 


OU 


arc  cotang  (4,49341)  =0,21897  94968  94113. 


K)i 
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Puis  :    arc  tang  (4,49341)  =  -  —  arc  cotang  (4,49341) 

=  +U57079  a3â67  94897 
—  0,21897  94968  94113 

OU  arc  tang  (4,49341)  =       1,35181  68299  00784. 

IB4.  Galctjl  du  rapport  pe  la  circonférence  au  diamètre. 
Si,  dans  la  formule  démontrée  (161),  on  suppose  u=  1,  Tare 

dont  la  tangente  est  u,  est  égal  à  ^»  et  Ton  a  : 

4""*       3^5      7^9      •'•' 

Cette  série  est  convergente  ;  mais  les  termes  décroissent  trop 
lentement  pour  qu*on  puisse  facilement  remployer  au  calcul 
du  nombre  ir. 

On  peut  obtenir  d'autres  expressions,  qui  condvdsent  rapide- 
ment à  des  valeurs  très-approchées  de  ce  nombre.  Posons  ; 

arc  tang  a?  =  p,  arc  tang  y  =  g; 

on  aura  :  x = tang  p^  y  =  tang  ^, 

o  y^  1  ^/      i  —  tangplangg      1 — xy* 

X    I   11 

donc  :      arc  tang  x  -\-  arc  tang  y  =  arc  tang .  _     . 

On  trouverait  de  même  : 

arc  tang  x  —  arc  tang  y  =  arc  tang  .  ~J^  • 

1  -|-  xy 

En  faisant,  dans  la  formule  qui  donne  tang  (p+ç),  g  =Pf 
^  =  2p,  g  =  3p,  on  trouvera  successivement  : 

2  arc  tang  x  =  arc  tang  r ; , 

1  "—  X  y 

33/  ^~  JC* 

3  arc  tang  x  =  arc  tang  ., 

4a?  — 4  a?' 

4  arc  tang  a?  =  arc  tang  ^_e^,^^  ; 

et  ainsi  de  suite. 


A 


:à 
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En  attribuant  kx  etk  y  diverses  valeurs,  les  formules  pré* 
cédentes  donnent: 

j  =  arc  tang  1  =  arc  tang i+ arc  tangj, 

=  arc  tang  ^  +  arc  tang  {  -(-  arc  tang  |, 
=  2  arc  tang  ^  —  arc  tang  ^ , 
=  2  arc  tang  |  +  arc  tang  ^» 
=  3  arc  tang  i  —  arc  tang^, 
=  4  arc  tang  {  —  arc  tang  ^. 

La  dernière  de  ces  expressions  est  celle  qui  se  prête  le  mieux 

au  calcul  de  7  • 
4 

Voici  le  tableau  des  calculs  à  faire.  En  appliquant  la  formule 

to)tOna: 

it  =  4  arc  tang  -  —  arc  tang  ~ 

Les  diflërents  termes  de  la  série,  arc  tang  r^,  réduits  en  frac- 
tions décimales,  donnent  : 

-1.=       0,00418  41004  18410  04184  10 

—  ;r^.=  —  0,00000  00244  16591  78708  38 
3.239"  ' 

— —^=       0,00000  00000  00256  47231  44 


5.239 


_ -JL.  =  _  0,00000  00000  00000  00320  71 
/  .Z0V7 

arc  tangr^=   0,00418  40760  02074  73386  45. 


\ 
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Ponr  évaluer  arc  (ang  7,  calculons  d'abord  les  ter 
de  la  série: 

\=s  o.SOOOO  00000  00000 


».!>■- 

1  _ 
13.5'» 

;  0,00000  00000  63015 

17.6"- 

:  0,00000  00000  00077 

l 

S1.6'.- 

;  0,00000  00000  00000 

ïè^= 

:  0,00000  00000  00000 

1 

S9.5» 

=  0,00000  00000  00000 

La  somme  —  0,S0006  40569  &1981 

Si  noos  calcoloDS  etuaite  les  termes  négatift,  nous  1 


jp  =3  0,00266  66666  66666 

^,=  0,00000  18285  71428 

—1—=::  0,00000  00018  61818 

—^=0,00000  00000  02184 

--^  =  0,00000  00000  00002 

-i--=  0,00000  00000  00000 
23.5"    ' 

gr^=  0,00000  OOOÛO  00000 
=  0,00266  84971  02100 


UVRE  II. 
anchant  cette  somme  de  la  somme  des  termes  positifs,  od 
,  pomr  valeur  de  l'arc  dont  la  tangente  est  -  : 

arc  tang  ^=  0,19739  55598  49880  75837  01 

4  arc  (ang^=:  0,78958  S2393  99523  03348  04. 

me      arctaag^  =0,00418  40760  02074  72386  45 

î  =  0.78539  81633  97448  30961    59 
4 

it  =  8,14159  26635  89793  23846. 


tTeloppementensiriede — L(l—u),uétaDt  compris  entraOetl.— 
IMTcloppement  de  L(14~t>)-  ~*  11^-  8érie  qui  représenta 
[-ftj— LN.  —  fus.  Limil«  de  l'erreur  commise,  en  s'uréunti 
rme  donné.  —  160.  Calcol  da  logarithme  nâpérien  de  10.  — 
Calcul  des  logarithmes  vulgaires.  —  162.  Développement  da 
ngu,uétantmoindreqne  1.-193.  Dévetoppement  deareootw, 
le  w  est  plus  greud  que  1  ;  application  namérique.  —  164.  Calcul 
1  vingt  décimales. 

EXEBCICES. 

lOBtrer  1>  foncule  : 

"  3  *lï''-l  +  S(2*'-l)'+""J* 

lUque  la  formule  [1]  du  n*  ISS. 

noDtrar  la  formula  .* 

5)=L(«+3J+L(«— 3)  +  L(«+4)  +  I.(s— 4]-L(«-6)— 2L* 

_ar 1^         ,U       "       V  1      1 

L**— ï6«'  +  72^3  V**-2&*'  +  "/  +'—J- 

ilique  la  mSmo  Tormule. 
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m.  s  a  et  b  désignent  dem  oombres  positib  donni 
série  de  nombres,  d'&prèi  les  ronnulet  miinuiles, 


i'tael^j  '  3-sin 

et  la  limita  commune,  vers  laquelle  conTergtnt  a<i 
a=0,  b  =  l,  cette  limite  est  ~. 
On  l'appuie  «a  la  formule  suiTanta,  facile  fc  dâmoi 
■    siiiç=2"sin(|;)weîcoï|co»|..., 


/ 
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CHAPITRE  PREMIER. 

PBINCIPE8  GÉNËRAUX  SUR  LES  EQUATIONS  NUMEBIQUES 

DE  BEGRÉ  QUELCONQUE. 

S  L  Variations  d'une  fonction  entière  f{x), 

165.  Forme  générale  d'une  fonction  entière.  La  forme  la 
plus  générale,  que  puisse  présenter  une  fonction  entière  de.  x^ 
f{x),  est  la  suiYante  : 


/(a?)= A«"+ Aïo;*-*  +  AiX"^*+ ....  +  A,H-i»+ A 


Mf 


A,  Ai....A«i  désignant  des  coeflQcients  constants,  et  m  le  degré  de 
la  fonction. 

Lorsque  x  varie,  ce  polynôme  peut  changer  de  signe,  en  sui- 
vant des  lois  d'accroissement  ou  de  décroissement,  très-yariables 
avec  la  valeur  et  les  signes  des  coefficients.  Il  existe  cependant 
quelques  principes  généraux  qui,  pour  être  presque  complète- 
ment évidents,  n*en  sont  pas  moins  très-utiles  à  signaler  d'une 
manière  toute  spéciale. 

166.  Théorème  L  Toute  fonction  ^  entière  et  rationnelle ,  iunie 
variable  x ,  est  une  fonction  continue.  Cest-<^ire  que;  si  Von  fait 
croître  la  variable  cdme  manière  continue^  la  fonction  variera  aussi 
Sune  manière  continue^  et  ne  pourra  pas  passer  d'une  valeur  à  une 
aiare  sans  passer  par  toutes  les  valeurs  intermédiaires. 

Pour  prouver  qu'une  fonction  f{x)  est  continue,  il  suffit  de 
faire  voir  qu'en  donnant  à  â;  un  accroissement  h  suffisamment 
petit,  l'accroissement /(a;  4- ^)—/t^}  de  i&  fonction  pourra  être 
aussi  petit  qu'on  le  voudra. 


v^ 
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Or  on  sait  qne  le  rapport 

A  ' 

a  pour  limite,  quand  h  tend  vers  zéro,  la  dérivée  de  /{x). 
qui  est  : 

Ht  une  quantité  qui  tend  vers  téro  avec  A.  On  en  tire  : 

{x),  n'ayant  pas  de  déaomipateurs  qai  puissent  s'annoler, 
infini  pour  aucune  valeur  de  x;  le  produit  A[/*(s)-|-«]  tend 
:  nécessairement  vers  zéro  avec  h;  et^  par  suite,  il  eu  est 
lème  ief{x  +  h)—f{x);  ce  qui  démontre  la  proposition 

icée. 

17.  Reicarque.  La  démonstration  s'applique  évidenunent  à 
!  fonction  dont  la  dêriTée  est  finie  ;  et  l'on  peut  énoncer  ce 
rëme  plus  général  : 

le  ^motion  rem  «onitnue  tant  «m  m  «IMMb  m  dment  jm» 
û. 

18.  TsÉOBÈiat  il.  Dm*  titu  fonction  tiUttrê 

r{a!)  =  Ai-+A,x-»  +  ....A»^+A., 

tut  toujours  donner  à  x  vm  valeur  «mm  grmnée  pmir  jve  k 
ier  terme  devienne  autsi  gnnd  qv«  Fm  voatr»,  far  njpport 
lomme  de  tous  les  autres,  et  donne,  par  odn*égw>U,Kmt^m  « 
tome. 

ur  prouver  que  le  premier  ternie  peut  devenir  aussi  gnmd 
l'on  voudra,  par  rapport  à  la  somme  de  toos  les  antres,  il 
,  évidemment,  ^e  prouver  qu'il  peut  devenir  aussi  gnnd 
l'oa  voudra,  par  rapport  &  chacun  d'eux  coBskléré  iscdé- 


s 
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Or,  en  comparant  le  premier  terme»  A^*»  an  terme  général, 
A«x"*^,  on  a  : 

Ag*   _  A    ^, 

et  ce  rapport,  à  cause  du  facteur  x^^  peut  grandir  sans  limite. 
On  peut  donc  prendre  x  assez  grand  pour  que  le  premier  terme 
soitmme,  cent  miHe  fttts,  un  million,  cent  mîllfons....  de  fois 
plus  grand  que  Tun  quelconque  4es  autres,  et^  par  suite,  aussi 
grand  que  Ton  voudra,  par  rapport  à  la  somme. 

169.  Remarque.  Il  résulte  du  théorème  précédent,  qu'une 
fonction,  de  degré  pair,  a  le  même  signe  que  le  coefficient  de 
son  premier  terme,  pour  de  très-grandes  valeurs,  positives  ou 
négatives,  de  la  variable.  tTne  fonction,  de  degré  impair  a  aussi 
le  même  signe  que  te  coefficient  de  son  premier  terme,  quand 
la  variable  reçoit  une  valeur  positive  très-grande  ;  mais  elle 
prend  un  ^gne  opposé  à  celui  de  ce  coefficient,  lorsque  x  est  né- 
gatif et  de  très-grande  valeur  absolue. 

Exemples.       I*  af—  lOOOar*  —  195000a?»  + 1 

est  positif,  si  la  valeur  absolue  de  x  est  suffisamment  grande, 
quel  que  soit,  du  reste,  son  signe. 

i*  «'  +  10000000a?*— a?»+l 

est  positif  .pour  de  grandes  valeurs  positives  de  x^  et  négatif, 
lorsque  x^  étant  négatif,  a  une  valeur  absolue  suffisamment 
grande. 

S  n.  Théorèmes  sar  les  racines  d'ane  éqtiatioii. 

170.  TnéoRiME  I.  Lorsque  deux  nombres^  a  et  b,  substitués  dans 
une  fonction  entière  f  (x),  donnent  des  résultats  de  signes  contraireSy 
téquaiion  f  (x) = 0  a,  au  moinSy  une  racine  réelle  comprise  entre  a 
etb. 

Si  Ton  suppose,  en  effet,  que  x  varie  d'une  manière  continue 
depuis  la  valeur  » = a  jusqu'à  la  valeur  a?  =  &,  f{x)  (106)  variera 
lui-même  d'une  manière  continue  :  or,  passant  de  la  valeur  f{a) 
à  la  valeur  /"(&),  qui  a  un  signe  contraire ,  il  devra  nécessaire- 
ment changer  de  signe  ;  et,  à  cause  de  la  continuité,  il  prendra 


l&S  UTRE  m. 

la  valenr  zéro,  intermédiare  entre  les  valeurs  négatiTes  et  la 


!  raisonnement  s'appliqae  &  toole 
unbre  est  fonction  continne  de  la 


ation  algébrique,  de  degré  impair,  à 
ne  raeùK  rieUe,  de  signe  contraire  à 

hA^— +  ....+A»^  =  0,  I 

r. 

alenr  négative  très-grande,  le  ré- 

ra  négatif  (169).  Si  l'on  5ul>sti[ae, 

iitive  très-grande,  le  résultat  sera  j 

;  i  «  la  valeur  0,  la  fonction  f{x)  ' 

leA,^. 

.  résultats  par  le  tableaa  smnnt  : 

Signes  de  f{x)  :  i 


Signe  de  Am»« 
+ 
x)  change  de  signe,  lorsque  x  passe 
par  suite,  une  racine  positive.  Si 
=  —  00  donnent  à  f(x)  des  valeurs 
f  a,  par  conséquent,  une  racine 


+  3*»— 3=0, 

tive;  et  l'équation 

}a*+3s=0, 

itive. 

quation  alg&rrique,  de  degriptâr,  à 
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coefficients  réels,  dont  le  dernier  terme  est  négatif,  a  au  mains  deux 
racines  réeUes. 

Soit 

/•(a;)=ir»-+AirB^»+A,a?««^*+....+A,.,Ma?+A»,=0, 

une  équation,  de  degré  pair,  dont  le  dernier  terme  est  négatif. 
D*aprè8  ce  qui  précède,  on  peut  former  le  tableau  suivant  : 

Valeurs  de  x  :  Signes  de  f{x)  : 

0  — 

+  CJO  4- 

Lors  donc  que  x  varie  de  —  oo  à  0,  f(x)  change  de  signe  :  et  il 
en  est  de  même,  lorsque  û;  varie  de  0  à  +  <>°*  Il  y  a  donc  néces- 
saii^ment  une  racine  comprise  entre  —  »  et  0 ,  et  une  autre 
entre  0  et  +  »;  c'est-à-dire  deux  racines, Tune  positive  et  l'au- 
tre négative. 

S  III.  Nombre  des  racines  d'une  équation. 

174.  PosTULATUM.  Nous  admettrons,  sans  démonstration,  la 
proposition  suivante,  qui  est  fondamentale,  et  qui,  hâtons-nous 
de  le  dire,  peut  se  démontrer  en  toute  rigueur. 

Toute  équation  algébrique,  à  une  inconnue,  ne  renfermant  que 
des  puissances  entières  et  positives  de  cette  inconnue,  et  dont  les  coef- 
(icients  sont  des  nombres  donnés^  réels  ou  imaginaires  de  la  forme 

m-]-n  ^ —  I,  admet ,  au  moins,  une  racine  réelle,  ou  une  racine 

imaginaire  de  la  forme  a  -j-  b  v/— 1,  a  et  b  désignant  deux  nom-- 
bres  réels. 

Cette  proposition  étant  admise,  nous  en  déduirons  facilement 

la  suivante. 

i7S.  Théorâme  fondamental.  Une  équation,  de  degré  m,  delà 
forme 

[1]    -        Aar+Aia^-*-f  A,af^»+....-|-A«=0, 


•  •  - 
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dans  It^wtte  A,  Ai,  At).>>A_  tvprésentmt  des  nombres  donnésy  rétlt  \ 
ou  imaginaires,  admet  toujours  pridsimenl  m  racines  r-éeUts  ou  ] 
imaginaires.  [ 

En  représentant  par  X  le  premier  membre  de  l'équation  [1], 
X=:0  admet,  en  effet,  par  hypothèse,  au  moins  une  racine.  Si 
nous  désignons  cette  racine  par  la  lettre  a,  qu'elle  soit  rë^Ie  on 
imaginaire,  X  sera  divisible*  par  {x  —  a). Désignons  le  quotient 
par  û;ilsera,  dans  tous  les  cas,  du  degré  (m— I).  et  son  pre- 
mier terme  sera  Aa^'.  Nous  aurons  identiquement  : 

[2]  X=(a:-a)Q; 

et  les  coefScients  de  Q  seront  ou  réels,  ou  imaginaires  de  la 
forme  donnée.  Puisque,  par  hypothèse,  toute  équation  a  vote 
nxiatt  Q=0  eûAÙmet  une;  si  nous  la  désignons  par  t,onaar8: 

Q=(x-S)a, 
et,  par  suite, 

[3]  X=(s-o)(«— 6)Q,. 

D'après  le  même  postulatum,  l'équation  Qt  =  0,  qui  est  do 
degré  (m— 2),  et  dont  le  premier  terme  est  évidemment  Aar-», 
doit  admettre  une  racine.  Si  nous  la  désignons  par  c,  on  aura  : 


ment  AaT-*. 

ïre,  et  en  opérant  sur  Q,, 
le  opération  mettra  en  évi- 
ier  degré;  et  le  degré  des 
en  dimiDuanI,  on  finira  par 
■X  évidemment  égal  h  A.  On 

..{x—h}(x—i)k. 


B  [1,  VS  et  VO],  l'applique,  ont 
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ArinspectiOD  de  cette  égalité,  on  reconnaît  qae  l'éqnu 
X  =  0  est  satisfaite  pour  les  valeurs  a!=o,aî=ft,aî  =  c,,.a 
et  qa'elle  ne  peut  l'être  autrement  ;  car  toute  autre  valeur  a 
bnëe  h  Xt  n'annulant  aucun  des  facteurs  du  second  mem 
ne  peut  annuler  le  produit,  comme  on  va  le  voir. 

176.  RjcKARQDB.  Un  produit  de  pia^euri  faeteun  n'eil  nul, 
gwmd  P*m  det  facteun  est  égal  à  zéro.  Cela  n'est  évident 
quand  les  facleors  sont  réels  ;  mais  il  est  facile  d'étendre  la  ] 
position  an  cas  même  oàil<  sont  imaginaires. 

Soit  le  produit 

on  a: 

Pour  que  ce  produit  soit  nul,  il  laut  donc  qu'on  ait  à  la  ft 

L^J  t  oft'+feo'teO; 

ot>,  en  faisant  la  somme  des  carrés  de  ces  deux  égalités  : 

[3]  (flo'— 6i')»+(fl6'+ia')'  =  0. 

Or,  le  prender  membre  de  [3]  est  identiquement  kg. 
(o*-J-6')(a'*+*'')i  et  ne  peut,  par  suite,  «"annaler,  que  si  l't 
0  =  0,  b  =  0,  ou  bien  a'^0,  b'^0.  Donc  il  faut  que  l'on 

(«-1-6/^  =  0,    ou    (a'4-A'v'^)=0- 

tit  la  condition  est,  d'ailleurs,  évidemment  sufGsante. 

177.  Atttrk  remarque.  La  formule  [5]  (178)  montre  qu 
premier  membre  d'une  équation  est  toujours  dëcomposable 
acteurs  duprenrier  degré.  Elle  permet  aussi  de  former  le  i 
tnier  membre  d'une  équation  du  degré  m,  lorsque  l'on  con 
ses  m  racines.  Ce  premier  membre  ne  contient  rien  d'arbitr 
que  le  cordent  A,  par  lequel  on  peut  évidemment  muUi[ 
les  deux  membres  d'une  équation ,  sans  altérer  les  condit 
qu'elle  impose  &  l'inconnue.  Il  résulte  de  là,  que  deax  iquaH 
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qui  ont  Us  mimes  raçineSi  nt  peuwn^  différer  que  par  un  faveur 
constant. 

178.  PoLTNOUES  iDENTiQxrES.  Uae  équation,  da  degré  m,  ne 
pouvant  avoir  plus  de  m  racines ,  il  en  résulte  que  deux  poUf- 
nomes j  du  degré  m,  en  x,  ne  peuvent  être  égaux  pour  plus  de  mvor 
leurs  de  cette  variable^  sans  être  complètement  identiques.  Si ,  en  ef- 
fet, on  égale  leur  différence  à  zéro,  on  obtiendra  une  équation, 
du  degré  m,  qui,  si  elle  n'est  pas  identique,  ne  peut  être  satb- 
tEute  pour  plus  de  m  valeurs  de  la  variable. 

179.  Racines  égales.  Dans  la  démonstration  que  naos  avoDS 
donnée  (17IS},  rien  ne  suppose  que  les  racines  désignées  par 
a,  by  c....ky  I,  soient  différentes.  Le  nombre  des  racines  distinctes 
d'une  équation ,  du  degré  m,  n'est  donc  pas  toujours  effective- 
ment égal  à  m.  On  énonce  cependant  tous  les  théorèmes,  comme 
s'il  en  était  ainsi  ;  et,  pour  en  acquérir  le  droit ,  on  dit  qu'une 
racine  a  est  double,  triple  ou  quadruple,  lorsque  le  facteur  (o^— a), 
qui  lui  correspond,  figure  deux,  trois,  quatre  fois,  dans  le  pro- 
duit qui  est  égal  au  premier  membre. 

S  IV.  Racines  imaginaires  conjugnées. 

180.  Théorâme.  Si  une  équation  à  coefficients  réels^  admet  une 
racine  imaginaire  a  -f-  b  v^— 1,  elle  admet  nécessairement^  et  un 


mime  nombre  de  fois^la  racine  conjuguée  a  —  b  ^ — 1. 

Si  l'équation  X  =  0, 

est  satis&ite  par  l'bypo  thèse 

x=a-\-b^ — 1, 

je  dis  que  le  premier  membre  X  est  divisible  par  (x — a^-^  V. 
Effectuons,  en  effet,  la  division;  le  reste,  devant  être  de  degré 
moindre  que  le  diviseur,  sera  de  la  forme  nuc-f-n;  et  l'on  aura: 

Ll]  X  =  [(a?-.a)»+6«]Q+miF+fi, 

tn  et  n  étant  des  nombres  réels,  puisqu'il  n'a  pu  s'introduire 
dans  le  calcul  aucune  expression  imaginaire. 
Si,  dans  les  deux  membres  de  l'identité  [1] ,  qui  existe,  quel 


THÉORIE  GÉNÉRALE  DES  ÉQUATIOMS. 

que  soK  x,  nous  faisons  x^a-\~b  ^ —  l ,  le  prei 
s'annule,  pas  hyp;othèse.  Il  en  est ,  évidemment. 
(a:  —  o)*  H-  6'  ;  et,  par  suite,  on  doit  avoir  : 

cequicxige:  ma  +  n  =  0,    mii  =  0; 

el,  par  suite,  puisque  b  n'est  pas  nul, 

m  =  0,    n^O. 

On  en  conclut  :  X  =  [(a:  —  a)»  +  6^0. 

Or  (x  —  a)*-\~b*  s'annulant  pour  x  =  a  —  6^—1, 
prouve,  qu'il  en  est  de  même  de  X. 

Si  X  est  divisible  par  {x  —  a  —  b<j—  l},  c'csl-i 
cine  a-\-b^ — l  est  double,  il  faut  que  Q  soit 
{x~a  —  b  v'^)  ;  on  prouvera  alors,  comme  on  1' 
qu'il  admet  aussi  le  facteur  (x—  o)*  -{-  6',  et  l'on  ai 

X=[(s-o)'+ô'?Q,=Ia!-Ca+6i/=T)]'[a:-Co- 

en  sorte  que  la  racine  a  —  bt/ — l  se  trouvera  ai 
dans  X. 

Si  X  admet  trois  fois  la  racine  a-\-b^ — l,ildoi 
par  (x—a-~b}/~l}';  et,  par  suite,  0»  doit  adme 
{x  —  a—b^—ï}.  On  prouvera  alors,  comme  on  1 
et  pour  Q,  qu'il  est  divisible  par  (aï — a)*  +  b\  et  q 

X=[Ca-a)*+bTQ.=[a!-C<t+ô/=^)na!-(fl- 

en  sorte  que  la  racine  a~b^^^  est  triple,  coo; 
guée. 

Le  même  raisonnement  peut  évidemment  se  ce 
finiment;  et,  par  conséquent,  la  racine  a—b^ 
degré  de  multiplicité  que  sa  conjuguée. 
Alg.  sp.  B. 


$  T.  Relations  entre  lei  coefflcieDls  d'une  éqoation  et  lee  racines. 

181.  Th^orâhe.  Soit 

a!*+A,i— •  +  .-+*— ^+A.=0, 

une  équation,  du  degré  m,  dont  nous  supposons ,  pour  pins  de 
simplicité,  que  le  premier  terme  ait  ponr  coefQdent  l'anilé. 
Nous  avons  tu,  qu'en  désignant  par  a,  b,  e....h,  I,  ses  racines,  on 
a  identiquement  : 

[1]  a!-+A,ar-'+.,..-l-A»^ir+A. 

=(x—a){x~è){x—c)....[x—h){x  —  l). 

Mais  on  sait  qu'en  elTectuanl  le  produit  indiqué  dans  le  second 
membre,  on  aura  (57)  pour  premier  terme  ^  z";  poar  second 
terme,  2*~'  multiplié  par  la  somme  des  seconds  (omes  —  a, 
~  h....~  I  ;  pour  troisième  terme,  x*-'  multiplié  par  la  somme 
des  produits,  deux  à  deux,  de  — a,—b,  — c....— J,  on,  ce  qui 
revient  au  même,  par  la  somme  des  produits,  deux  à  deux,  de  a, 
h,  e....l,  et  ainsi  de  suite,  en  sorte  que,  si  l'on  représente  par 
Za,  "Sab,  "Sabe  la  somme  des  racines,  les  sommes  de  leurs  pro- 
duits deux  &  deux,  trois  à  trois,  etc.,  on  a  : 
[2]  {x-a){x^b)....{x-k)(x—li 

=af—!ir~*Ja.-\-ar~-^'Sab~sr-'labc-\-....±.abc..M, 

imier  terme  étant  précédé  du  signe  +  on  du  signe  — soi- 
quem  est  pair  ou  impair.  En  ideDliOajit  ce  produit  arec  le 
nier  membre  de  l'équation  [1],  on  conclut  le  théotème  soi- 

\mmMiqua^maigibtiqve,i(mtUpnm\erteriMap(nircott- 
uTwaili, 

(B-+A,l— '  +  .... -{-A^i-{-A,=0, 

tfficient  (ht  second  terme  Ai  est  égal  i  latomme  des  raeinUtPrin 
gnêeontnân. 

eoeffieimi  du  b-oitiimêitnm^vtigtiàlaainunu  dapw- 
!,  deux  à  deux,  des  r, 


X. 
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Le  coefficient  du  quatrûme  terme  h,  est  la  somme  de  teun 
trois  à  trois,  pris  en  signe  contraire;  et  ainsi  de  suite. 

Enlîn,  le  dernier  terme  A„  est  égal  au  produit  de  toutes  It 
pris  avec  son  signe  ou  avec  un  signe  contraire,  suivant  qu 
4e  VèqutUion  est  pair  ou  impair. 

18S.  Rëuarque  I.  Ce  lliéorëme  s'exprime  par  les  t 
suivantes  : 

l   \t  =  {ab'^-ac  +  ...-\'bc+...  +  ki). 
£3]        {  A,=— (ai>c+«6d4-. ..  +  «(*+. ..  +  aW- 


En  considérant  les  racines  comme  des  inconnues,  n( 
U  m  équations  distinctes,  auxquelles  elles  doivent  a 
Lorsque  l'on  connaîtra  quelques-unes  des  racines,  ces  i 
pOQiTODt  faciliter  la  recherche  des  autres  ;  mais  elles  n( 
pas  servir,  en  général,  h  la  résolution  complète  de  I' 
proposée.  Si,  en  effet,  on  cherchait,  par  le  moyen  de  i 
lions,  à  déterminer  une  racine,  a  par  exemple,  il  faudr 
cela,  éliminer  toutes  les  autres;  or,  quel  que  soit  I 
que  l'on  emploie,  je  dis  que  l'équation  obtenue  de\ 
pour  solution,  non-seulement  a,  mais  encore  les  ai 
cines  b,  c...  k,  t.  Si  l'on  remarque,  en  effet,  que  le 
entrent  absolument  de  la  même  manière  dans  les  équa 
que  rien  ne  les  y  dislingue  les  unes  des  autres,  on  conc 
si  l'on  parvient,  par  certains  calculs,  à  éliminer  toute 
cines,  à  Texccptioa  de  a,  des  calculs  tout  semblables 
pu  éliminer  toutes  les  racines  autres  que  b,  par  exem 
qu'il  y  eùl,  dans  le  résultat,  d'autre  différence  que  le  cha 
de  a  en  &  :  c'est  donc  la  même  équation  à  laquelle  a  et 
satisfaire  ;  et,  comme  on  ea  peut  dire  autant  des  autres 
il  est  évident  que  l'équulion  en  a  doit  avoir  pour 
a,  b,  e ...  k,  l,  et  qu'elle  ne  doit,  par  conséquent  (i 
différer  de  l'équation  proposée  elle-même.  Celte  c( 
peut  d'ailleurs  se  vérilier  d'une  manière  bien  simple. 
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Reprenons,  en  effet,  les  équations  [3]  ; 

I  A.=  -.-l'«4-6-)-c-l-...4- ft  4-/), 


-*,  la  seconde  par  a^~',  la  troî- 
ire  par  a,  la  dernière  par  1,  et 
lilemenl,  que  l'on  obtient  ainsi 

-A«-iO  +  A«= — a", 

ilion  proposée,  dans  laquelle  x 

pas  afBrmer,  en  vertu  dé  ce  qui 
le  peuvent  jamais  conduire  à  ia 
rique.  Il  est  prouvé  seulement, 
ut  par  l'élimination  de  (tn  —  \] 
:  ramené  à  l'équation  proposée 
ïoir  d'autres  manières  de  pro- 
k  déterminer  les  deux  racines 
gré. 


re équation,  et  retranchons-en, 
Squation,  après  avoir  multiplia 


=  A.»  -  4A„ 

1*— 6A.; 

A,»  —  4A,. 

n  eo  conclut  fiicUement  a  et  ^ 


\ 


THEORIE  GÉNÉRALE  DES  ËQUATIOI 
S  VI.  Tbéorème  uir  k«  racines  d'une  équ. 

i&4.  Nous  termioeroDs  ce  chapitre,  eu  prêc 
les  conséquences  que  l'on  peut  tirer  (170)  de 
de  deux  nombres  difTëreats  dans  le  premier 
équation. 

Tbèorèus.  Si  deux  nombres,  «  et  p,  mbslitués 
tnier  membre  iTune  équation  algébrique  X  ^  0, 
suUats  de  signes  contraires,  ils  comprennefti  un  m 
racine*. 

Il  faut  entendre  que  les  racines  multiples  soi 
nombre  de  fois  égal  à  leur  degré  de  multiplicité 

Soient  a,b, ...  p,  les  racines  comprises  entre  < 
tienlde  la  division  deX  par  (a;— a)(x— 6)..,(; 
que  l'on  a  identiquement  : 

X=  (x-a)  (x—b)...  (x—p)  0, 

0  désignant  le  produit  des  facteurs  qui  corresp 
cines  imaginaires  et  aux  racines  réelles  non  i 
a  et  p.  Si  l'on  fait  successivement,  dans  cette 
z=p,  on  aura  : 

X.=  («-û}(«— 6)...  (c(-p)Q„ 

X,=(p-a){p-6)...(p-p)0h 

X,,  Q.,  Xf,  Qp  désignant  ce  que  deviennent  les  p 
lorsque  l'on  y  substitue  à  a:  la  valeur  a  ou  II 
hjpothèse,  X.  et  X»  sont  de  signes  contraires  : 
être  de  même  des  seconds  membres.  Or  Q,  et  Q 
signe  :  car,  sans  cela,  l'équation  Q  =  o  aurait 
moins  (170),  comprise  entre  a  et  p.  li  faut  do 
doits 

f  (— a)(— 6)-.(«-P), 
t  (p_fl)(p_6).„(p_p), 

soient  de  signes  contraires;  et,  comme  tous  les  I 
mier  sont  négatilii,  et  tous  ceux  du  second  posi 
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demment  qne  le  nombre  de  ces  facteurs,  et,  par  suite,  le  nom- 
bre des  racines  a,  (»,•.. p,  soit  impair. 

On  verrait  absolument  de  la  même  manière  que,  si  dexAX  nom" 
ères  donmnt  des  résultats  de  mime  signe^  ils  e(mprefment  un  mmtbre 
foir  d$  racines  (ce  iiOinbi%  pGiit  être  zéro). 

BÉSUMÉ. 

ÎW.  FornM  géoérale  d'une  foBctt<m  entièiB  de 4).^IM. Tool»  fboctfam, 
ealière  et  ratioaneUei  d'une  Ttriabl^  x,  varie  d'une  maaière  c»tilMHW% 
— 167.  Il  en  est  de  même  de  toute  fonction,  dont  la  dérivée  ne  devieaC 
paa  infinie.  —  168.  On  peut  toujours  donner  à  œ  une  valeur  assez 
grande  pour  que  la  fonction  prenne  le  signe  de  son  premier  terme.  — 
169.  Signe  d'une  lbnclîo& ,  de  degré  pair,  ou  d'une  fonction ,  de  degr^ 
impair,  lorsque  la  variable  reçoit  de  grandes  valeurs  positives  en  néga- 
tives. —  170.  Si  deux  nombres,  a  et  6,  aobstitués  à  cd,  donnent  à  f  (49} 
des  valeurs  de  signes  contraires,  Téqualion  f(œ)s^O  admet,  an  moiafti 
une  racine  comprise  entre  a  et  6.  — 171.  Même  théorème,  pour  toute 
équation  dont  le  premier  membre  eet  une  fonction  continue  de  x.  — 
1 72.  Une  équation,  de  dtsgré  impair,  a  toujours  une  racine  réelle,  de 
eigne  contraire  à  son  dernier  tenue.  —  i73.  Une  équation ,  de  degré 
pair,  dont  le  dernier  terme  est  négatif,  a  an  moins  deuK  racines,  Tune 
positive,  l'autre  négative^  -- 174.  On  admet  que  tonte  équation  a  nne 
racine  réelle  ou  Imaginaire.  —  1 7ii.  Toute  équation,  de  degré  m,  a  pré- 
cisément m  racines  ;  et  son  premier  membre  est  le  produit  de  m  facteurs 
du  premier  degré.  —  176.  Un  produit  de  facteurs  imaginaires  ne  peut 
être  nul ,  que  si  l'un  des  facteurs  est  égal  à  zéro.  — 177.  Deux  équa- 
tions, qui  ont  les  mêmes  racines,  ne  différent  que  par  un  facteur  con- 
stant. — 178.  Deux  polynômes,  de  degré  m,  égaux  pour  (m -h  1)  va- 
leurs de  la  variable^  sent  identiques. — 179,  Minitioa  des  radass 

égales.^  IM.  Si  («4*6\/— -l)  est  ni  lois  racine  d'une  équation,  à 

coefficients  réels,  il  en  sera  de  même  de  (a — 6  \/^).  <^  181 .  Expies* 
sion  4es  coeffioîenls  d'une  équation^  en  fonction  des  racines.  — * 
482.  Les  relations  ne  peuvent  pas  cendmfe«  par  élimination)  à  la 
ltt4ion  de  réquaiîon.  --  18S.  H  ne  faut  pis  affirmer  q«e,  pirixie 

voie,  il  soit  impossible  qu'elles  fournissent  l'expression  des  racines^  -^ 
184.  Si  deux  nombres,  a  et  p,  substitués  dansf(a;},  donnent  des  résul- 
tats de  signes  contraires,  ils  comprennent  un  nombre  impair  de  racines; 
s'ils  donnent  des  résultats  de  même  signe,  Os  en  comprennent  un  nombre 
pair,  ou  A'ea  comprennent  aucune* 


> 
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!•  TroaTer  le  maximum  du  produit  â;(p— s'),  lorsque  x  varie  de  0  à  p. 
En  GODcltire  les  conditions ,  pour  que  Téquation 

admette  deux  racines  positives. 
On  trouye  la  condition  4p'  >  27  9'. 

IL  Chercher  les  conditions,  pour  que  l'équation 

admette  deux  racines  positives. 
On  trouve  la  condition 

n»(ifi— n)*^l>"  >  mrq'"^. 
III.  L'équation 

A      .      B      .      C 


T»  •  •  •  T  "Z        i  —  *  > 


«  — C  »— * 

admet  m  racines  réelles,  si  a,  6, ....  I  représentent  m  nombres  distincts. 
On  applique  le  théorème  (170). 
lY.  Si  réquation 

«-  — A««-<  +  B»"^  — Ca;--»  +  I)»*^— ...,=0. 
a  toutes  les  racines  réelles,  on  a,  nécessairement  : 

A'— 2B>0, 

B«— 6AC  +  2D>0, 

C»— 2BD  +  2AE-2F>0 


On  le  démontrera,  en  posant  y =â^  ;  et  en  remarquant,  qu'kpiès  avoir  rendu 
réquation  en  y  rationnelle,  les  coefficients  de  celle-ci  doivent  être  alternative- 
ment positifs  et  négatifii. 

Y.  Si  ai,  as,  ....a«,  sont  n  racines  de  l'équation 

*-+A,«^  +  A,»"^  +  ....+  A,=0, 


^:i 
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■  n)  autre»  raeiaci  satisfont  i  rtquabo:i 

*"  +  {A,  +  la,)*— ^'  +  (A,  +  AiSa,  +  Ia.«Ji— -> 

+  (A,  +  AiSai  +  A,£a,a,  +  laiB,»,)*— •"  +  ....  =0  ; 

u.  £a,rbb  d^timant  U  somme  des  lacloes,  les  somme»  de  leurs  pni- 

,  tes 


CHAPITRE  II. 

THÉORÈME  DE  DESCARTES.  —  TDÉOnÈBIE  DE  ROL: 
S  I.  Théorème  de  Deicorles. 

18tï.  DÉFiNTnon.  Le  but  de  ce  paragraphe  esl  la  démoi 
lion  d'un  théorème  célèbre,  qui  permet  d'assigner,  &  la 
iDspectïon  d'une  équation  algébrique,  une  hmite  supérieu 
nombre  des  racines  positives  qu'elle  peut  avoir. 

La  démonstration  de  ce  théorème  repose  sur  un  lemme 
nous  établirons  d'abord. 

Lorsque  deux  termes  consécutifs  d'un  polynôme  sont  < 
gnes  contraires,  on  dit  qu'ils  présentent  une  variation  de  s 
lorsqu'ils  ont  le  même  signe,  on  dit  qu'ils  présentent  une  p 
nmce. 

186.  Leuhe.  Si  Pon  multiplie  par  (x  —  a)  un  polynorri 
(ùmnel  et  entier,  ordonné  tuivant  les  puissances  dicroissaiitet 
les  coefficients  du  produit,  considérés  à  partir  du  premier,  prés 
au  moins  une  variation  de  signe  de  plus  que  ceux  du  miUtiptii 
On  suppose,  bien  entendu,  dans  l'énoncé  précédent  que 
àgne  un  nombre  positif. 

Soit  /  (a:)  le  multiplicande  considéré.  Supposons,  pour 
les  idées,  que  son  premier  terme  ait  on  coefGcient  positi 
composons  ce  poljnome  en  groupes  de  termes,  dans  cl 
desquels  tous  les  coefBcients  aient  le  même  signe.  Le  pn 
groupe  se  composera  du  premier  terme  et  de  tous  les  U 
positifs  qui  le  suivent  sans  interruption  ;  le  second  groupe 
mencera  au  premier  terme  négatif,  et  comprendra  toi 
termes  nëgatife  compris  entre  celui-là  et  le  premier  des  ti 
positifs  qui  viennent  après;  ce  terme  sera  le  premier  du 
sième  groupe,  et  ainsi  de  suite  :  il  est  bien  entendu  que  cl 
groupe  peut  ne  contenir  qu'un  seul  terme.  ËcrÎTODS  le  pr< 
terme  de  chaque  groupe  : 

[1]  A»--|--|—.— Pa^ ...+  Qa!»+... 

_Rœ* ...±Ui"±...±V, 
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les  termes,  que  Ton  n'écrit  pas,  étant  tous  de  même  signe  qœ 
le  premier  terme  écrit  à  leur  gaucl)e,  et  qui  commence  le 
groupe  auquel  ils  appartiennent.  Il  est  bon  de  remarquer,  que 
tous  les  termes  écrits  servent  de  commencement  à  un  groupe, 
à  l'exception  du  terme=i:  Y,  qui  termine,  au  contraire,  le  groupe 
auquel  il  appartient. 

Multiplions,  actuellement,  le  polynôme  ainsi  écrit  par  le  mul- 
tiplicateur (x — a);  et  attachons-nous  seulement  à  former,  dans  1 
le  produit,  les  termes  en  aT+S  «c^S  ap«*Saf^,  ...aT**,  et,  en 
outre,  le  dernier  terme  ±  Va. 

On  Terra  tout  de  suite  : 

Que  le  coefficient  da  terme  en  af^  est  positif; 

Que  le  coefficient  dû  terme  en  a/^^  est  n^atif  ; 
Que  le  coefBdcnt  du  terme  en  a^*^  est  positif; 

Que  le  coefficient  du  terme  a^  a  le  signe  it,  c'est-à-dire  le 
même  signe  que  celui  du  terme  en  z*  dans  le  inukipli* 
cande. 

Le  terme  en  aT**,  dans  le  produit,  provient,  en  effet,  du  produit 
de  Aaf  par  w. 

Le  terme  en  af**  provient  du  produit — Paf^  de — Pa^  par  s, 
et  du  produit,  par  —  «,  du  terme  qui  précède  immédiatement 
—  fa^;  or,  ce  terme  ayant,^  d'après  nos  conventions,  un  coeffi- 
cient positif,  son  produit  par — «  aura  un  coefficient  négatif,  qui, 
ajouté  à  —  P,  coefficient  de  —  Px^^,  donnera  nécessairement 
une  somme  négative.  Le  terme  en  a^^  provient  du  produit 
-{- QaJ»**  de  4- Qa5  par  a?,  et  du  produit,  par  —  a,datermeqm 
précède  immédiatement  Qj^;  or,  ce  terme  ayant,  d'après  nos 
conventions,  un  coefficient  négatif,  son  produit  par —  a  aura  un 
coefficient  positif,  qui,  réuni  à  +  Q,  coefficient  de-|-Qaf«**,  don- 
nera nécessairemsnt  nne  somme  positive. 

La  démonstration  est  la  même  pour  les  termes  suivants. 

Ajoutons  que  le  dernier  terme  du  produit,  provenant,  sans 
réduction,  du  produit  de  ±:  V  par  —  a,  aura  nécessairement  le 
signe  ifi,  en  sorte  que  le  produit  peut  s'écrire  : 

[2]  Ax-^*.,.— P'a;^^,.  +  Q'a?«^.„~a'ar*-*.-±U'a?^  ...q=Va; 
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''f  0^%  R\  U',  •  •  .  désignant  des  nombres  poskifs,  elles  termes 
on  écrits  ayant  un  signe  incertain. 

Or,  à  riaspectîon  de  ce  produit  [2],  on  voit  qu'il  a  au  moins 
ine  Tariatton  de  plas  que  le  multiplicande  [1].  En  effet  ;  de 
izf^^  à  —  P^a;^*,  nous  avons  au  moins  une  variation 4  et  il  n'y 
m  a  qu'une  dans  la  partie  correspondante  du  multiplicande. 
Oe  —  P'ic^*^  à  +  Q'««**,  nous  avons  au  moins  une  variation  ;  et 
il  n'y  en  a  qu'une  dans  la  partie  correspondante  du  multipli- 
cande. Nous  continuerons  le  même  raisonuement  jusqu'au  terme 
+  U'j;;*^^  ;  et  nous  verrons  qu'il  y  a,  jusqu'à  ce  terme,  autant  de 
variations  de  signe,  au  mciBS.  dans  le  produit,  qu'il  y  en  a  en 
tout  dans  le  multiplicande.  Mais,  après  le  terme  zh  U'a;*^^,  le 
produit  présente  encore,  au  moins,  une  vanatton,  puisque  ce 
terme  n'a  pas  le  même  signe  que  le  dernier  terme  ip  Va  ;  et, 
par  conséquent,  il  y  a  dans  le  produit,  au  moins,  une  variation 
de  plus  que  dans  le  maltipUcâiide*  G'efit  préoisément  ce  qu'il 
dènumtrer. 


187.  Remarque.  Si  le  premier  groupe  du  produit  [2],  de 
AaT^  à  —  Vcf^t  offre  plus  d'une  variation,  îl  en  présente  un 
nombre  impair,  puisque  ses  termes  extrêmes  n'ont  pas  le  même 
signe«  Donc  le  nombre  des  variations  introduites^  par  la  multi- 
plication, dans  cette  partie  du  produit,  est  pair.  Il  en  est  de  même 
du  nonabre  des  variations  introduites  dans  chaque  groupe,  jus-^ 
qu'au  dernier  exclusivement.  Mais  ce  dernier  groupe,  qui  ne 
présentait  aucune  variation  dans  le  multiplicande,  en  présente 
dans  le  produit  un  nombre  impair.  Donc,  le  nombre  total  des^ 
variations  introduites  est  impair. 

188.  Limite  supiRiEuas  nu  nombre  des  racines  pûsitives 
d'une  équation.  Supposons  actuellement  que  l'on  considère 
une  équation  algébrique 

et  soH  f  (ai)  le  produit  des  facteurs  simples,  qui  répondent  aux 
racines  négatives  ou  imaginaires  de  «elte  équafitm;  de  telle 
sorte  qu'en  nommant  «,  'p,  7, . . .  les  racines  positive,  on  ait  : 
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;mme  précédent, leproduit/'(x)(x — n)  admet  au  okhoi 
lOn  de  plus  que  /"(»)  :  le  produit /'(a;)  (i  —  a)  (x  —  ^] 
une,  au  moins,  de  plus  que  le  précédenti  et,  par 
[  de  plus  que  f{x)  ;  f{x)  {x  —  «)  {x  —  p)  (x  —  t)  en 
Qoins  trois  de  plus,  et  ainsi  de  suite  ;  et,  par  cotisé* 

même  que  f{x)  aurait  tous  ses  termes  de  même  signe, 
F  {x)  a  autant  de  variations,  au  moins,  qu'il  y  a  de 
l,T>-- 

les  racines  de  f  (x)  =  0  étaient  positives,  on  soppo- 
=  1  ;  et  la  conclusion  n'en  subsisterait  pas  moins, 
donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

lion  algibriqm, 

nier  membre  est  une  fonction  rationnelle  tt  entière  de  x, 
avoir  plia  de  racines  positiva  qu'il  n'y  a  de  variations 
au  kl  coef/icienu  de  <f  (x). 

e  théorème  connu  sous  le  nom  de  règle  des  signes  de 
flTE  SOPÉRIEURE  DU  NOUBRB  DES  RACUIES  HéCATIVES. 

>n  algébrique.  Si  —«  désigne  une  racine  négative  de 
ion,  on  a  : 

Cf  x  =  +  «  est  racine  de  l'équatioD 

!-{—«)  =0, 
,  changeant,  dans  la  proposée,  xea~x.  Cette  équa- 
met  donc,  pour  racines  positives,  les  racines  néga- 
qualion  [l];  et,  par  suite,  en  lui  appliquant  le  théo- 
escartes,  on  aura  une  limile  supérieure  du  nombre 
les  négatives.  Une  équation  ne  peut  donc  avoir  plus  de 
ttives  qu'il  n'y  a  de  variations  dans  te  premier  membre 
irmieen—x. 
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100.  RsHiAQUE.  Le  ibéorème  de  Descartes  fournit  ui 
supérieure  du  nombre  des  racines  positives  ou  négati 
peut  avoir  une  équation.  Mais  il  arrive  souvent  que  cet 
n'est  pas  atteinte,  et  que  le  nombre  des  racines  positi 
exemple,  est  moindre  que  le  nombre  des  variations  da 
membre. 

On  peut  démontrer  seulement  que,  si  cts  deux  nom 
différents,  leur  diffirtnct  est  toujours  un  nombre  pair. 

En  d'autres  termes,  si  une  équation  a  un  nwn&re  pair  t 
tioiu,  elle  a  aussi  un  nombre  pair  de  racines  positives;  et, 
un  nombre  impair  de  variations,  elle  a  un  nombre  impai 
cines  positives. 

Remarquons,  pour  le  prouver,  qu'une  équation,  q 
nombre  pair  de  variations,  a  évidemment  son  demie 
posilir;  par  suite,  en  faisant  ir=:Oel  a;=«,on  aura 
sullats  de  même  signe  ;  le  nombre  des  racines  positives  i 
(1S4)  pair.  Si  le  nombre  des  variations  est  impair,  le 
terme  est  négatif;  x  =  0,  substitué  dans  le  premier  n 
donne  donc  un  résultat  négatif;  x  =  <o  donne  toujoui 
un  résultat  positif;  et,  par  suite  (id4),  entre  0  et  w ,  ii 
nombre  impair  de  racines  positives. 

181.  Limite  iNFÉRiEtmE  du  ncwbre  des  racines  ihag 
n  arrive  souvent  que  l'application  de  la  régie  de  Descar 
certaine  l'existence  de  racines  imaginaires.  Si,  en  < 
nombre  possible  de  racines  positives,  ajouté  an  nomb 
sible  de  racines  négatives,  forme  une  somme  moindre 
degré  de  l'équation,  il  faut  bien  qu'il  y  ait  des  racine! 
natrcs. 

Soil,  par  exemple,  l'équation 

a;»  +  5a?  +  2x— 1=0; 

son  premier  membre  n'a  qu'une  variation;  elle  ne  pe 
avoir  qu'une  seule  racine  positive. 
Si  OQ  cbange  «  en  —  ir,  la  transformée  est: 

jB»_5a4_2i— 1  =  0, 
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qui  n*a  aoss!  qn^nne  Tariation,  et  qui  ne  pent  avoir,  par  saite, 
qu'une  racine  positire.  La  proposée  ne  peut  donc  avoir  que 
deux  racines  réeHes  ;  et  eHe  a,  par  conséquent,  an  moins,  six 
racines  imaginaires. 

On  peut  remarquer  que  les  deux  racines,  que  la  r^le  de 
Descartes  indique  comme  possibles,  existent  certainement  dsns 
ce  cas  ;  l'çxcès  du  nombre  des  variations  sur  le  nombre  des  ra- 
cines positives  étant,  en  effet,  pair  (190),  il  faut  bien  qu'il  soit  0, 
dans  le  cas  où  il  n'y  a  qu'une  seule  variation. 

S  n.  Théorème  de  RoRe. 

192.  Théorème.  Deux  racines  réelles  consictUives  a  et  b,  d'une 
équation  <p  (x)  =  0,  comprennent  au  nurins  une  racine  rielû  de  la 
dérivée  ç'  (x)  =  0. 

En  effet,  si  Ton  fait  varier  x  depuis  a  jusqu'à  6,  ^(x)  part  de 
zéro  pour  revenir  à  zéro  ;  cette  fonction,  qui  est  continue,  ?a 
donc  d'abord  en  alimentant,  pour  diminuer  ensuite;  oubîeo, 
elle  commence  par  diminuer,  pour  aller  ensuite  en  augmen- 
tant. Dans  les  deux  cas,  la  dérivée  change  de  signe  ;  et  comme 
«lie  est  continue,  elle  passe  par  zéro,  pour  une  valeur  de  x  com- 
prise entre  a  et  &.  C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Gomme  la  fonction  peut  subir,  entre  a  et  6,  plusieurs  alterna- 
tives d'accroissement  et  de  diminution,  la  dérivée  peut  s'annuler 
plusieurs  fois  dans  l'intervalle.  //  peut  donc  y  avoir  plusieurs  nz- 
cines  de  la  dérivée  comprises  etUre  deux  racines  consécutives  de  la 
proposée. 

Ce  théorème  est  vrai  pour  toute  équation  dont  le  premier 
membre  est  une  fonction  continue  de  x,  quand  sa  dérivée  elle- 
même  est  continue. 

105.  Corollaire.  Il  résulte  de  là  que  deux  racines  consécu- 
tives de  la  dérivée  peuvent  ne  comprendre  aucune  racine  de  la  pro- 
posée^ mais  qu* elles  n'en  comprennent  jamais  plus  d'une.  On  voit, 
en  effet,  d'une  part,  que,  si  deux  racines  consécutives  a,  b  de 
la  proposée  comprennent  plusieurs  racines  a',  b\  ...  de  la  déri^ 
vée,  ces  racines  ô^,  V  de  la  dérivée  ne  comprennent  pas  de  ra- 
cine de  la  proposée  :  et  l'on  voit,  d'autre  part,  que  si  deux  ra- 
cines consécutives  a',  b'  de  la  dérivée  comprenaient  plnsieor» 
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racines  a,  5»...  delà  proposée,  ces  racines  a,  b  de  la  proposée 
ne  comprendraient  pas  de  racines  de  la  dérivée  :  ce  qui  n'est 
pas  possible. 

194.  Nombre  des  racines  riêellss  d*une  équation.  On  con- 
clut de  ce  qui  précède,  que,  si  Von  sait  trouver  les  racines  de  la 
dérivée^  on  pourra  compter  le  nombre  des  racines  réelles  de  la  pro^ 
posée.  Soient,  en  efiet,  a',  &',  (^,...  l\  les  racines  réelles  de  la 
dérivée,  rangées  par  ordre  de  grandeur  :  substituons  successi- 
vement à  Xy  dans  le  premier  membre  de  la  proposée,  les 
nombres 

—  00,  a',  b\  c',....  r, +  00. 

Si  deirz  substitutions  consécutives  donnent  des  résultats  de 
signes  contraires,  il  T  >»  d^^s  l'intervaUe  correspondant»  une 
racine  an  moins  de  la  proposée  (170)  et  nne  seule  (195). 
Si  les  résultats  sont  de  même  signe,  il  n'existe  dans  Tintervalle 
ancuoe  racine  de  la  proposée;  car  il  ne  saurait  s'en  trouver 
plus  d'une  (195)»  Ainsi  chaque  changement  de  signe,  dans  les 
substitutions  successives,  prouvera  l'existence  d*une  racine 
réelle  de  la  proposée. 

Si  l'on  désigne  par  n  le  nombre  des  racines  réelles  de  la  dé- 
rivée, (n+l)  sera  le  nombre  des  intervalles;  et  par  suite  (n+ 1) 
sera  la  limite  supérieure  du  nombre  des  racines  réelles  de  la 
proposée. 

On  voit  encore  que,  si  une  équation  a  toutes  ses  racines 
réelles,  sa  dérivée  a  aussi  toutes  ses  racines  réelles;  car  les 
m  racines  réelles  de  la  proposée  fournissent  (m —  1)  intervalles, 
dans  chacun  desquels  doit  se  trouver,  au  moins,  une  racine  de 
la  dérivée  (qui  n'a  que  m—  1  racines.)  La  réciproque  n'est  pas 
vraie. 

105.  Application  a  l'équation  nu  troisième  degré.  Si  l'on 
considère,  en  particulier,  l'équation  du  troisième  degré,  sous 
la  forme  simple 

on  remarque  que,  pour  qu'elle  ait  ses  trois  racines  réelles,  il 
faut  d'abord  que  sa  dérivée,  3a;"  +  p  =  0,  ait  ses  deux  racines 
réelles;  car  si  celles-ci  étaient  imaginaires,  la  proposée  ne  pour- 


n 


éelle.  n  faut  donc  que  p  s 
iriîée  sont  : 


_P. 
3 

successivement  i.  x,  â&as  le 


sR- 


+  «, 


igranent  de  signe  (194).  Or, 
ression  négative,  et  œUe  de 
,  et  cela  suffil,  que  l'on  ob- 
plus  petite  racine  de  la  de- 
là plus  grande.  Or,  le  pre- 
se  mettre  sous  la  forme 
:essaires  et  suffisantes  sont 


3  V       3 
3  V       3 


+  9>l), 
+  ï<0. 


positif,  comme  p  est  Dégalif, 
'ement  vériliée;  quant  &  la 

8' 

positifs,  on  peut  les  élenr 
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2'  Si  q  est  négaiir,  la  seconde  inégalilé  est  nêcessaireir''"' 
Térilîêe.  Quant  à  la  première,  on  peut  l'écrire  : 

-¥v/=l>-'. 

ou,  en  élevant  au  carré  les  deux  membres  qui  sont  positifs, 

-'^>,-,    ouencore    (i)+(|)'<0.        (: 

Telle  est  donc  [1]  la  condition  nécessaire  et  suffisante,  pi 
que  l'équation  du  troisième  degré  ait  ses  trois  racines  réel 
(Celte  condition,  on  le  voit  aîséuient,  comprend  la  premi 
p<0.) 

RiSUMl!. 

ISS.  DéSnition  des  variations  el  des  pennanencea.  —  186.  Si  l'on  mi 
plie  un  polynôme  entier  en  x  par  (x— a),  a  étant  positif,  le  produi 
an  moÎDs,  ane  rariatioa  de  plus  que  le  mnlliplicande.  — 187.  Le  m 
bre  des  varialioDS  introduiles  est  impair.  — 188.  Le  nombre  des 
cines  positives  d'une  équation  ne  peut  surpasser  le  nombre  des  va 
lions  de  son  premier  membre.  —  189.  Limite  supérieure  du  non 
des  racines  négatives.  — 190.  L'eicès  du  nombre  des  variations  su 
nombre  des  racines  positives  est  un  nombre  pair.  — 191.  Limite  i: 
rieure  du  Dombre  des  radnes  imaginaires.  — 192.  Deux  racines  rée 
consécutives  d'une  équation  comprennent,  au  moins,  une  radne  ré 
de  la  dérivée.  —  193.  Deux  racines  réelles  consécutives  de  la  déri 
peuvent  ne  comprendre  aucune  racine  de  la  proposée;  elles  n'en  c 
prennent  jamais  plus  d'une.  — 194.  Lorsqu'on  sait  trouver  les  rac 
de  la  dérivée,  on  peut  compter  les  racines  réelles  de  la  proposée.  I 
qu'une  équation  ail  tontes  ses  racines  réelles,  il  faut  que  sa  dérivé) 
toutes  ses  radnes  réelles;  mais  cala  n'est  pas  BufSsant. —  19K.  ( 
dition  pour  que  l'équation  du  Iroisième  degré  ait  ses  trois  rac 
réelles. 

EXE&CICE8. 

I.  lorsqu'une  équation  algébrique,  de  degré  m,  à  coetBcients  réels,  est 
plèie,  c'est-i-dire,  lorsque  son  premier  membre  contient  toutes  tes  puissi 
<<ei,  depuis  la  puissance  in  jusqu'à  la  puissance  zéro,  si  toutes  ses  racines 
réelles,  le  nombre  des  racines  positives  est  égal  au  nombre  des  variations, 
nombra  des  racines  négatires  est  égal  au  nombre  des  permanences. 
Alc.  sp.  B.  IS 


II.  Si  une  éqiulioD  ioâcaiplète,  de 
de*  racines  réelle)  ne  peut  surpassée  i 

On  applique  les  tbéorËmes  (188  SI 

m.  Si,  dâits  une  iquation  incomplète,  il  manque  un  nombre  pair  de  terme 
entre  deux  termes  de  mbne  signe  ou  de  signes  contraires,  l'cquation  a,  «n  aom, 
autant  de  racines  imaginaires  qu'il  y  a  de  termes  manquants. 

tV.  Si,  dans  une  équation  incomplète,  il  manque  un  nombra  impair  de  tenues 
entre  deui  tenues  de  même  signe,  il  y  a,  au  moins,  lutant  de  racines  inugi' 
naires  qu'il  y  a  de  termes  manquants  plus  un.  Et  si  les  deux  termes,  qui  con- 
pnonent  la  lacona,  wmt  de  ai^tw  CMtiairM,  il  7  a,  an  moiiM,  naiMt  da  ndoei 
imaginaires  qu'il  y  a  de  termes  manquants,  moins  un. 

T.  Lomfl'wM»  iquatioD  Incom^He  a  loutM  laa  ra«lne>  tMIbs,  B  ne  ptot 

manquer  de  terme  entre  deux  termes  de  même  signe  ;  et  il  n'en  peut  aaaqaa 
plus  d'un  entre  deui  termes  de  signes  contraires. 

TI.  Lorsqu'une  iquation  incomplète  a  toutes  ses  ncines  réelles,  le  nond)» 
des  racines  pasltives  est  égal  au  nombre  des  nriations;  et  le  nombre  des  ticinci 
n^atlres  est  égal  au  nombre  des  permanences,  augmenté  du  voaibtt  ds 
lactines. 

On  applique,  pourUa  eiercim*  m,  IT,  V,  TI,  las  Ultatoe*  (188), 
189  Bt  191). 

m.  Dem  raeinai  oonrtcntlTea  d'une  équaikm  eumpimnent  tirajoun  no  nom- 
bn  impair  da  TBolmi  de  la  dirlTée,  pourra  qu«  l'on  oompte  ponr  deoi  ebi^c 
lacine  doubla  qm  peut  aTOtr  la  dirirée,  pour  bt^  cfeaqiw  ndaa  Hipla,  ett. 

On  étudie  les  nilation)  du  premier  membre  de  l'équaUnn  (19X}. 

TUL  Bil'MaBMi. 


et  qUB  Ton  mnlHptte  reepoetiTement  ses  termes  par  o,  a  +  h,  a+7b,—- 
a  +  i'm-~l)b,  a+tnb  (aat  bêlant  des  DombiMponlib),  on  forme  une  équiLon 
nooTelle,  qui  a  m*  ikIiib  aomptiu  antre  deu  caciiM*  conainrtlTM  da  la  pro- 
posée, excepté  entre  la  ybm  petila  neina  poaitlra  «  la  raetM  oigKUn  qm  It 
précède. 

On  applique  le  théorème  précédent  (ni). 

IX.  Si  dans  une  équation  f{i)  =0,  on  change  s  en  — c,  le  nombre  des  nm- 
tlona,tantde]apropasé«quade  la  traortmate,  ne  peut  être  lupérienr  as  drgn 
da  riqaatton;  et,  qoand  il  loi  wt  inltrienr,  la  dillérenca  est  m  nooibn  pair. 


TBÉORIE  GENERALE  DES  ÉQUATIONS. 

X.  Si  une  équation,  da  degré  m,  présente  n  TariatioDS,  elle  a, . 
racines  négatives. 

CoroUure  du  théorème  IX. 

XL  S'il  arrive,  qa'en  mnltipliaiit  le  premier  membre  iTqii 
(s — s),  on  introduise  (!«■)•  1)  ntiations,  l'équation  proposé 
3t)  racines  ii 


J^plioation  des  tbiaièmM  X  el  101. 


CHAPITRE  ni. 

THÉORIE  DES  RACEVES  ÉGALES. 

S  I.  Facteurs  communs  à  deux  polynômes. 

196.  DÉnNinON  du  plus  grand  commun  diviseur  ALOéBRIQUS. 

Nous  ayons  yu  (175),  qu'une  fonction  entière  de  layariableâ? 
peut  toujours  se  décomposer  en  facteurs  du  premier  degré,  de 
la  forme  {x — «),  «  désignant  un  nombre  réel  ou  une  expression 
imaginaire  indépendante  de  x.  La  décomposition  ne  peut  se 
foire  que  d'une  seule  manière  ;  et  chaque  polynôme  admet  seu- 
lement un  nombre  de  facteurs  égal  à  son  degré.  En  général, 
deux  polynômes  différents  admettront  des  facteurs  inégaux  ;  el 
ce  sera  seulement  dans  des  cas  particuliers,  qu'ils  en  auront  un 
ou  plusieurs  de  communs.  Il  est  important,  dans  plusieurs  re- 
cherches d'algèbre,  de  savoir  décider,  si  deux  polynômes  donnés 
se  trouvent  précisément  dans  un  de  ces  cas,  et  quel  est  alors  le 
produit  des  facteurs  conmiuns,  que  Ton  nomme  plus  grand 
commun  diviseur  des  deux  polynômes. 

197.  Rkcherche  DU  plus  grand  commun  diviseur  de  deux 
POLYNOMES.  Soient  <p  {x)  et  f  i  {x)  les  deux  polynômes,  ordonnés 
suivant  les  puissances  décroissantes  de  x.  Supposons  f  {x)  de 
degré  supérieur  à  f  i  {x)^  et  divisons  le  premier  de  ces  polynômes 
par  le  second.  Soient  Q  le  quotient  et  ffi{x)  le  reste;  on  aura: 

<p(a?)  =  Q?i(a?)  +  çt(a?); 

et  cette  égalité  prouve,  que  le  produit  des  facteurs  communs  & 
^{x)  et  à  f  i(a;}  est  le  même  que  celui  des  facteurs  communs  l 
(Pi(a?)  et  à  ç,(a?). 

Soit,  en  effet,  {x—a)  un  facteur  commun  à  f^{x)  et  à  fft(x)^  qoi 
figure  p  fois  dans  chacun  de  ces  deux  polynômes  ;  ff{x)  et  ««(x) 
étant  divisibles  par  (a?  — a)',  la  somme  f{x)  et  l'une  des  parties 
Q^{x)  admettent  évidemment  ce  diviseur;  il  en  est,  par  suite, 
de  même  de  l'autre  partie  de  la  somme,  c'est-à-dire  de  9t(^}* 

On  verra  de  même,  que,  si  f^^x)  et  ffi(x)  admettent  p  fois  un 
facteur  (a;—»},  il  en  sera  de  même  de  ^{x). 
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Il  est  bien  entendu  que,  dans  ce  qui  précède,  on  peut  avoir 
p  =  l. 

D'après  cela,  les  facteurs  communs  à  9(0;)  et  à  ^i{x)  sont  les 
mêmes  que  les  facteurs  communs  à  91(0;)  et  à  cps(rr}  ;  ils  doivent 
être  pris,  dans  les  deux  cas,  avec  les  mêmes  exposants  ;  et,  par 
suite,  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ff{x)  et  de  f  «(rr)  est  le 
même  que  celui  de  <pi(â?}  et  de  91(0?). 

On  ramènera,  de  la  même  manière,  la  recherche  du  plus 
grand  commun  diviseur  de  71(0;)  et  de  92(0;)  à  celle  du  plus 
grand  commun  diviseur  entre  9,(0?)  et  le  reste  fsCrr)  de  la  divi- 
sion de  91  par  91.  On  continuera  ainsi  à  substituer  aux  poly* 
nomes  proposés  d'autres  polynômes,  dont  le  degré  ira  sans  cesse 
en  diminuant;  et  lorsqu'on  parviendra  à  une  division  qui  se  fera 
exactement,  le  diviseur  de  cette  dernière  opération  sera  le  plus  grand 
commun  diviseur  cherché. 

Si  Ton  parvient  à  un  reste  numérique,  avant  d'avoir  rencontré 
une  division  qui  réussisse,  les  polynômes  proposés  n'ont  aucun 
facteur  commun,  et  il  n'y  a  pas  de  plus  grand  commun  di- 
viseur. 

198.  Remarque.  En  cherchant  le  produit  des  facteurs  com- 
muns à  deux  polynômes,  on  ne  se  préoccupe  aucunement  des 
facteurs  numériques.  On  peut  donc  multiplier  l'un  des  polynô- 
mes donnés,  ou  l'un  quelconque  des  restes  obtenus  dans  Topè- 
ration  par  un  facteur  numérique  quelconque.  On  profite 
souvent  de  cette  remarque,  pour  éviter  Tintroduction  des  dé- 
nominateurs numériques.  Il  suffit,  pour  cela,  de  multiplier  les 
dividendes  successifs  par  le  coefficient  du  premier  terme  du 
diviseur;  et  l'on  doit  prendre  cette  précaution,  nonnseulement 
pour  les  fonctions  successives  9,  91,  91,  91,...}  qui  servent  suc- 
ceteivement  de  diviseurs,  mais  aussi  pour  les  dividendes  partiels, 
qui  se  présentent  dans  le  cours  de  chaque  division. 

Supposons,  par  exemple,  qu'en  divisant  ^{x)  par  91(^7),  on  ait 
trouvé  au  quotient  un  certain  nombre  de  termes,  dont  nous  re- 
présenterons l'ensemble  par  Q|. 

Soit  ^{x)  ce  qui  reste  du  dividende,  lorsqu'on  en  a  retranché 
le  produit  de  d  par  le  diviseur  ;  on  a  : 

9(a?)  =  Oi?i(a?)+4'(^) 


^^SPfflçSP^' 


,  que  les  focteurs  eommuos 
les  facteurs  commans  à  ^(x) 
àdeurs  communs  h  h^x)  et 
iDipie.  D  est  donc  permis  de 
lultiplié  le  diviileBde  partiel 

lynomes  on  l'un  des  resta, 
it  commun. 

c  produit  dfis  facteurs  cooh 


'+120!- 

ix-{-î. 


«c'+Uc— 4, 

3x  +1. 

poTtieUt. 
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Ainsi  donc,  le  produit  des  factears  communs  est.(^ — 3â?+ 1); 
^t  Ton  a  : 

9(a?)  =  (a;*— 3a?+l)(  cf—k), 

<p,(a?)  =  (a;*—  3a?  +  1)  {23?+  1). 

On  remarquera  que,  daus  les  opérations  précédentes,  le  poly- 
nôme 9(x)  et  le  premier  reste  de  la  première  division  ont  été 
multipliés  par  S,  et  que  le  reste  de  la  seconde  division  a  été  di« 
visé  par  513.  Cette  introduction  et  cette  suppression  de  facteurs 
numériques  sont  permises,  comme  on  Ta  remarqué  plus  haut^ 
quoiqu'elles  changent  les  quotients  successivement  obtenus* 
Ainsi,  par  exemple,  en  divisant  ^(x)  par  <pi(a;},  sans  faire  usage 

de  CCS  simplifications,  on  trouverait  pour  quotient  ('T'^flt&ii 

lieu  de  {a? — x)  que  nous  avons  obtenu;  mais,  les  quotients  n'é- 
tant d'aucun  usage,  cela  n'a  pas  d'inconvénients. 

Exemple  II.  Considérons,  pour  second  exemple,  les  deux  po- 
lynômes : 

r^a?) =a?»  —  49ir*  +  67a:»  +  lOa;"  —  25x  —  4, 
l<pi(a?)=2a;»— 18a;*  +  39a^  — 25x*-f-a:  +  l. 

Voici  le  tableau  des  opérations  : 

2«»  —  98ï*+134a»+  20»»-50»-  8  [  U*— 18Jg*+3tte»-»:t«4-aP4-l 

18»*— 137x'+159«'+  19x»— 51af—  8 
IS*»— I62s*-f  3510?*— 225ag»4-  &c-f  9 

25a^— 192«^+244J?'-60a5— IT 

50tJ»—  450«*+    975«»-    625»»+    25*+    tS  [  25g*~192a:*+244x*— 60a?— 17 
50j*--  384**+    488x^—    120x»—    34x  2«— €6 

—    66j*+    4873?^—    505j»+    593?+    25* 

— 1650a;<+12175«»— 12625»»+1475«+  625 

— 16&0g*+12672g^-161O43;H3960ag+1122 

—  497*'+  3479»»— 24853?—  497 

—  x^+        73;2—      5«—      1 

25x<— 192x»+2443î'— 60x— 17  [  g^— 7*^+53? -fl 
25j^—175x»+1  25*^-25*  2525-13 

—  17»»+ll9a;'— 85*— 17 

—  17x'+J19aî»— Sox-n 


1 
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Le  produit  des  facteurs  communs  est  donc  (a^ — 7a^ + ^a? + 1)  ; 
et,  en  divisant  par  ce  produit  les  deux  polynômes  f(x)  et  fi(a;}, 
on  aura  : 

^(x)  =(a?  — 7a?+4a?  +  l)  (a;»+7a?*— 5a?— 4;, 

ff^{x)  =  (a;»—  7a;»+  5a? -f  l)  (2a?» — 4a?  + 1). 

Nous  remarquerons,  comme  plus  haut,  que  diverses  simpli- 
fications ont  été  apportées  aux  divisions  précédentes.  Dans  la 
première  on  a  multiplié  le  dividende  par  2.'  Dans  la  seconde, 
le  dividende  a  été  multiplié  par  25,  ainsi  que  le  premier  divi- 
dende partiel  ;  le  reste  a  été  divisé  par  497. 

ExÉBCPLB  m.  Nous  chercherons  encore  le  plus  grand  commun 
diviseur  entre  les  deux  polynômes  : 


( 


f^{x)  =  ofi  —  laf-\-  15a?*— 40a;»  +  48  a?  — 16, 
f^^{x)  =  ea;* — 35a?*  +  60a?»  —  80a?  +  48. 


Voici  le  tableau  des  opérations  : 

6aj«— 42t?»4-  90»* -240»'+  288x-  96  |  6flg»— 35g*-f60g»-80aP+48 
Ga^— aSg^-f'eOJ*—  803?»+    483g  »— 7 

—  7g^+  30a?*— 106g'-f  240g—  96 

—42»*+ 180»<~760»»+1440»— 576 

— 42»^+245»<— 420»»+  560»— 336 

— 65»*+42Q»^~960»'+  880»— 240 

—13»»+  84»*- 192»'+  176»—  48 

78»»— 455»*+  780»»-  1040»  +    624    |  13»*— 84»»+192Jg»— 176»+48 
78»*— 504»*+1152»»—  1056»»+    288»  6»+69 

+  49»*—  372»»+  1056»»—  1328»+  624 

637»*— 4836»»+ 1 3728»»— 17264»+81 12 

637»»-4116»»+  940S»»—  8624»+2352 

—  720»»+  4320»»—  8640»+ 5760 


—       «»=       6»»—      12»+      8 


13»*— 84»»+192»»— 176»+48  1  g»-6»»+12»— 8 
13»»— 78»»+156»»-104»  13»-6 

—  6»»+  36»»—  72» +48 


—  6»^+  36»'—  72»+48 

9 


Donc  le  facteur  commun  est  a?»  —  6a?»  -f  12a;  —  8. 
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Dans  ces  divisions,  on  a  introduit  et  supprimé,  comme  dans 
les  précédentes,  des  facteurs  numériques^  que  le  lecteur,  suQi- 
sanunent  averti,  apercevra  sans  peine. 

S  IL  Racioes  communes  à  deux  équations. 

90Ô.  Moyen  d'obtenir  les  racines  communesadeuxéquâtions. 
La  théorie  qui  précède  permet  de  ramener  la  recherche  des 
racines  communes  à  deux  équations,  à  la  résolution  d'une  équa- 
tion qui  ne  contient  plus  qu'elles  seules,  et  qui  est,  par  consé- 
quent, de  degré  moindre  que  les  proposées.  Il  est  clair^  en  effet, 
que  le  produit  des  facteurs  communs  à  deux  polynômes,  étant  égalé 
à  zéro^  donnera  précisément  les  racines  qui  les  anniUent  Vun  et 
Vamre. 

Soient,  par  exemple,  les  équations  : 

^  ^  49x»  +  67x'+  lOa?»  —  25rp  —  4  =  0, 

to» _  I8a?*+  39aî*  —  25a;»  +  a?  +  1  =  0; 

on  a  vu  (199,  exemple  II),  que  le  produit  des  facteurs,  communs 
à  leurs  premiers  membres,  est  : 

et,  par  suite,  les  racines  communes  s'obtiendront  en  résolvant 
Téquation  da  troisième  degré 

aJ_7a?*4-5a?  +  l  =  0. 

Cette  équation  a  évidemment  pour  racine  â?  =  1  :  son  premier 
membre  est  donc  divisible  par  (o?  -*- 1).  Le  quotient,  â;^— -  6a;—  1, 
égalé  à  zéro,  fournira  les  deux  autres  racines  communes, 

«  =  3  ±  }/ÎQ. 

%  IIJ.  Des  racines  égales; 

801.  But  de  la  théorie  des  racines  égales.  Les  procédés, 
employés  pour  la  résolution  des  équations  numériques,  exigent 
que  ces  équations  n'admettent  pas  de  racines  égales.  Il  est  donc 
essentiel  de  résoudre  les  deux  questions  suivantes. 


RE  m. 

ëlanl  donnée,  reconnaître  si  elle 


acines  égales,  ramener  sa  résolo- 
.  équations,  de  degré  moindre,  et 


8  SI  infE  ÊQUATIOn  A  DES  RiCDIES 

I,  <f(a!)  =  0,  admet  n  fois  la  racine 
ir  (z  —  a)'.  Le  théorème  soivuit 
lires  et  suffisantes,  poar  qa'il  en 


rntbr»  a  toit  n  fois  raciae  ifw» 
il  est  nécessaire  et  suffisant  qvt, 
m  y  (x)  et  ses  {a  ~-  1)  premières  di- 


i  +  (x-a):. 

)]  par  la  formule  générale  donnée 


!i!(.-,)-+...+if^(«-.)- 


formule,  on  voit  que  la  condi- 
jn  a,  en  effet,  <f  (a)  =  0,  y'  (a)  =0, 
li  restent  dans  le  second  membre 
r;  et  f  (x)  est,  par  conséquesl, 

dition  est  nécessaire;  sappoaons, 
[lie  par  (a— a}\  et  y(f)  étant  la 
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pFemière  des  dérivées  de  ^  (x)  qui  ne  s'annule  pas  ponr  x  : 
on  ait  p<;n;l'ét[ualion  précédente  deviendra  : 


"i-a-P^""     '  ^i.2...(p+ij^ 


■         '    1.2.. .m*  ' 

Si  l'on  divise  les  deux  membres  par  (x—a)*,  il  viendra  : 

égalité  impossible;  carç(i)  renfermant,  par  hypothèse,  {x- 
en  factear,  et  n  étant  plus  grand  que  p,  le  pretnicr  meu 
s'annule  pour  £r=a,  et  le  second  prend  une  valeur  diSérenl 

zéro,  savoir  :      '  ' . 

On  peut  déduire  du  théorème  précédent  les  cooditioDi 
vantes. 

203.  TirioRÈHK  n.  Pmtr  qu'un  nombre  a  st>j(  n  foii  n 
d'une  équation  algébrique  <f[yi):=0,  il  est  néceuairs  et  suffitaM 
ntbstilué  àx,  U  annule  ù  polynôme  f{x),  et  qu'U  soit,  en  0 
(n — l)  fois  racine  de  riguation  dérivée  if'{x)  =  0. 

Il  résulte,  en  effet,  da  théorème  précédent,  que  les  condil 
nécessaires  et  suffisantes  s<nit  exprimées  par  les  équations  : 

dont  les  (n  —  1)  dernières  expriment,  que  o  est  racine  de  l'êi 
tionf'(z)  =  0  et  de  ses  (n — 2)  premières  dérivées;  et,  par  s 
en  vertu  du  même  théorème,  que  aest(» — 0  ^'^  raxin 
l'équation  <|>'(d;)=0. 

S04.  Remarque.  Il  résulte  du  (héorëme  précédent,  que,  à 
décompose  le  premier  membre  d'une  équalioti  et  sa  dérivé 
fadeurs  sûnples  correspondants  à  leurs  diverses  racines,  à 
que  racine  mulliple  d,  entrant  n  fols  dans  réqnat!on,eorre5 
dront,  dans  la  dérivée,  (ni— 1)  facteurs  égaux  à  {x — a);enE 
que,-  si  une  équation  f  (x)  =  0  admet  n  racines  égales  & 
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racines  égales  à  6, 9  racines  égales  à  c,  r  racines  égales  à  d,  elc^, 
on  a: 

a)(a;)  =  (a?— a)»(ar— &/  (a?— c)«(a?— (Q\.., 

et,  par  suite,  f^x)  et  <f*(x)  admettent  les  facteurs  communs 
(a?— a)"-',  (x—  6)»^*,  (rr— c)«-»,  (a?—  d)*"-*.  Je  dis,  de  plus,  qu'ils 
n'en  admettent  pas  d'autres;  car,  s'ils  admettaient  un  facteur 
commun  (a?— &),  h  serait  racine  de  <f{x)  et  de  ç'(a?),  et,  par 
suite  (202),  racine  double  de  f({x). 

Le  plus  grand  commun  diviseur,  entre  h  premier  membre  d^une 
équation  et  sa  dérivée,  est  donc  le  produit  des  facteurs  simples  cor- 
respondants aux  racines  multiples,  V exposant  de  chacun  d^eux  étant 
diminué  d'une  unité. 

Et,  pour  décider  si  une  équation  a  des  racines  égales,  on 
cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  son  premier 
membre  et  sa  dérivée.  S'il  n'existe  pas  de  plus  grand  commun 
diviseur,  c'est  qu'il  n'y  a  pas  de  racines  égales. 

205.  RÉDUcnoN  d'une  équation  qui  a  des  racines  égales. 
Les  théorèmes  précédents  permettent  de  ramener  la  résolution 
d*une  équation,  qui  a  des  racines  égales,  à  celle  de  plusieurs 
autres  équations  qui  n'en  ont  pas.  Considérons,  en  effet,  une 
équation  f  (rr)  =  0  ;  et  concevons  son  premier  membre  décom- 
posé en  facteurs  correspondants  à  ses  racines.  Soient  X^,  Xt,  Xi, 
X4  les  produits  des  facteurs  de  chaque  degréde  multiplicité,  pris 
chacun  une  fois  seulement,  savoir  :  Xi  le  produit  des  facteurs 
simples  ;  X^  le  produit  des  facteurs  qui  correspondent  à  des  ra- 
cines doubles,  pris  chacun  une  fois  seulement  ;  et  ainsi  de  suite. 
En  sorte  que  Ton  ait  : 

9(a?)=XiX,*X,%*. 

Le  produit  des  facteurs,  communs  au  polynôme  X  et  à  la  dé- 
rivéei  est,  d'après  les  théorèmes  précédents  : 

P  =  X.X,%«. 


l 
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Le  produit  Pi  des  facteurs,  communs  à  P  et  à  sa  dérivée,  est 
de  même  : 

Pj  =  XsX4". 

Enfin,  le  produit  Pt  des  facteurs,  communs  à  Pi  et  à  sa  dé- 
rivée, est  : 

P.=  X4. 

Si  réquation  proposée  n'admet  pas  de  racines,  dont  le  degré 
de  multiplicité  surpasse  4,  Pi  n'aura  plus  de  facteurs  communs 
avec  sa  dérivée  i  sinon  il  faut  continuer  &  opérer  de  la  même 
manière,  jusqu'à  ce  que  Ton  rencontre  un  résultat,  quin'ait  pas 
de  diviseur  commun  avec  sa  dérivée.  Maintenant,  en  divisant 
chacune  des  égalités  précédentes  par  la  suivante,  il  vient  : 

— p-  =  û  =  X1X1X1X4, 

.    P 

p- = Oi  =  X,X|X4 , 

p"  =  Qi = XjX4, 

P.=X4; 
et,  en  divisant  chacune  de  celles-ci  par  la  suivante  : 

On  pourra  donc,  par  de  simples  divisions,  trouver  Xi,  X^,  X|, 
X«;  et,  en  résolvant  les  équations, 

X,=0,    X,=  0,    X,  =  0,    X,=0, 

qui  n*ont  plus  de  racines  multiples,  on  obtiendra  séparément  les 
racines  simples,  doubles,  triples,  quadruples....  de  la  proposée. 

206.  Exemple  I.  Appliquons  la  méthode  précédente  à  l'é- 
quation 

ç(a?)=  a:*+  4a;»  +  2a?*+12a:+45=0. 
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On  a  :        ç'(x)=te»+  lto>+4a?  + 12 

Par  des  divisions  successives,  on  obtient  les  équations  soi- 
vantes  : 

k.ff(x)=  (a?+4)-?'(a;)— 8(x*— 4a?— 21) 

^'(o;)  =:  4(a?+ 7).  (iT»— 4a?— 21) -f  200  (a?-f- 3) 

flp»  — 4»— 21=  (a?-h3).(»— 7). 

Par  conséquent»  le  facteur  commun  à  f  (a?)  et  ^'{x)  est  (s  +3}. 
Donc  —  3  est  une  racine  double;  on  trouve^  en  effe^  par  là  (fi- 
vision  : 

f  (a?) = Ca?+3)«.Ca?» — 2a?+ 5). 

Exemple  II.  Soit  encore  Tëquation 

ç(x)=a?'— 10aj»+15x — 6==0. 

On  a;  ?'(a:)=  5(a?*— 4a;+3). 

Les  divisions  consécutives  donnent  : 

a?»— 10a?»+15a?— 6=a?(a?*— 4a?+3)— 6(a;"— 2«+l) 

a?»— 4a?+3=  (a?*— 2a?+ 1).  (a?* +2a?+3) 

=  (a?— l)».(a?*  +  2a?  +  3). 

Le  plus  grand  commun  diviseur,  entre  f  {x)  et  f'ix)^  est  donc 
(a?— l)*;la  seule  racine  multiple  est  donc,  a;=l,  qui  figure  trois 
ibis  dans  la  proposée;  et  Ton  a,  en  effet  : 

(p(a?)=(a?— l)».(a;»+3a?+6). 

Exemple  III.  Soit  l'équation  : 

^(»)=af— 7«»-|-l5«^— Wr»+4te—  ie=  0  j 

la  première  dérivée  est  : 

ç'  («)=  6a?»-  -aSa?* + eOo;*  —  80a? + 48. 


\  ■■ 


k> 
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Nom  avons  déjà  trouvé  (108),  que  le  pntduit  àos  ù~' 
commoiu  &  ces  deux  fonctioDs  est  : 

a*— 6ï*+I2i— 8, 

on  («—2)». 

Donc,  l'équation  proposée  admet  quatre  racines  égales  à 
a,  en  effet  : 

ExBHPLE  IT.  Soit  enfin  Téqualion: 

ç(aî)=a!»— I0a^+47«»— liOx^-J-STIi*— 530a!4-2S5  = 

■a  dérivée  est  : 

?'(«)= te*— 50**-^  188*»— 4aO*»+5Ux— 830. 

Les  divisons  socœssives  donnent  : 

6 .  ç(«) = ç'ir  («— D+ Ç  (a^— 1  Ox»  +  36i»  —  70«  +  75) 

ç'(ir)=S(3iW-5)(a!^I0^+3«iB^70»+75)+7»(3^^-to*+l  I 

jc*— I0ir»+36a:'— 7ûit+75  =  («»— 5a;'+lla:— 15)(: 

Le  produit  des  iïtcteurs,  communs  aux  deux  polynômes 
donc: 

a:*— Sj^+IU  — 15. 

Si  Dons  divisons  ce  produit  par  sa  dérivée,  après  l'avû 
tiplié  par  3,  nous  trouvons  : 

3ir*— I5a!»4-33J!— 45    [     33!*— lOl+Jl 

OU,  en  multipliant  de  nouveau  par  3, 

—  15a^  +  66a:— 135 

16a!—  80; 

en  suppnmant  le  facteur  16,  le  dernier  reste  peut  être  rei 
par  (»— 5);  sans  avoir  besoin  de  continuer  l'opération, 
cette  simplification,  on  voit  que  (3x* — l(te+ll)n'estpasdi 
par  (x—b);  car  il  ne  s'annule  pas  pour  *=+5.  Le  co, 


jr(** — 5a!*+Ils— 15)eDtre<p{a;)et  sa  dérivée,  n'a  donc 
!  facteurs  multiples;  et.par  suite,  f  (x)  a  seulement  trois 
s  doubles,  dont  les  valeurs  sont  les  racines  de  l'é- 
m  : 

JE»— 5«»+lla!— 15=0. 


RÉsani, 

)éGiiiUoD  du  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  polynômes.  — 
.  Uoyen  de  l'oblenir,  par  un  procédé  snalogne  &  celui  que  l'on  soit 
deux  nombres.  —  188.  Bemarque  impartante  sur  l'iDlrodaclion 
i  suppression  des  racteurs  numériques ,  dans  le  cours  des  dÏTisioas 
ectuer.  — 188.  Quelques  exemples.  —  200.  Recherche  des  racines 
nunes  à  deux  équations.  —  SOI.  But  de  la  théorie  des  racines 
!s. — 202.  Coudition  nécessaire  et  sufËsanta  pour  qu'une  équation 
Bile  n  fois  [a  racine  ii.  ^^  203.  Autre  forme  de  celte  condition.  — 
,  Produit  des  [acteurs  communs  au  premier  membre  d'une  éqaatim 
sa  dérivée;  règle  pour  décider,  si  une  équation  a  des  racines  égales. 
OS.  Réduction  d'une  équation,  qui  a  des  racines  multiples,  à  plo- 
rs  autres  qui  n'en  ont  pas.  —  206.  Quelques  eiemples< 


EXERCICES. 

^composer  en  bcleurs  le  polynôme 

jcomposer  en  facteurs  le  polynôme 

/■(*)  =  »«-6i'  +  9«'  + 8*>- 141*+ 16. 
romt  m  =  ('  +  l)'{x~2)*. 

iiécomposer  en  facteurs  le  polynôme 

/■[«)=*<-a4i'  +  3ï»'  +  14*i'-384«  +  îS6. 
^)uve  f(i)  =  {i  +  4)'(*-î)*. 

«composer  en  Etcleurs  le  polynôme 

/(«)  =  a'  +  2*«  +  3a;'  — *"— 8*»  — laei-lî!— 4. 
ouve  rW  =  {*'+'r  +  3)'(«+I)(«»-i-l) 
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Y.  Décomposer  en  facteurs  le  polynôme 

On  trouve  /(«)=(«  — !)»(«  + 2)"  («  —  3). 

VI.  P  et  0  désignant  deux  polynômes  en  â?,  à  coefficients  réels  ou  imaginaires, 
qui  n'ont  aucun  facteur  commun,  et  V,  (y,  représentant  leurs  dérivées  :  si  Pé- 
quation  P  +  Q'=0  admet  une  racine  double ,  cette  racine,  réelle  ou  imagi* 
naire,  appartiendra  à  l'équation  P^4-0^=0. 

Exemple  : 

P=ajJ— 1,    Q=2«,    P»  +  Q»=  (««  +  !)»,    P^  +  (y»  =  4(«»+l). 

on's*appuie  sur  Tidentité  : 

(P4-QV=1)(p-Q  v'=n)  =  P»  +  0». 

VII.  Si  a  est  nfois  racine  de  l'équation  9(a?)  =  0,  il  sera  (n^  1)  fois  racine 
de  l'équation  qu'on  obtient,  en  multipliant  les  termes  de  la  proposée,  supposée 
complète,  par  les  termes  successifs  d'une  progression  aritbmétiqafl. 

On  s'appuie  sur  le  théorème  (308). 


Alg.  sp.  B.  13 


\ 


GHÀPiTRE  IT. 

DES  RACINES  G0HHEIV8URABLES. 

S  T.  Des  limiteB  des  racines. 

807.  DÉFINITION.  On  appelle  Ktnîie  wpMeure  des  racines  po* 
sitives  d*une  équation,  tout  nombre  plus  grand  que  la  plus 
grande  des  racines  positives;  limite  infirieurej  tout  nombre  plus 
petit  que  la  plus  petite  d'entre  elles. 

On  nomme  limi:»  inférieure  des  racines  négatives  tout  nombre 
plus  petit  que  la  plus  petite  des  racines  négatives;  limite  supé- 
rieure^  tout  nombre  plus  grand  que  la  plus  grande  d*eDtre 
elles. 

Lorsqu'on  a  à  résoudre  une  équation  numérique,  il  est  utile 
de  connaître  les  limites  de  ses  racines.  Voici  quelques  régies  à 
cet  égard. 

908.  Pemiâre  règle.  Si,  dans  v/ne  iqwuion^  de  degré  n, 

0;*+ Aia^*+ A«a;*"*+ . . . +A«-|ic-}- A«=0, 

la  vdUur  absolue  du  plus  grand  coef/icierU  négatif  est  Hy  et  si  n  est 
la  différence  entre  le  degré  de  F  équation  et  celui  du  premier  terme 

négatif  y  1  -f-  y  N  e^f  une  limite  supérieure  des  racines  positives. 


En  effet,  si  Ton  substitue  à  a;,  un  nombre  i,  tel  que,  pour  cette 
valeur  et  pour  toute  valeur  plus  grande,  le  premier  membre  de 
l'équation  reste  constamment  positif,  l  sera  évidemment  une 
limite  supérieure  des  racines  positives.  Or,  pour  satisfaire  à 
cette  condition,  il  suffit  évidemment  de  choisir  /,  de  manière  à 
vérifier  l'inégalité 


II]         î»*— N(af^+aj«-*-«+.,.  +  ir+l)>0; 

car  nouB  avons  supprimé,  d'une  part,  tous  les  termes  positifs 
qui  pouvaient  exister  entre  af  et  af^i  et  nousavons,  de  l'autre, 
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remplacé,  dans  tous  les  termes  suivants,  chaque  coefficient  par 
— N.  L'inégaUté[l]  équivaut  à 

ou  à  [2J  aj-Ca?— 1)  —  N(a?"^*^— 1)>0, 

parce  qu'on  peut  toujours  supposer  a;  >  1 .  Or  cette  dernière 
inégalité  sera  vérifiée,  si  Ton  satisfait  à  cette  autre, 

£3]  $r{9  —  1)  -^  Na?*-**  >0, 

que  Ton  obtient  en  diminuant  le  premier  membre.  D'ailleurs, 
en  divisant  par  af»-*+*  les  deux  membres  de  l'inégalité  [3], 
celle-ci  devient  : 

a?"-*(a?— 1)  — N>0; 

et  elle  sera  vérifiée,  si  l'on  a  : 

(a?_i)'^i(aj— 1)— N>0,    ou    (a?— I)*  — N>0. 
U  suIBra  donc  de  choisir  a?,  de  manière  à  vérifler  l'inégalilé 

W  a?>l  +  7N. 

C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Si  le  premier  terme  négatif  est  le  terme  en  ar^,  on  a  n  =  l  ; 
et  la  limite  devient,  dans  ce  cas,  1  -f-N. 

S09.  Deuxièice  règle,  donnée  par  Newton.  Toux  nombre  I, 
qui  rmd  positifs  le  premier  membre  d'une  égucUion  f  (x)  =  0  e^  toutes 
ses  dérivées j  est  u/ne  limite  supérieure  des  racines  positives. 

En  effet,  si  l'on  diminue  de  l  chacune  des  racines  de  l'équa- 
tion, en  posant  y  =  a? — /,  ou  a?=i  +  y,  l'équation  devient; 

Or,  par  hypothèse,  tous  les  coefficients  /(Q,  f*(l) ,  /^(/) .  • .  /*(/)  sont 
positifs  ;  aucun  nombre  positif,  substitué  à  y,  ne  peut  donc  vé- 
rifier cette  équation,  qui  n'a,  par  conséquent,  pas  de  racines 
positives.  En  d'autres  termes,  toutes  les  racines  réelles  sont 
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négatives  ;  ;  et ,  par  suite,  loute  valeur  réelle  de  x  est  plus  petite 
que  !•  C'est  ce  qu*il  fallait  démontrer. 

Pour  appliquer  cette  règle,  on  range  les  fonctions  dans  Tordre 
suivant  : 

r{x),  r^Kx),  f^\x), ...f  {X),  f{x) ; 

• 

comme  p*{x)  est  égal  à  1.2.3.. .m,  et  est,  par  suite,  toujours 
positif,  on  choisit  d'abord  le  plus  petit  nombre  entier  qui  rend 
positif  /""K^)-  On  substitue  ce  nombre  dans  f^^ix)  ;  et,  s'il  le 
rend  négatif,  on  l'augmente  d'une  ou  de  plusieurs  unités,  jusqa*& 
ce  que  f^\x)  devienne  positif.  Puis  on  substitue  le  nouveau 
nombre  dans  f^Çx)  ;  et  l'on  fait  en  sorte,  en  l'augmentant  si 
cela  est  nécessaire,  que  t^^{x)  prenne  à  son  tour  une  valeur 
positive.  On  continue  ainsi  pour  toutes  les  fonctions  jusqu'à  f{x). 
Le  nombre  l  qui,  après  toutes  ces  substitutions,  rend  f[x)  posi- 
tive, est  le  nombre  cherché. 

Supposons,  en  effet,  qu'un  nombre  a,  obtenu  par  cette  mé- 
thode, rende  positife  r*~*(^)f  r"~*(^)>  •  •  •  f^^)*  il  est  facile  de 
voir  que  le  même  nombre,  augmenté  d'un  nombre  quelconque  h 
d'unités,  ne  cessera  pas  de  rendre  positives  les  mêmes  fonc- 
tions. II  suCQt,  pour  le  prouver,  de  remarquer  que  l'on  a^  en 
général  : 


•••î 


et,  si  /*(a),  f^\a)^  /*^»(a)...,  sont  positifs,  comme  h  est  aussi 
positif,  il  en  résulte  que  /»(a  +  h)  est  nécessairement  positif.  Eu 
faisant  p  =  m  —  1 ,  on  reconnaîtra  d'abord  que,  /'*~^(a)  étant 
positif,  il  en  sera  de  même  de  r*~*(a  +  h).  Puis,  en  faisant 
P=tn—  2,  enverra  que  /*-"(a)  et  f*-*(a)  étant  positifs,  il  en 
sera  de  même  de  /•-•(a  +  h)^  et  ainsi  de  suite. 

810.  Troisième  méthode.  On  peut  enfin,  en  partageant  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  en  gi'oupes  de  plusieurs  termes,  dé- 
terminer une  limite  supérieure  des  racines.  Soit,  par  exemple, 
l'équation  : 

rB»  +  7«»— 12«"—49»"  +  52a?— 13  =  0. 


; 


THEORIE  GÉNÉRALE  DES  ÉQDATIOHS.        197 

Groupons  les  termes  de  la  manière  suivaDte  : 

aj«{a;»—12)  +  7i»{a!'  — 7)4-52  (a:-i)=0. 

Il  est  évident  qoe  le  nombre  4,  substitué  à  x,  rendant  positif 
cbacun  des  groupes,  est  une  limite  supérieure  des  racines. 
De  même,  les  termes  de  l'équation 

a;*  _  5a!» + 373!»  —  3»  4- 39  =  0 

peuvent  se  grouper  ainsi  : 

ip'Ca;*  —  5a!  +  7)  +  30œ  ^jt  —  ^\  +  39  =  0. 

Or  le  trinôme  x*  —  hx  +  T,  ayant  ses  racines  imaginaires,  est 
positif,  quel  que  soit  a:;  d'ailleurs  le  second  groupe  est  positif 
pour  2  =  1;  donc  1  est  une  limite  supérieure  des  racines. 

Oa  voit  que  l'artiQce  consiste  à  disposer  les  termes,  de  ma- 
nière que  chaque  groupe  commence  par  un  terme  positif,  et  & 
chercher  le  plus  petit  eolier  qui  donne  le  signe  -\-  h  chacun  de 
ces  groupes. 

fill.  RsHAitQUB.  La  première  méthode  aurait  donné  1  -f-  ^ 
ou  8  pour  limite  des  racines  de  la  première  équation,  et  1  -f-  & 
ou  6  pour  limite  des  racines  de  la  seconde. 

four  appliquer  à  la  première  la  méthode  de  Newton,  on  a: 

/■(ar)  =fl!'  +  7ar'— ISiE'— 49a!'  +  62x— 13 
f(x)  =  5a!*  -f  28a:»—  36a!*  —  98iB  -f-  52 
j^  r(a:)  =  lOa^  +  421"  -  363!  —  W 
j-i^rW  =  10»'+2&c-li 
j^n^J=5»+7 


On  voit  que  tout  nombre  positif  rend /"(x}  positif;  que  1  reod 
positif /"(a^)!  que  2  rend  positif  f{x)  el  f\x),  et  qu'enfin  3,  qui 
rend  posilii  f{x),  est  une  limite  supérieure. 

Pour  appliquer  la  même  méthode  h  la  seconde,  on  a  : 

f{x)  =jr'~5ic»  + 37a;*  — 31  +  39 
^a;)  =  4a!»  —  1 6a;> -f  74*  —  3 

On  voit  que  i  rend  poaitifo  f{x),  ^'(f),  /'(s),  et  f{x).  Donc 
a  est  une  limite  supérieure. 

313.    loiOTK   IHFÉMBURS    DES    RACINES    POSITITKS.    On    pOSe 

x  —  -  dans  l'équation,  et  l'on  cherche  une  limite  supérieure  l 

des  racines  de  la  transformée  :  il  est  évident  que  t-  sera  une  li- 
mite inférieure  des  racines  positives  de  la  proposée.  Car  M  l'on  a 


MITES.  On  pose  »=— y,  et 
!  et  inférieure,  I  et  t,  des  la- 
—  i  et  —  V  seront  les  limites 
les  négaliTes  de  la  proposée. 


»  commenBurablei. 

isais  ré^liers  et  fort  simples, 
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les  racines  commensurables  d'une  équation  à  coefficients  com- 
mensurables. 

Nous  commencerons  par  montrer,  que  cette  reéherche  se  ra- 
mène à  celle  des  racines  entières;  et,  pour  cela,  nous  établirons 
le  théorème  suiTant  : 

Théorème.  Vw  iquatàoia  dé  la  formé 

[1]  «•+Aia?"^*+Arf^»+..  .+A«=0, 

dont  le  premier  terme  a  pour  coefficierU  Funîté^  et  dont  les  autres 
coefflcients  sont  entiers^  ne  peut  avoir  de  racine  commensurable 
fractionnaire. 

Si,  en  effet,  ?  est  racine  de  Féquation  [1],  on  a  : 


d'où  l'on  déduit,  en  multipliant  tous  les  termes  par  fr*~^,  et  en 
faisant  passer  tous  ceux  qui  suivent  le  premier  dans  le  second 
membre  : 

Si  l'on  suppose,  ce  qui  évidemment  est  permis,  que  la  frao* 
tion  -T  ait  été  réduite  h  sa  phis  simple  expression,  a  et  6  sont 

premiers  entre  eux;  la  fraction  -r-  est,  par  conséquent,  irréduc- 
tible, et  ne  peut  être  égale  &  un  nombre  entier,  n  est  donc  im- 
possible qu'elle  soit  égale  au  second  membre,  dont  tous  les 
termes  sont  entiers;  et,  par  conséquent,  il  est  impossible  que 

Téquation  [1]  admette  une  racine  de  la  forme  ?.  Les  seotes  ra-- 
cines  commensurables,  qu'elle  pmsse  avoir,  sont  donc  entières; 

Sltt.  Corollaire.  Une  équation,  à  coefficients  entiers,  étant 
donnée,  le  théorème  précédent  permet  de  la  transformer,  de 
manière  que  toutes  les  racines  commensurables  deviennent  en- 
tièreB« 
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Soit^  en  efiet,  Féquation 

A«* + AïOf*-* + . . . + A««ia?+ A» = 0, 

dans  laquelle  on  peut  supposer  que  A,  Ai,...  A.  soient  des 
nombres  entiers;  car  il  est  toujours  facile  de  chasser  les  déno- 
minateurs, en  multipliant  tous  les  termes  par  leur  plus  petit 

multiple  commun.  Posons  â?=^,  y  étant  une  nouvelle  incon- 
nue qui,  évidemment,  devra  satisfaire  à  l'équation  : 

^(À)"+*'(sr+-+A-=«î 

ou,  en  multipliant  les  deux  membres  par  A"^S 

îr+Ai!/*-*+AîAy— »  +  ...+A,A— *  =  0. 

Or  cette  équation  a  ses  coefflcients  entiers,  et  le  premier  terme 
IT  &  pour  coefficient  Tunité;  les  valeurs  commensurables  de  y 
sont  donc  toutes  entières.  Il  est  évident,  d'ailleurs,  qu'elles  cor- 
respondent aux  valeurs  commensurables  de  x;  car  la  relation 

y 

^=\9  prouve  que,  x  étant  commensurable,  il  en  est  de  même 

dey. 

Si  nous  pouvons  obtenir  les  racines  entières  de  Téquation  en 
y,  d'après  ce  qui  précède,  nous  aurons  toutes  les  racines  com- 
mensurables de  l'équation  en  x. 

&16,  GOMDmONS  NÉCESSAIRES  ET  SUFFISANTES  POUR  QU'UN  NOM- 
BRE ENTIER  SOIT  RACINE  D'uNE  ÉQUATION  A  COEFFICIENTS  ENTIERS. 

Nous  avons  vu  comment  la  recherche  des  racines  commensu- 
rables peut  se  ramener  à  celle  des  racines  entières.  Il  nous 
reste  donc  à  montrer,  comment  on  peut  obtenir  les  racines  en- 
tières d'une  équation  à  coefficients  entiers. 
Soit  l'équation 

[1]  Aâf + Aiaf^*+A,a;-»+, .  .+A«=0, 

et  c  une  de  ses  racines  entières;.  le  premier  membre  doit  être 


V 
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divisible  par  {œ — «}•  Représentons  le  quotient,  qui  est  un  poly- 
nôme du  degré  (m—  1),  par 

Pi9  Pt* .  •  Pa»-i  sont  évidemment  des  nombres  entiers;  car  le  pre- 
mier terme  du  diviseur  {x—a)  ayant  pour  coefficient  l'unité,  la 
division  ne  peut  introduire  aucun  dénominateur. 

En  écrivant  que  le  dividende  est  le  prodmt  du  diviseur  par  le 
quotient,  on  aura  identiquement  : 

[21        (a;-«)(Aa^*+Piar-»+...+P«-tX+P^) 

En  effectuant  les  opérations  indiquées  dans  le  premier  mem- 
bre, et  en  égalant  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  x,  il 
vient: 

— P«i-i«=A«„ 

P«-^ Pm-l*  =  A|i»-| 

P^,  /  P»  - 1 P«i— I*  =  A»-j| 

Pt-Pt«  =  At, 

Pt  — Aa  =  A,. 

Tous  les  nombres,  qui  figurent  dans  ces  formules,  étant  entiers, 
la  première  équation  prouve  que  «  doit  être  un  des  diviseurs  de 

A 
A«,  et  que  le  quotient  —  est  égal  à  —  P«i-i. 

La  seconde  équation  peut  s'écrire  : 

-P«.,«=A^i-.P^=A^+^; 

elle  prouve  que  «  doit  être  un  diviseur  de  la  somiue  A.»-!  -) — -, 

et  que  le  quotient est — P«-«. 

La  troisième  équation  peut  s'écrire  : 

A. 


— P,^a==A»^-P^=A»^4 


Am-i-f 


a 


■w 
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Elle  prouve  que  «  doit  être  un  dhiseur  de  la  isomme 
fit^i  -| ,  c'est-à-dire  de  la  somme  obtemie  en  ajou- 


tant Â.,^  au  quotient  précédent,  et  que  le  quotiait  e^  —  P. 

On  peut  continuer  ainsi  jusqu'à  la  dernière  équation,  qui 
prouvera  que  le  dernier  quotient — f%,  augmenté  de  A^  doit 
être  divisible  par  a,  et  donner  pour  quotient  — A,. 

Ces  conditions  sont  nécessaires,  rajoute  qa*(dles  sont  suffi- 
santeSi  pour  que  «  soit  racine  ;  car,  si  elles  sont  remplies,  on 
pourra  trouver  des  nombres  P»-i,  P»^. . .  Pi,  qui  rendent  iden- 
tiques les  équations  [3]  ;  et,  par  suite,  le  premier  membre  de  la 
proposée  sera  divisible  par  (a?— «). 

On  peut  remarquer  que  les  opérations,  à  Taide  desquelles  ou 
s'assure  qu'un  nombre  «  est  racine,  font  eomraftre  les  coeffi- 
cients du  quotient  de  la  division  du  premier  membre  par  {x — c). 
Ces  coefficients  P.^,  P«^, . . .  sont  égaux,  en  effet,  aux  quo- 
tients, changés  de  signes,  des  différentes  divisions,  dont  la 
réussite  est  nécessaire  pour  que  le  nombre  «  ne  soit  pas  rejeté. 

217.  Recherche  des  racinbs  entières.  Il  résulte  de  là  que, 
pour  trouver  les  racines  entières  d'une  équation  telle  que  [1], 
on  devra  chercher  d'abord  les  diviseurs  entiers,  positifs  ou 
négatifs,  du  dernier  terme  :  eux  seuls  peuvent  être  radnes.  On 
déterminera  ensuite  la  limite  supérieure  des  racines  positives 
et  la  limite  inférieure  des  racines  négatives  ;  el  l'on  rejettera 
tous  les  diviseurs  qui  ne  seront  pas  compris  entre  ces  limites. 
Si  a  est  un  des  diviseurs  qiii  restent,  pour  ressayer,  on  divisera 
le  dernier  terme  A»  par  «,  et  Ton  ajoutera  au  quotient  le  coeffi- 
cient Âm.1  :  la  somme  devra  être  divisible  par  «.  On  formera  le 
quotient;  on  y  ajoutera  A»^  :  la  somme  devra  encore  être  divi- 
sible par  a;  et  en  continuant  ainsi,  on  devra  trouver  un  quotient 
qui,  ajouté  au  coefficient  du  second  terme,  et  divisé  par  «, 
dpnne  pour  dernier  quotient  — A. 

818.  Moyen  de  dibunuer  le  nobibre  des  essais.  On  peut  di- 
minuer le  nombre  des  essais  à  faire  par  la  remarque  suivante. 
Si  a  est  une  racine  de  l'équation 

[1]  Aa?- + A,a?--«  +  A,a?"^ + . . .  A«  =  0 , 
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le  premier  membre  de  cette  équation  est  divisible  par  (x —  a); 
et  les  coeflGcieDts  du  quotient  sont  tous  entiers,  ainsi  qu'on  Ta 
exposé  plus  haut  Si  doiic  on  attribue  à  x  une  valeur  entière 
quelconque,  la  valeur  numérique  du  premier  membre  de  [1] 
sera  divisible  par  la  valeur  numérique  de  {x — a).  Or  les  valeurs 
les  plos  simples,  que  l'on  puisse  attribuer  à  x^  sont  1  et  -*  1. 
Si  donc  on  nomme  Q  et  Qi  les  valeurs  correspondantes  du  pre- 
mier membre  de  [1],  on  ne  devra  essayer  «»  que  si,  d'une  part, 
Q  est  divisible  par  (1  —a),  ou,  en  ebangeani  k  signe,  par  («—  1); 
et  que  si,  d'autre  part,  Qi  est  divisible  par  (—  1  —  a),  ou,  en 
changeant  le  signe,  par  (1  +>)• 

2i9.  Application  de  la  méthode  précédente.  Voici  la  ma- 
nière la  plus  avantageuse  de  disposer  les  cakute  : 

Aif  Al,  •  •  •  Afii.29  ^»^u  ^M 


Afl».i,  A»  I 


A,  Pi^...  P, 

récris,  sur  une  ligne  horizontale,  les  coefficients  de  Féquation 
proposée,  à  partir  du  second,  et  dans  une  colonne,  à  droite,  le 
divisenr  à  essayer  a.  Sur  la  même  ligne  que  a,  et  en  allant  de 
droite  &  gauche,  j'écris  au-dessous  de  A»,  A»^  •  • . ,  les  quotients, 
changés  de  signes,  P«.i,  P»^ ...,  calculés  comme  il  a  été  dit  (216). 
Si  tous  ces  quotients  sont  entiers,  et  si,  en  outre,  le  nombre  écrit 
sous  Al,  est  +  A,  a  est  racine;  et  A,  Pi,  Pt .  • . ,  P«»^  sont  les  coef- 
ficients de  l'équation  débarrassée  de  la  racine  a.  Il  n'y  aura  donc 
plus  alors  qu'à  opérer  sur  cette  seconde  ligne  comme  sur  la 
première.  Si  quelques-unes  des  divisions  ne  peuvent  se  faire,  on 
passera  à  un  autre  diviseur. 

KuaiPLE. /"  (a?)  =  a;*— 2ic»— 19a;» + e&p — 60  ess  0. 


S  est  racme 

2  est  racine 

3  est  racine 
—  5  est  racine 

60  admet  S4  diviseurs;  mais  on  trouve,  par  la  règle  de  Newton, 
que  toutes  les  racines  sont  comprises  entre  4  et  —  6.  On  ne  doit 
donc  essayer  que  les  diviseurs  de  60,  plus  petits  que  4  et  plus 
grands  que  —  6.  On  conmience  par  essayer  +  1  et  —  1,  en  les 


—  2, 

—  19. 

+68,    —60 

1, 

0. 

—  19,     +30 

1. 

2,     —15 

1.     +  5 

+    1 

.il 
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substituant  directement  à  la  place  de  x  :  aucun  d*enx  n*est  ra- 
cine ;  mais  ce  premier  calcul  nous  apprend  que  f  (!)  = — 12,  et 
que  /  ( — 1)= — 144.  Dès  lors  on  ne  doit,  parmi  les  divisean» 
positifs^  essayer  que  ceux  qui,  diminués  de  1,  divisent  12,  et  qui, 
augmentés  de  1,  divisent  144;  et,  parmi  les  diviseurs  négatifs, 
on  ne  doit  essayer  que  ceux  dont  la  valeur  absolue,  augmentée 
de  1,  divise  12,  et,  diminuée  de  1,  divise  144. 

Le  diviseur  2  satisfaisant  à  ces  conditions,  on  ressaye  :  on 
trouve  que  2  est  racine,  et  que  l'équation,  débarrassée  de  cette 

racine,  est  : 

a?»— 19a? +  30=0. 

Gomme  2  divise  30,  on  ressaye  de  nouveau  ;  et  Ton  continue 
de  la  même  manière,  en  n'opérant  que  sur  les  diviseurs  qui 
satisfont  aux  conditions  précédentes,  et  qui,  en  outre,  divisent 
le  terme  tout  connu  de  la  dernière  équation  simplifiée. 

Tout  calcul  fait,  on  trouve  que  Téquation  proposée  a  pour 
racines  S,  S,  3,  —5,  et  que  son  premier  membre  est  égal  à 

(a?— 2)«(a?— 3)(a?+5). 
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EXERCICES. 

l.  Rechercher  les  racines  commensurables  des  équations  : 

ai* — &s«—78a;*+499«<+172«»— 4269»»+ 1156»  + 11320=0, 

a;4_afS_i3a.i  +  16af— 48=0, 

15»*-19ap<  +  6«»+15»«— 19»+6=0, 

«*— 13x*  +  67«»— lTla;*  +  216«-108=0. 

IL  Chercher  les  racines  commensurables  d'une  équation ,  sans  les  ramener 

p)*éa\ablement  à  être  entières.  Montrer,  qu'en  désignant  par  r  une  telle  racine 

réduite  à  sa  plus  simple  expression,  a  doit  être  diviseur  du  dernier  terme,  et  h 
dWiseur  du  coefficient  du  premier  terme.  Chercher  par  quels  essais,  analogues  à 

ceux  qui  ont  été  indiqués  pour  les  racines  entières,  on  peut  Térifier  que  g  est 
racine, 
m.  Chercher  si  l'équation 

jf»— (a4-  6  +  ab)»>  +  a6(a  +  b  +  1)«— oV— a>6= 0 
admet  des  radnes  exprimées  rationnellement  en  a  et  h, 

IV.  Si  une  équation  du  troisième  degré  n'admet  pas  de  racines  commensu- 
rables, elle  n'admet  pas  de  racines  multiples. 

V.  Le  théorème  précédent  s'applique  à  une  équation  du  cinquième  degré,  et 
oe  s'applique  pas  à  une  équation  du  quatrième. 


/ 


:     CHAPITRE  ¥• 

THEORÈHE  SE  8TUE1I. 

S&O.  Le  théoràme  à  la  démoiistFaiion  duqad  est  consacré  ce 
chapitre  donne  le  moyen  d'obtenir  exactement,  et  sans  aucun 
tâtonnement,  le  nombre  des  racines  réelles  d'une  équation  com- 
prises entre  deux  limites  données  quelconques. 

Soit 

(1)  kar  +  A^ar-' +  AéX"^^  +      4-A— ia?+Ai  =  0. 

Une  équation  numérique  de  degré  quelconque  n'ajnnt  pas 
de  racines  multiples,  on  commencera  par  exécuter  le  calcal 
qui  sert  à  trouver  si  elle  a  des  racines  égales,  en  opérant  de  la 
manière  que  nous  al  Ions  indiquer.  En  désignant  par  Y  le  pre- 
mier membre  de  ^équation  (1)  et  par  y  sa  dérirée,  on  divisera 
Y  par  Y'i  et  quand  on  aura  obtenu  un  reste  de  degré  inférieur 
à  Y',  on  changera  les  signes  de  tous  les  termes.  Soit  Yt  le  reéte 
ainsi  changé  de  signe  :  on  divisera  Y'  par  Yt,  et  en  changeant  le 
signe  de  reste  on  obtiendra  un  polynôme  Y|  de  degré  moindre 
que  Yi;  la  division  de  Yi  par  Y»  donnera  de  même  un  reste  qui, 
changé  de  signe,  sera  désigné  par  Y^,  et  Ton  continuera  celte 
opération  autant  de  fois  qu'elle  sera  possible,  en  obtenant  une 
série  de  polynômes  de  degrés  décroissants,  hés  les  uns  aux 
autres,  d'après  la  définition  de  la  division ,  par  des  relatioDS 
de  la  forme 

Y  =  V.U  -  Y„ 

Y'  =  Y,  Q.  -  Y.. 

(2)  Y,  =  V,  Q,  -  Y4, 


Y^  =  V..,  Q..,  -  Yr. 

Le  dernier  reste  Yr  sera  numérique  ;  car,  d'une  part,  aucun  de» 
polynômes  Y',  Ya,  Y|...  ne  peut  évidemment  diviser  le  précédent 
sans  diviser  tous  ceux  qui  le  précèdent,  et  par  suite  Y  et  Y,  qui 


fL 


THÉORÈME  DE  STURH.  207 

par  hypothèse  u'^ont  pas  de  facteur  commun;  et,  d'autre  part, 
si  V^  n'est  pas  numérique,  on  peut  diviser  Vr^  par  "^r  et  obtenir 
un  reste  de  pins,  Yr^. 

Cela  posé,  la  considération  des  fonctions  V,  T,  Vi  -.  V^  four- 
nit le  moyen  de  savoir  combien  Têquation  V  =  0  admet  de  ra- 
cines réelles  comprises  entre  deux  nombres  a  et  p;  p  étant  plus 
grand  que  «,  Toici  la  règle  qui  fait  connaître  le  nombre  de 
racines  : 

On  SÊibstUuêra  à  la  place  dexk  nombre  «  dans  les  fonctions  V, 
V,  Vt ...  Vr-4,  Vr,  puis  on  écrira  par  ordre,  sur  une  mime  ligne, 
les  signes  des  résuUatSy  et  Pan  comptera  le  nombre  de  variations 
qui  se  trouvent  dans  celte  suite  de  signes.  On  écrira  de  mime  la  suite 
des  signes  que  prennent  ces  mimes  fonctions  quand  on  y  remplace 
X  par  le  nombre  p,  et  l'on  comptera  le  nombre  des  variations  de  cette 
seconde,  suite.  Autant  elle  aura  de  variations  de  moins  que  la  pre- 
mière, autant  F  équation  V=  0  aura  de  racines  réelles  comprises 
entre  (tetp.  Si  la  seconde  suite  a  autant  de  variations  que  la  pre- 
mière ,  Véquation  Y  =  0  n'admet  aucune  racine  comprise  entre  «  et 
P  ;  la  seconde  suite  ne  pourra,  dans  aucun  cas,  admettre  plus  de 
varieuions  que  la  première. 

fiSi.  Pour  dànontrer  oe  théorème,  il  faut  examiner  com- 
ment le  nombre  des  variations  formées  par  les  signes  des  fonc- 
tions V,  V,  Vf,...Vr,  pour  une  valeur  quelconque  de  a?,  peut 
s'altérer  lorsque  x  passe  d'une  manière  continue  de  la  valeur 
et  à  la  valeur  pins  grande  p. 

Quels  que  soient  les  signes  de  ces  fonctions  pour  une  valeur 
de  X  déterminée,  lorsque  x  croît  par  degrés  insensibles  au  delà 
de  cette  valeur,  il  ne  peut  arriver  de  changement  dans  cette 
suite  désignes  qu'autant  que  l'une  des  fonctionsY,  Y'...yrchange 
de  signe,  et  par  conséquent  devient  nulle.  Il  y  a  deux  cas  à 
examiner,  selon  que  la  fonction  qui  s'évanouit  est  la  première 
Y,  on  Tune  des  autres  fonctions  Y',  Yi, ...  \r^  intermédiaires 
entre  Y  et  Yr.  La  dernière  Yr  ne  peut  changer  de  signe,  puisque 
c'est  un  nombre  positif  ou  négatif. 

Yoyons,  premièrement,  quelle  altération  éprouve  la  suite  des 
signes,  lorsque  x,  en  croissant  d'une  manière  continue,  atteint 
et  déoasse  une  valeur  qui  annule  la  première  fonction  Y. 


/ 


,/ 
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Désignons  cette  valeur  par  a;  la  fonction  V  dérivée  de  Y  ne 
peut  pas  être  nulle  en  même  temps  que  Y,  puisque  par  hypo- 
thèse réquation  Y  =  0  n'a  pas  de  racines  ^les  ;  considéroos 
des  valeurs  de  x  très-peu  différentes  de  a  :  si  en  désignant  par 
h  une  quantité  positive  aussi  petite  qu*on  le  voudra,  on  fait, 
tour  à  tour,  X'=a  —  h  et  x^^a-^-h,  la  fonction  V'  aura, 
pour  ces  deux  valeurs,  le  même  signe  que  pour  a?  =  a,  car  on 
peut  prendre  h  assez  petit  pour  qu'elle  ne  s*évanouisse  pas,  ef, 
par  suite,  ne  change  pas  de  signe  tandis  que  rccrott  de  la  valeur 
a —  ft  à  la  valeur  a-f  A;  cela  posé,  désignons  Y  par  f{x\ 
ou  a 

ou,  en  observant  que  F  (a)  est  nul  et  que  T{a)  ne  l'est  pas. 

On  voit ,  d'après  cette  formule,  que  pour  des  valeurs  très- 
petites  de  A,  F  (a  +  A)  a  le  même  signe  que  F(a),  et,  par  suite, 
J  que  F(a  +  A)  ;  il  n'y  a  donc  pas,  pour  a?  =  a  -f-  A»  de  variations 

entre  Y  et  Y'. 

On  trouvera  de  même 

et  F  (a  —  h)  est,  par  conséquent,  de  signe  contraire  à  F(a),  par 
suite  à  F'(a  — A),  en  sorte  que  pour  a?=  a  —  A,  il  y  a  une  va- 
riation entre  Y  et  Y'. 

Les  signes  des  fonctions  Y  et  Y'  formaient  donc,  dans  la 
suite,  une  variation  avant  la  valeur  pour  laquelle  Y  est  nulle,  et 
cette  variation  s'est  changée  en  permanence  lorsque  x  a  franciu 
cette  valeur. 

Quant  aux  autres  fonctions  Y',  Yi ...  Y„  chacune  aura  pour 
a?  s=  a  -j-  A  le  môme  signe  que  pour  â;=  a  —  A,  si  toutefois  au- 
cune ne  s'évanouit  pour  â?  s  a  en  même  temps  que  Y. 
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La  soile  de^  signes  des  fonctions  V,  Vi^-xTr  perd  donc  une 
Tariation  lorsque  x,  en  croissant,  dépasse  une  valeur  a  qui  an- 
nule V  sans  annuler  aucune  des  autres  fonctions  V,  Vi,  ...Vf. 
n  faut  examiner  ce  qui  arrive  lorsque  l'une  de  ces  fonctions 
s'évanouit,  soit  pour  une  valeur  de  a  égale  &  une  racine  de 
V=  0,  soit  pour  toute  autre  valeur  de  cette  variable. 

£83.  Soit  V.  une  fonclion  intermédiaire  entre  V  et  V,^  qui 
s'annule  pour  x  s=  b  (V,,  bien  entendu,  peut  désigner  la  fonc- 
tion T'  aussi  bien  que  les  autres},  cette  valeur  b  de  xm  peut 
réduire  à  zéro  ni  la  ToDction  V^fi  qui  suit  V,,  ni  la  fonction 
V^  qui  le  précède.  (Si  V,  désignait  V,  V,^  désignerait  V.) 
On  a,  en  effet,  entre  les  trois  fonctions  couséculives ,  Va_i ,  Vn, 
V,H-ii  une  relation  de  la  forme 

(3)  V,^  =  V.O.-V„,. 

et  si  deux  fonctions  consécutives  V^-i,  V.  étaient  nulles  pour  la 
même  valeur  de  x,  cette  équation  prouve  que  Tih-i  le  serait 
aussi;  et  comme  on  a 

il  en  serait  de  même  de  Y»»*,  puis  de  V,M'I-->  et  l'on  prouverait 
enfin  que  Vr  est  nul  pour  cette  même  valeur  de  x  ;  or,  cela  est 
impossible  puisqu'il  est  égal  à  une  constante. 

Cela  posé,  sulêtituons  &  x  deux  nombres  b~helb  +  h,  très- 
peu  diH'ërents  de  b,  les  deux  fonctions  V..,  et  Va+i  auront,  pour 
CCS  deux  valeurs  de  x,  les  mêmes  signes  que  pour  x  =  b,  puis- 
qu'on peut  prendre  h  assez  petit  pour  que  V.-,  et  V,+,  ne  chan- 
geni  pas  de  signes  dans  l'inlervalle  ;  mais  V,  étant  nul  par  hy- 
pothèse pour  x=b,  l'équation  (3)  prouve  que  \,^^  et  \,^  sont  de 
signes  contraires,  et,  par  suite,  quels  que  soient  les  signes  de  V_ 
pour  x  =  b  —  hel  pour  x  =  b-^h,  les  trois  fonctions 

Vw.       V„       V,j, 

présenteront  toujours  une  permanence  et  une  variation.  V, 
ayant  nécessairement  le  même  signe  que  l'un  des  deux  qui  le 
comprennent  et  un  signe  différent  de  l'autre. 

Alc.  sp.  B.  ^* 
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Il  n*y  a  donc,  lorsque  x^  franchissant  la  valeur  6, passade  b^h 
kb+h,  aucun  changement  dans  le  nombre  total  des  variations 
àt  la  suite. 

U  est  donc  prouvé  que  chaque  fois  que  la  variable  x^  en  cnns- 
aant  ë'une  manière  continue,  atteint  et  dépasse  une  valeur  qui 
rend  Y  égal  à  zéro  ;  la  suite  des  signes  des  fonctions  V^  V\  Vs, 
Yr  perd  une  variation  formée  sur  sa  gauche  par  les  signes  de 
Y  et  de  Y',  laquelle  est  remplacée  par  une  permanence  ;  tandis 
que  les  changements  de  signes  des  fonctions  intermédiaires  V, 
Yf»..  Y»^  ne  peuvent  jamais  augmenter  ni  diminuer  le  nombre 
total  des  variations.  En  conséquence,  si  Ton  prend  un  nombre 
quelconque  «,  positif  ou  négatif*  et  un  autre  nombre  quelcoD- 
que  p,  plus  grand  que  a,  et  si  Ton  bit  croître  â;  de  «  à  ^,  autant 
il  y  aura  de  valeurs  de  x  comprises  entre  s  et  p  qui  rendent  T 
égal  à  zéro,  autant  la  suite  des  fonctions  Y,  Y' ...  Yr  pour  x  =  p 
présentera,  de  variations  de  signes  de  moins  que  pour  âp  =  s. 
C'est  le  théorème  qu'il  fallait  démontrer. 

225.  Dans  les  divisions  successives  qui  servent  à  former  les 
fonctions  Y,,  Y»...Yr,  on  peut,  avant  de  prendre  un  polynôme 
pour  dividende  ou  pour  diviseur,  le  multiplier  ou  le  diviser  par 
tel  nombre  positif  qu'on  voudra.  Les  fonclionsYi,  Y|,...Yr,  qu'on 
obtiendra  en  opérant  ainsi,  ne  différeront  que  par  des  facteurs 
numériques  positifs  de  celles  que  nous  avons  considérées,  et 
qui  figurent  dans  les  équations  (2);  de  sorte  qu'elles  auront  res- 
pectivement les  mêmes  signes  que  celles-ci  pour  chaque  valcor 
àex. 

Cette  remarque  permet  de  faire  en  sorte  que  les  coefficients 
des  divers  polynômes  soient  entiers,  pourvu  que  ceux  de  l'é- 
quation Y  =  0  le  soient  eux-mêmes.  Mais  il  faut  bien  prendre 
garde  que  les  facteurs  numériques  que  l'on  introduit  ou  qu'on 
supprime  soient  tous  positifs. 

224.  Si  Tune  des  fonctions  Y',  YlmY,-,  se  trouve  nulle  pour 
Tune  des  limites  a?  =  a,  a;=  p,  il  suffit  de  compter  les  variations 
en  omettant  la  fonction  qui  est  nulle.  Cela  résulte  de  la  démons- 
tration qui  a  été  donnée  (222)  dans  le  cas  où  Tune  des  fonctions 
intermédiaires  s'évanouit.  Lorsque  la  fonctira  Y»  s'annule  en 


J 
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effet  pour  â;=Qtj  on  a  vu  que  pour  a?=a  —  A,  V^.^,  V»  et  ¥«4.4 
forment  une  variation,  et  une  seule.  Or  cette  variation  subsis- 
tera Iorsqu*en  omettant  la  fonction  Y»,  on  considérera  Y».i  et 
Y„^.i  qui  sont  de  signes  contraires,  comme  formant  deux  fonc- 
tions consécutives. 

Si  Y  se  trouve  nul  pour  x=qlj  on  en  conclut  que  a  est  racine 
de  l'équation  proposée,  et  la  règle  s'appliquera  à  la  recherche 
de  nombre  de  racines  comprises  entre  a  -f-  A  et  p.  a  -f-^  four- 
nira entre  Y  et  Y'  (S2i)  une  permanence,  et  donnera  aux  autres 
fonctions  le  même  signe  que  la  valeur  a. 

SStt.  Lorsque  l'on  pourra  reconnaître  que  Tune  des  fonctions 
V„  intermédiaire  entre  Y  et  Y,.,  conserve  constamment  le 
même  signe,  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  p,  il  ne 
sera  pas  nécessaire  de  considérer  les  fonctions  qui  suivent  Y», 
la  démonstration  pourra  se  faire  sans  aucun  changement,  en 
réduisant  la  suite  à  Y,  V,  Y,...Y». 

296.  Si  l'on  prend  l'un  des  nombres  a  et  p  très-grand  et  né- 
gatif, et  l'autre  très-grand  et  positif,  en  faisant  o=— 00,  p==4-0D, 
le  théorème  de  Sturm  fera  connaître  le  nombre  total  des  racines 
réelles*  Pour  que  toutes  les  racines  soient  réelles,  il  faut  et  il 
suffit  que  leur  nombre  soit  égal  au  degré  m  de  l'équation  Y=0. 
Mais  le  nombre  des  fonctions  Y,  Y',  Yi...Yr  est,  tout  au  plus^ 
m  4-  I9  et,  par  conséquent,  le  nombre  des  variations,  au  plus 
égal  à  m,  ne  peut  atteindre  cette  limite  que  si  la  suite  est  com- 
plètef  c'est-à-dire  si  les  degrés  successifs  vont  en  diminuant  pré- 
cisément d'une  unité  de  chaque  fonction  à  la  suivante.  Il  faut 
de  plus,  pour  que  toutes  les  racines  soient  réelles ,  que  la  sub» 
stitution  de  — 00  à  la  place  de  x  ne  donne  que  des  variations,  et 
celle  de  +  »  que  des  permanences.  Les  degrés  des  fonctions 
étant  alternativement  pairs  et  impairs,  on  voit  aisément  que  les 
deux  conditions  exigent  l'une  et  l'autre  que  les  coefficients  des 
premiers  termes  soient  tous  de  même  signe,  et  que  cela  est 
suffisant. 

927.  Considérons  l'équation 

T»  —  2a5  —  5  =  0, 


V'=3a;'— 2. 

Pour  former  Ti,  il  faut  diviser  T  par  T;  mais  afin  d'éviter  les 
coefHctents  fractionnaires,  mulliplions  d'abord  T  par  3,  on  ob- 
tient ainsi  le  reste — 4s — 15,  et  l'on  a 

V,  =  4a;+i5.      ■ 

on  divise  ensuite  V  par  Vi  après  avoir  multiplié  V  par  4,  ainsi 
que  le  reste  du  premier  degré;  le  reste  obtenu  est  -{-  643;  on  a 
donc 

V,  =  — 643. 

Si  l'on  fait  dans  les  fonctions  V,V',Vi,Vi,ff=—aD,  ta  suite  des 
signes  est  — | — ,  elle  présente  deux  variations;  pour  x=-{-  ob, 
les  signes  sont  +  +  H — •  î'  y  ^  ""^  variation  seulement  et 
l'équation  proposée  admet  par  conséquent  une  seule  racine 
réelle. 

398.  Cherchons,  comme  seconde  application,  la  condition 
Dour  one  l'éauation 

+  3=0 


HïKO  +  î. 
'  +  !>. 

iioos  successives.  Pour  éviter  les 
ilier  le  dividende  par  3  dans  la 
seconde,  par  4j)*,  qui  est  positif, 

ipx  —  Zq, 
4p»  —  273*. 


TnEORËUE  DE  STURH. 

Lorsque  x  passe  de  —  «  à  +  »,  la  suite  V,  V 
perdre  trois  variations  ;  il  faut  donc  qu'elle  en  préseii 
X  =  —  OD,  et  n'en  ait  plus  aucune  pour  !  =  -{-(». 
que  les  coefficients  des  premiers  termes 

1,3,  — Sp,  — Ap"  — 273» 

soient  tous  de  même  signe.  On  doit  donc  avoir 

P<0, 
4p»  +  27  g'  <  0 

qui  sont  bien  les  conditions  obtenues  par  d'autres 

Bismi. 

220.  Enonça  du  théorème  de  Storm.  —  221.  La  soite 
définies  dans  l'énoncé  perd  noe  nriation  lorsque  a;, 
franchit  une  racine  de  l'équation  proposas.  —  222.  k\ 
ment  ne  se  produit  dans  le  nombre  total  des  variatio 
franchit  une  racine  de  l'une  des  fonctions  auxiliaires.  - 
permis,  dans  tes  opërations,  d'introduire  ou  de  auppr 
tenrsnomériqaesposîtire.  —  224.  Cas  où  l'une  des  limi 
de  la  proposée.  —  221t.  Cas  où  l'on  peut  réduire  la  non 
lions.  —  226.  Conditions  ponr  que  toutes  les  racines  d' 
soient  réellea.  —227, 228.  Applications  du  théorème. 
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DES  DIFFÉRENCES. 

CHAPITRE  PREMIER. 

NOTIONS  SUR  LA  THÉORIE  DES 


S I.  Diflërences  des  divers  ordre». 

SS9.  DEFINITION  DES  DIFFÉRENCES.  Si  l'on  Considère 
de  nombres  qui  se  succèdent  suiTaat  une  loi  quelco 
difUirnce»,  obtenues  eu  relranchant  chacun  d'eux  de 
le  rail,  forment  unenonvelle  suite,  dont  les  termes  se 
les  dilfirences  des  termes  de  la  première. 

Alnâi,  la  suite  proposée  étant  représentée  par 

[I]  ifo  i/i.Vi.yt,-.*  y.-iitr-; 

la  suite  des  différences  sera 
[2]         fi— y».  Vi—Vu  î/i— i/i....  y.— y^î 

(yi— Vi)  est  la  différence  de  y,;  (yi  — yi),  la  différa 
(y»  —  !/a-i)(  Iei  différence  de  v>-i-  ^onr  former  la  dift 
y„  il  faudrait  connaître  un  terme  de  plus  dans  la  suite 
Pour  dé9>gner  les  différences,  on  se  sert  souvent  di 
Ainsi,  At/i  désigne  la  différence  (viM — y*}- I^'^prèa  c 
tioD,  les  termes  de  la  suite 

auront  pour  différences 


S30.  DÉFINITION  DES  DIFFÉRENCES  SECONDES.  Une  Si 

conque  de  nombres  étant  donnée,  leurs  différence 
une  nOQTelle  suite,  ayant  un  terme  de  moins  que  la 


it  opërer  sur  celte  suite,  comme  sar  cciie  qui  im  a 
laissance,  et  former  les  diftérences  des  difTéreuces, 
nomme  des  différences  stcondea.  On  les  désigne  par  le 

étantdoonée  la  suite 

ences  premières  seront  dé»gnécs  par 

Aj/,,  Ayi,  Ai/„  , . .  Aj/,_t; 

férences  secondes 

Ay,  — 4y„  At/,  — Ay,,  ...  Ay^— Ay.^^ 

par 

A'y„A»y.,  ...  A'y.^-.. 

louvelle  série  a  évidemment  un  terme  de  moins  que  h 
ite,  et,  par  suite,  deox  termes  de  moins  que  la  proposée. 

DfiFINITTON  DES   DIFFERENCES    O'ORDBE    QUELCOKQUE.   Si 

re  sur  la  suite  des  ditTérences  secondes,  comme  on  l'a 
B  suite  proposée,  on  formera  les  différences  des  diSé- 
econdes,  que  l'on  nomme  des  diffirmas  trow^ma,  et 
désigne  par  le  signe  A*, 
les  différences 

A*!/.— A'y..  A'yi— AVi.  •••  A^-^-AV-. 

lent  par       A*yi,  A^i. . . .  A'^i^-f 

içoit  que  l'on  peut  continuer  ainsi  indéfiniment,  et  for- 
différences  quatrièmes,  cinquièmes,  etc.,  qui  se  dési- 
par  les  signes  A*,  A' ...  ;  le  nombre  de  ces  différences 
imité  que  par  celui  des  termes  de  la  suite  proposée. 
;ux  termes  ne  donnent  lieu  qu'à  une  différence  pre- 
t  il  n'y  a  pas  lieu  de  considérer  leur  différence  seconde, 
mes  donnent  lieu  k  deux  différences  premières  et  h  une 
e  seconde;  il  n'y  a  pas  lieu  de  considérer  leur  diffé- 
>isième.  En  général,  m  termes  donnent  lieu  à  (m  —  I) 
es  premières,  &  (m  — s)  différences  secondes, ...  & 
irence  (m — l)*";  it  n*y  a  pas  lieu  de  considérer  leur 


-^^^^  .  - 
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différence  m"*.  Si  une  suite  est  illimitée,  on  peut  considérer  des 
différences  d'un  ordre  illimité. 

252.  Usage  des  différences  pour  la  formation  des  carriîs. 
Nons  commencerons  par  montrer,  par  deux  exemples  simples, 
de  quelle  utilité  peut  être  la  considération  des  différences. 

Considérons  la  suite  des  carrés  des  nombres  naturels  : 

[1]  1,  4,  9,  16,  25,  36,  49,  64,  81,  100...; 

les  différences  premières  sont  : 

[2]  3,  5,  7,    9,  11,  13,  15,  17,  19...; 

et  les  différences  secondes, 

^oj  2,  2,   2,      S,      2,      25,      jS,      jS  «  •  • , 

sont  toutes  égales  entre  elles.  La  démonstration  est  tellement 
simple,  que  nous  croyons  pouvoir  nous  dispenser  de  la  donner 
ici. 

D'après  cette  remarque,  si  l'on  voulait  former  la  table  des 
carrés  des  nombres  naturels,  on  commencerait  par  écrire  la 
suite  [2], 

[2]  3,  5,  7,  9,  11,  13,  15,  17,  19..., 

puis  le  premier  terme  de  la  suite  des  carrés,  qui  est  1  ;  et  il  est 
évident  que  chaque  carré  s'obtiendrait  du  précédent,  en  ajou- 
tant le  terme  correspondant  de  cette  suite  [2]. 
Ainsi,  on  dirait  3  et  1,  4;  4  et  5,  9;  9  et  7, 16,  etc. 

255.  Usage  des  différences  pour  la  formation  des  cubes. 
Considérons  la  suite  des  cubes  : 

[1]       1,    8,  27,  64,  125,  216,  343,  512,  729,...; 

les  différences  premières  sont  : 

[2]      7,  19,  37,  61,     91,  127,  169,  217,...; 

les  différences  secondes  sont  : 

[3]     12,18,24,30,    36,    42,    48,...; 
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vl  les  diffîrencss  troisièinea, 

[4]       6,     6,     6,     6,       6,       6, 

sont  constantes  et  égales  k  6.  Celte  loi  est  générale.  Eb  eSèl, 
quatre  cubes  comëcutîls  sent  r 

a',(o+l)',Ca+i)',£a+a)'; 

les  diiïérences  premières  sont: 

3a'+3a+l,  3Ca4-l)'+3(tt+l)  +  l,  3(a+2)'-f  3(a+2)+l; 

les  ilifTérences  secondes  sont  : 

3[(a  +  l)'— a']  +  3,     3  [(a +  2)' -(a  4-1)»] +  3, 

c'est-à-dire,  en  réduisant, 

60  +  6,    6(a  +  l>4.6; 

et  la  différence  de  ces  dem  ejprtmoas,.  c'est-è-dir^,  la  diffé- 
rence troisième,  est  évidemment  6. 

D'après  cela,  poar  former  un  tableau  des  robes,  on  foismait 
snccessiTemtut  les  soiles  [k]  [3]  [S]  [t],  cfaacnne  penneaaal 
d'obtenir  la  suivante  par  de  simples  additions.  Ainsi,  ayant  tciil 
la  suite  [3]  sur  une  ligne  verticale,  on  obtiendra  la  suite  [2]  en 
écrivant  son  premier  terme  7,  et  en  remarquant  que  chacun  des 
autnssaEorme  du  précédent  par  L'addition  du  termeconespoii- 
dast  de  la.  anite  ^3]. 


19  =  12  -f-  7 
37  =  18  4-  la 

6t  =  24  -i-  37 
9t  =  30  4-  61 
137  =  36  -)-  91 
169  =  42  +  127 
217  =  48  4-  169 
271  =  54,  +  217 
331  =  60  -i-  271 
397  =  66  -J-  331 
469  =  72  -f  397 
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Ayant  ainsi  formé  la  suite  [2],  c'eat-à-dire  les  différences  pre- 
mières des  cnbes,  chaque  cube  pourra  se  déduire  da  précédent, 
en  lot  {youtaDt  la  différence  correspondante,  en  sorte  qu'ils  ' 
déduiront  tous  du  premier  1,  par  de  simples  additions. 

Ainsi,  avant  écrit,  sur  une  li^c  verticale,  les  différences  pr 
miëres  obtenues  plus  haut,  on  formera  la  série  des  cubes,  conui 
Tindliqiie  le  tableau  suirant  : 


8=  7+  1 
27  =  19+  8 
64  =  37+  27 
IÎ5  =  61+  6i 
216  =  91  +Lt& 


Le  tabl^u  suivant  résume  les  résultats  que  nous  venoi 
d'obtÊolr. 


CUBBS. 

DIFF^ENCES 
1™. 

1 

7 

6 

19 

27 

37 

64 

61 

125 

91 

216 

127 

343 

:69 

&lï 

217 

739 

DIPF^ENCES  DIFrâRENCES  DIFïiREITCES 


Four  former  ce  tableau,  on  écrit  d'abord,  dans  ta  premié 
colonne  de  gauche,  trois  cubes  consécutifs,  l,  B,  27;  on  enco 
clulles  deux  différences  premières,  7  et  19,  que  l'on  écrit  da 
la  seconde  colonne,  et  la  différence  seconde  12,  que  Ton  éc 
dans  la  troisième.  Puis,  après  avoir  écrit  plusieurs  fois,  dans 
(luatrième  colonne,  la  diffërence  troisième  qui  est  toujours  6,  i 
ajoute  cette  différence  à  celle  qui  est  à  sa  gauche,  en  disan 
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i;  6  cl  24...  30,  etc.;  on  forme  ainsi  L 
orme  de  mime  la  seconde  colonne  à 
int:  18  et  19...  37;  2*1  et  37...  61;;. 
«coude  colonne,  ainsi  coDslruîte,  sert 
dit  :  19  et  37...  64;  61  et  64...  125  ;  91 
suite. 

vtlcongue  du  UibUau  est  igai  au  nombrt 
i  la  même  colonne,  augmenté  (Ucelui  qui 
dam  la  colonne  suivante. 

mules  des  différences. 

'U,  EN    FONCTION  DE  U»,  ««,  t^...   V,. 


une  diffîcullé  k  former,  d'après  ce  qui 
>  successives  jusqu'à  la  n~*  iDclusive- 
'nerons  pas  cependant  aux  indicatioDs  1 
'  ces  calculs,  et  nom  donnerons  la  for-  ' 
Ësultiit  général, 
ions  : 

«,,  Au,=w,— «,,...;  I 

i-u,,  A*ti|=Aui — Au,=«, — Stit-|-t4,...  ; 

2ut+ii.)  — («1— 2Ui+«,) 


eut  prévoir  la  loi  suivante  :  la  diUi- 
mtUtipliant  u„  u,_t—  a*  par  la  coef- 
:CA-a)'. 

e  loi  est  générale,  nous  allons  ^re 
nme  vraie  pour  une  difTérence  d'un 
e,  par  cela  même,  pour  la  différence 
périeure. 


P(P-0(P- 
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Celle  formule,  donnant  la  différence  p™  du  premier  terme  d'une 
suite  quelconque  en  fonction  des  {p+ 1)  premiers  termes,  n 
pouvons  l'appliquer  au  calcul  de  A^ui,  en  considérant  Ui  coni 
premier  tenne  de  la  suite 

u„  u»,  u„...  «,,  u^i,...  u.; 

cela  revient  évidemment  à  remplacer,  dans  la  formule  [l], 
par  ui,  u,  par  Ui,...,  c'est-à-dire  à  augmenter  tous  les  indi 
d'une  unité.  On  aura,  par  suite,  m  vertu  de  ta  mime  formule  . 


"^  1.2.3 

ou,  en  retranchant  l'égalité  [L]  de  l'égalitô  [S]  : 

/p(p-l)(p-2)      p{p-l)\  , 

V  1.2.3  ^       1.2      J"*^'^"- 

Or  (46)  la  somme  de  deux  coefflcîenls  successifs  du  dévelop 
ment  d'un  binôme  forme  un  coefficient  du  développement  d 
puissance  immédiatement  supérieure;  on  peut  donc  écrire  : 


1.2  3 
c'est  précisément  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

fi5S.   ExPRESSKXf  DE  U,  EH  FONCTION  DE  U«  ET  DE  SES  p  DIÎ 

RENCES  SUCCESSI783.  Réciproquement,  si  l'on  donne  u*  et  s( 

différences  successives  Au,,  A'u A'u,,  on  peut  calculer 

termes  successif  u^,  Ui„..  u.;  nous  donnerons  aussi  la  fom 
générale,  &  laquelle  conduit  ce  calcul. 


1 
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r 

On  a,  par  définition  : 

ti|=tii+Aui= V|4-  2  Awo+  A*iy, + AW|  +  A*U|, 

=ti,+2  Au,+ A>  ti«+  (Au,+A*w,)+(A*ii,+A\  , 
=Wo+3Au,+3AX+A*Wo; 

et  Ton  aperçoit  immédiatement  la  loi  suivante. 

Le  itrm^  Up,  de  rangf  (p  +  1),  st  forme,  en  multipliant  u«  et  Us 
différences  successives.  AU|,  M^u^,  A'Ug...  A^Uo»  l>ar  les  coefficient 
du  développement  de  (x  +  a)^. 

Pour  démontrer  que  cette  loi  est  générale,  nous  poronverons 
encore,  qu*en  Tadmettant  comme  vraie  pour  un  terme  de  cer- 
tain ordre,  elle  est  vraie»  par  cela  même,  pour  un  terme  immé- 
diatement suivant. 

Supposons  donc  que  l'on  ait  prouvé  la  formule  : 

[1]         t*,=t/o+pAuo+,^^Ç=l^A«t/.+...+APw^^ 

Cette  formule  donne  le  (p+l)*^  terme  d'une  suite  quelconque 
^%f  ^1}  ^sr-  Upi  en  fonction  du  premier  et  de  ses  p  différences 
successives  ;  si  donc  nous  appliquons  la  même  formule  à  la  série 

Au,,  Auiy  Au,...  Au,, 

elle  nous  donnera  le  (p  + 1)"*  terme  Au^  en  fonction  do  pre- 
mier Au,  et  de  ses  p  différences  successives  qui  sont  éviden]-* 
ment  A'u^,  A*u,...  A>^'u»  ;  on  aura  donc  : 

[2]    \u,=  ^u,+pl^u,+BlR^  A^u,^...+  ^^u.; 
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formule  qui  se  déduit  de  [1]  en  augmeataot  d'une 
dices  des  A.  En  ajoutant  les  formules  [1]  et  [3],  il  1 

«,..=",+ A",  =  w.  +  CP  +  I)i«. 

et,  comme  (46)  la  summe  de  deux  coeHicicnts  cor 
puissance  pd'un  binôme  est  un  coefficient  de  la  pui! 
cette  égalité  peut  s'écrire  : 

ce  qui  est  précisément  le  résultat  qu'il  fallait  obten 

5  m.  Différences  dea  pol^nomei. 

S36.  Nous  avons  reconnu  (238),  que  la  suite  ( 
nombres  naturels  a  ses  différences  secondes,  et 
cubes  ses  différences  troisièmes  égales  h  une  co: 
proposition  s'étend  aux  différences  quatrièmes  d 
quatrièmes  puissances,  aux  différences  cinquiëmi 
des  cinquièmes  puissances,  etc.  Mais,  sans  nous  . 
propositions,  nous  démontrerons  le  théorème  suivi 
sont  évidemment  des  cas  particuliers. 

TBftoBèHE.  Si  dans  unpolynome  m  x,  dt  degri  n 
à  X  une  suite  de  nombres  en  progression  arithmitiçue. 
m""  des  résultats  obtenus  sont  canstanles. 

Soit,  en  effet,  le  polynôme  : 

[1]    y=F(a:)=A«-+A,i*-'+A,i-«+...+J 


a    ^ 
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Supposons  qae  Ton  substitue  à  rc  les  valeurs  successives 

désignons  par  y«,  yi,  yt^...,  y»..., 

les  valeurs  correspondantes  de  y.  Toutes  ces  valeurs  sont  évi- 
demment des  polynômes,  de  degré  m,  en  w%,  dont  les  coeffi- 
cients dépendent  de  A  :  car  on  a  : 

V{x.+ph)  =  F(ph+x^  =  V{ph)  +  F'(pA)x, 

De  plus,  il  est  clair  que,  pour  passer  de  Tune  de  ces  valeurs 
à  la  suivante,  il  suffit  d'y  changer  x^  en  (x^ + A)*  On  a,  en  effet, 
en  considérant  deux  valeurs  consécutives  de  y,  y^  et  y^|  : 

y,=  P(a?,+pA),    y,.t  =  P[a^+(p  +  l)A]; 

et  il  est  évident  que  {^o+(P+l}^}  peut  se  déduire  de  (^s+pA), 
en  y  changeant  Xo  en  {x^  -j-h). 

Gela  posé,  les  différences  premières  Ay,,  Ay^,  Ay^...  sont  des 
polynômes  du  degré  (m  —  1}  en  x^,  dont  les  coefficients  dépen- 
dent de  A.  On  a,  en  effet  : 

Ay.=yi-y,  =  F(a?o  +  A)-F(a;b)=P'(a?.)A+r(a?,)Y^  +  -... 

Or  on  sait  que  V'ix^  est  un  polynôme  de  degré  (m —  l), 
F^(â?o)  un  polynôme  de  degré  (m — 2),  etc.;  la  proposition  est 
donc  démontrée  pour  Ayo.  Il  en  résulte  qu'elle  est  vraie  pour 
les  différences  suivantes,  Ayi,  Ayi,.,.;  car  chacune  d'elles  se  dé- 
duit de  la  précédente,  en  changeant  x^  en  {x^  -|~  A)  ;  ce  qui  ne 
change  pas  son  degré,  par  rapport  à  x^. 

La  série 

W  Ayi,  Ayi,...,  Ay^..., 

pourrait  donc  s'obtenir,  en  substituant  successivement  à  rr,  dans 
un  certain  polynôme,  de  degré  (m —  1),  les  valeurs  x^.x^+h.... 
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Si  donc  nous  appliquons  à  cette  suite  ce  qui  a  été  dit  de  la 
suite, 

y«i  tftv»  y»» 

déduite  de  la  même  manière  d*un  polynôme  de  degré  m,  nous 
verrons  que  les  diiîérences  des  termes  de  la  série  [2],  c*e8t- 
à-dire 

[3]  A*y„  A'yi,...,  A^i 

sont  des  polynômes,  de  degré  (m —  2),  en  x^y  et  que  chacun  se 
déduit  du  précédent,  on  y  changeant  x^  en  (x^  +  h);  en  sorte 
qu'ils  peuvent  tous  se  déduire  d'un  même  polynôme,  en  y  chan- 
geant X  en  a?o>  ^o  +  '^j  ^o  +  2/i,... 

Si  nous  appliquons  à  la  suite  des  différences  secondes  le 
théorème  dont  nous  avons  déjà  deux  fois  fait  usage,  nous  ver- 
rons que  les  différences  des  termes  de  la  série  [3]|  c'est-à-dire 

W  A»y„  A«t/o...,  A»y., 

sont  des  polynômes,  de  degré  (m  —  3),  en  x^. 

Et,  en  continuant  de  la  même  manière,  nous  verrons  que  les 
différences  quatrièmes  sont  des  polynômes  de  degré  (m — 4),  les 
différences  cinquièmes,  de  degré  (m—  5),...  et  enfin  les  diffé- 
rences w"^,  de  degré  0,  c'est-à-dire  indépendantes  de  aib  ;  ce 
qui  prouve  le  théorème  énoncé.  Car,  pour  obtenir  chacune  de 
ces  différences,  on  doit  changer,  dans  la  précédente,  Xo  en 
(â7|  -i-h);  et  elles  sont,  par  conséquent,  constantes,  quand  elles 
ne  contiennent  pas  x%. 

937.  Remarques.  En  revenant  sur  les  détails  de  la  démon- 
stration précédente,  on  peut  faire  plusieurs  remarques  utiles. 

Remarque  L  On  a  trouvé  la  formule  : 

[1]         ^y.^yi-yo=f{x.+h)^¥{x,) 

On  voit  que  l'accroissement  h  est  facteur  dans  le  second  mem- 
bre ;  et  qu'il  le  sera  encore,  si  l'on  remplace  x  par  {xo  -f-  h\ 
(âP,-{-2/»),  pour  former  les  différences  At/i,  Ay^»— ;  en  sorte 

&LG.  sp.  B.  15 
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que  toutes  les  différences  premières  contieiiiieiit  en  factear  l'ac- 
croissement h. 

REiiARQUE  II.  II  est  évident  que,  si  le  polynôme  proposé  F  (or} 
renfermait  h  en  facteur,  ce  facteur  se  retrouverait  dans  les  dé- 
rivées successives  F(a?),  PCa?!)...  F*(a?o);  et,  par  suite,  tous  les 
termes  de  la  différence  contiendraient,  non  plus  seulement  h, 
mais  h^  en  facteur.  Il  résulte  de  là  que,  la  différence  première 
étant  un  polynôme  qui  contient  h  en  facteur,  la  différence  se- 
conde contiendra  A*  en  fisicteur  à  f ous  les  termes.  La  formule  [l] 
prouve,  en  général,  que,  si  un  polynôme  f(x)  contient  en  ac- 
teur une  puissance  A^  de  A,  sa  différence  contiendra  à  tous  les 
termes  le  facteur  hl^  ;  et  il  en  résulte  de  là,  que  les  différences 
des  différences  secondes,  c'est-à-dire  les  différences  troisièmes, 
contiendront  le  focteur  h\  que  les  différences  quatrièmes  con- 
tiendront le  facteur  h\  et  ainsi  de  suite. 

On  voit  que,  si  Taccroîssement  h  décroît  de  plus  en  pins,  les 
différence  décroîtront  suivant  une  loi  d'autant  plus  rapide  qae 
leur  ordre  sera  plus  élevé. 

Remahqub  III.  L'expression  génénde  de  Af  «, 

est,  comme  nous  l'avons  dit,  un  polynôme,  de  degré  (m— l)i 
que  l'on  peut  ordonner  suivant  les  puissances  de  x^^  Si  Ax*  re- 
présente le  premier  terme  de  F  (x),  il  est  fadie  de  voir  que  le 
premier  terme  de  ày^  sera  le  premier  terme  de  F  (a?J  A,  tf èst- 
à-dire,  fnkaf^^hi  et  que,  par  suite,  Ay«»  Ayi,  Ay^..*,  s'obtiendront 
en  substituant  à  x  les  valeurs  â?i,  (rr,  -|-  A),  (rp«  +  SA}...  dans  un 
polynôme  dont  le  premier  terme  est  mhksf^^.  En  appliquant 
à  ce  polynôme  le  résultat  trouvé  pour  V{x\  on  verra  que  les  dif- 
férences premières  de  ce  polynôme,  c'est-à-dire  les  différences 
secondes  de  F(â;},  peuvent  s'obtenir  en  substituant  à  «  les  va- 
leurs â?„  (oTi-f  A)...,  dans  un  polynôme  dont  le  premier  terme 
est  m{m — l)AA*a^.  On  verra  de  même,  que  le  premier 
terme  du  polynôme,  qui  donnerait  les  différences  titHsiènies, 
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est  fn  (m—  1)  (m  —  2)  AA'aT-*.  Enfin  la  diflférence  m^^  qui  se 
réduit  à  un  seul  terme,  puisqu'elle  est  indépendante  de  ^,  est  : 

m(m— 1)  (m— 2)  (m  — 3)...2A/i"'. 

Les  polynômes  en  x,  dont  il  est  question  ici,  se  nomment  les 
différences  première,  deuxième,  troisième,...  m"%  du  polynôme 
y  =  F(a?),  et  se  désignent  parles  notations  Ay,  A*y,  A'^/,...  A^y. 

238*  Application  au  polynôme  du  troisième  degré.  Si  nous 
considérons  le  polynôme  du  troisième  degré  : 

[1]  •  î/  =  a?'4-p^'  +  Ç«  +  r, 

nous  trouverons  sans  peine,  en  y  remplaçant  x  par  {x  -f-  h)^  et 
en  retranchant  [l]  du  résultat  : 

de  même,  en  remplaçant  x  par  (x+h)  dans  [2],  et  en  retran- 
chant ensuite  [2]  du  résultat,  on  a  : 

[3]  A«y  =  6a?V  +  6  /!•  -f  2/>  V  ; 

et,  en  opérant  sur  [3]  de  la  même  manière,  on  a  : 

[4]  A»y  =  6V. 

Pour  obtenir  les  valeurs  de  Ayo,  Ay^,  Ay,...;  A*yo,  A^y^...,  il 
suffira  de  remplacer,  dans  le  second  membre  des  formules  [2] 
et  [3],  X  par  a?oi  (^o+A)»  etc. 

Si  Ton  voulait  former  les  valeurs  numériques  de  la  fonction  y 
et  de  ses  différences,  il  faudrait  procéder  comme  on  Ta  indiqué 
pour  former  le  tableau  des  cubes. 

S59.  Exemple.  Soit,  par  exemple,  le  polynôme 

y  =  a?' —  5a?*  + 6a?  —  1  ; 

formons  les  valeurs  que  prend  ce  polynôme  pour  des  valeurs 
entières  de  la  variable.  Si  Ton  fait  successivement  rp = —  l ,  o? = 0, 
«ss  1,  on  trouve  pour  valeurs  correspondantes  de  y,  y = — 13, 
y= —  1,  y  =  1,  dont  les  différences  premières  sont  12  et  2,  et  la 
d^érence  seconde  est  «--  10.  Quant  à  la  différence  troisième 
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de  y,  on  sait  qu*elle  est  égale  à  6.  On  disposera  ces  résaltaCs  de 
la  manière  suivante  : 


1  * 

y 

Ay 

A>y 

A»y 

6 

6 

6 

—  1 

—  13 

12 

—10 

6 

0 

—  1 

2 

6 

+  1 

+  1 

.6 

et  Ton  remplira  ensuite  les  différentes  colonnes,  en  remarquant 
que  chaque  terme  de  Tune  d'elles  (la  première  colonne  exceptée) 
est  égal  à  celui  qui  est  au-dessus ,  augmenté  du  terme  corres- 
pondant à  ce  dernier  dans  la  colonne  placée  à  sa  droite.  Celte 
remarque  permet  évidemment  de  prolonger  les  colonnes  dans 
les  deux  sens  ;  on  trouve  : 


X 

y 

Ay 

A'y 

A»y 

—   5 

—  281 

112 

—  34 

6 

—  4 

—  169 

78 

—  28 

6 

3 

—  91 

50 

—  22 

6 

—  2 

—  41 

28 

—  16 

6 

—  1 

—  13 

12 

—  10 

6 

0 

—   1 

2 

—  4 

6 

1 

+   1 

—  2 

+  2 

6 

2 

—   1 

0 

+  8 

6 

3 

—   1 

8 

+  14 

4 

+   7 

22 

5 

+  29 

Pour  prolonger  d'abord  la  colonne  des  différences  secondes  vers 
le  bas,  on  dit:  —  10  +  6. .  .—4;  — 4  +  6..  .2;  +  2+6. ..  8, etc. 
On  prolonge  de  même  la  colonne  des  différences  premières,  à 
l'aide  de  la  précédente,  en  disant  : — 4  +  2... — 8;+8  — 2...0; 
8  +  0. .  •  8,  etc.  On  prolonge  de  même  la  série  des  valeurs  de  y 
(qui  correspondent  à  o;  =:  2, 3, 4, . . .  )  en  disant  :  —  2  + 1. . .  — 1; 
0=1...  —  1  ;  8  —  1. . .  7,  et  ainsi  de  suite. 
Pour  prolonger  les  colonnes  vers  le  haut,  on  remarque  qu'an 
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lerme  d'une  colonne  esl  la  difTérence  entre  le  terme  placé  au- 
dessous  de  lui  dans  la  même  colonne,  et  le  terme  placé  à  droite 
et  au-dessus  dans  la  colonne  suivante.  On  prolonge  donc  d'abord 
!a  colonne  intitulée  4'y,  en  disant:  —  10  —  6...  — 16;  — 16 
— 6. . .  — 22  ;  — 22 — 6, . .  — 28,  etc.  On  prolonge  ensuite,  k  l'aide 
de  celle-ci,  la  colonne  des  &v>  «i>  disant  :  IS— (— 16)...  28; 
28~(— 22J...50,  etc.  On  prolonge  enfin  la  séné  des  valeurs 
de  y,  en  disant;— 13 — 28...— 41  ;  — 41  — 50. ..  — 91,etaln8i 
de  suite. 

S40.  Remarque.  On  voit,  par  l'exemple  précédent,  que,  {jour 
calculer  les  valeurs  d'un  polynôme  du  troisième  degré,  qui  cor- 
respondent à  des  valeurs  enliëres  de  la  yariablc,  il  suffît  de  cun- 
naître  celles  qui  correspondent  à  trois  nombres  entiers  consé- 
cutifs —  1 , 0,  + 1  ;  en  se  fondant  sur  ce  que  la  différence  troisième 
est  constante,  il  est  très-facile  d'obtenir,  par  de  simples  addi- 
tions, les  valeurs  suivantes. 

Si  le  polynôme  proposé  était  du  quatrième  degré,  la  différence 
quatrième  serait  constante  ;  et,  pour  former  la  série  de  ses  va- 
leurs, il  suffirait  de  connaître  quatre  valeurs  consécutives.  Il  en 
foudrait  cinq  pour  un  polynôme  du  cinquième  degré  ;  et  ainsi 
de  suite.  Il  ^udrait  en  connaître  m  pour  un  polynôme  du  m"* 
degré. 

%  Vf.  Différencn  des  fonction!. 

fi41.  DériNiTioN.  Soit  une  fonction  quelconque  y^f(x).  Si 
l'on  désigne  par  x  une  quelconque  des  valeurs  attribuées  à  x,  et 
par  (x  +  h)  la  valeur  suivante,  l'expression 

iV  =  4(Fa:)  =  F{x  +  h)—  ¥(x) 

se  nomme  la  différence  premiire  de  F(x).  I)e  même,  si  l'on  change 
X  en  {x-{-h)  dans  AF(x),  la  différence 

yy  =  A'F(a;)  =  4F(a;  +  h)  —  AFCi) 

se  nomme  la  diffèrtnet  ucondt  de  F(x).  Et  ainsi  de  suite. 

Exemple.  Soit  :  y  —  d". 


1 

\ 

1 

r- 

1 

p 

^ 

m 

1 
1 
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uvio:  lY. 

! 

On  a: 

Ay  =  a***  —  a*  =s  o-Ca*  •- 1), 

c*est-à-dire  qoe  la  diffëreace  première  s'obtient  en  multipliant 
la  fonction  par  la  constante  a*.  On  a,  par  suite  : 

j  Y.  Usage  des  différences  pour  la  construction  des  tables  numérique. 

• 

249.  Tables  numériques.  La  considération  des  différences 
est  fort  utile  dans  la  constmction  des  tables  de  toute  espèce.  Il 
arrife,  en  efEiet,  pnesqw  toojoiirs  fue,  dans  une  série  de  boah 
bres  résultant  d'une  loi  régulière,  et  suffisamment  rapproebés 
les  uns  des  autres,  les  ^Ufférences  tendent  de  plus  en  plus  rers 
régalité,  à  aokesore  que  leur  ordre  s'élève.  En  négligeant  des 
quantités  fort  petites,  on  fo«rra,  à  partir  d'un  certain  ordre, 
leur  supposer,  dans  un  certain  intervalle,  une  valeur  invariable, 
et  construire  la  table  comme  s'il  s'agissait  des  valeurs  d*un  polf- 
nome. 

Ne  pouvant  donner  ici  la  raison  de  ce  fait  générai,  nous  nous 
bornerons  à  le  développer  sur  deux  exemples. 

248.  Exemple  I.  Si  l'on  pose  : 

yssiogff, 

on  aura  : 

Ay=log(a?  +  /i)-log(x;  =  Iog(l+^), 

Puis:         A*y  =  log(a?-f2A)  — 2log(;c  +  A)4.1oga: 

=  log  (a?+  2A)  —  loga?— 2  {log  (a?  +  /i)— logx) 

ou  A-»  — loge(|-^'+...). 


J 
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Puis: 

A»y = log  (ar  +  3/i)  —  3log  fa? + 2^) + 3log  (a? -(- &)  —  log  0? 

=iog(.+f)_a„(i+^)+sjog(.+î) 

OU    A'y = log  e  f — j-  —  elc.  )  • 

Si  l'on  suppose,  par  exemple,  x  =  lOOOO  et  h  =  I,  il  viendra  : 

Ay  =  0,000043427276863, 

A«y = 0,000000004342076, 

A»y = 0,O0OO00OO0O0Oe  68  ; 

et,  si  Ton  ne  voulait  avoir  les  résultats  qu'avec  dix  ehînres  dé- 
cimaux, on  pourrait  négliger  longtemps  les  différences  du 
quatrième  ordre,  et  procéder  comme  si  la  différence  troisième 
était  constante.  On  formera  donc  succesdvement  les  colonnes 
des  différences  troisièmes^  secondes,  premières,  comme  au 
n*  S59;  d*où  Ton  déduira  les  logarithmes  des  nombres 
10001,  10002,  10003,  en  partant  de  celui  de  100000,  qui  est 
4,000000000000000.  11  fondra  vérifier  les  résultats,  au  moyen 
de  logarithmes  obtenus  directement  à  des  intervalles  éloignés. 
La  méthode  des  différences  devra  les  donner  exacts,  avec  le 
nombre  des  chiffres  que  l'on  veut  conserver.  Lorsque  le  dernier 
de  ces  diiffines  cessera  d^ètre  exact,  on  calculera  de  nouveau,  à 
priori^  au  moyen  des  formules  (943),  les  différences  Ay,  AV> 
A*y;  et  Ton  se  servira  de  ces  nouvelles  valeurs  comme  des  pré- 
cédentes. 

244.  ExEUPLB  n.  Soit  proposé  de  calculer,  A  7  décimales 
exactes ,  une  table  de  logarithmes  des  sinus  de  10  en  10  .se- 
condes, depuis  72*j*usqu'à  72^  l'30^ 

Nous  savons  que 

sin  72» =4  VlO-hV5=0,9M05«5, 
COS  72«  =  J(v^5— 0  =  0,3090170; 


donc,  en  prenant  les  logarithmes  de  ces  deux  valeurs,  et  ajou- 
tant, comme  on  le  fait  toujours,  dix  unités  à  chacun  d'eux  ; 

log  sin  72"  =  9,9782063255, 
logCOS7a*  =  9,4899624. 
Heprenons  les  formules  précédentes  : 
j/  =  Iogir, 
Ay  =  loge(|-^+....), 

d»I/  =  loge  (-,  —  ....). 
Nous  cherchons  ici  log  sin  f ,  7  étant  égal  à  7S*,  donc  : 


Déterminons  maintenant  l'accroissement  A  du  sinus,  correspon- 
dant &  un  accroissement  de  l'angle  de  Vf. 

Ou  a  :  ft  =  sin(9  +  I0^  — sinç; 

sin  (f  + 1(0  =sin9.  coslO*  +  cosf.sin  10'. 

'"'°'  =  îîôlllfx-6Ô  =  '''™™'  SW1368l....<i|, 
nme  sin  at>ic —  ^» 

s  de  lO'nediffèrede  son  arc,que  d'une  quantité  moindre 
vTÔ')  '  °^  ^^  moins  de  ^.  De  plus ,  cos  a;  >  1  —  g  î 
e  cosinus  de  10'  ne  diffère  de  l'unité,  que  de  moins 
ou  que  d'une  unité  du  nfruvième  ordre.  On  peut 


(w)' 


Jans  la  valeur  de  sin  (?  +  10'),  remplacer  cos  IC  par  1, 
to*  par  arc  10",  et  écrire  : 

sin  (ç  +  10";  =  sin  f  +  cos  ?  X  arc  iC; 

ivec  une  approximation  dcrra  : 

A  =  cosf  xarclO'. 


DES  DIFFËRENGES.  233 

L*angle  f  est  égal  à  72^;  donc,  en  négligeant  h*,  on  a  : 

.        ,       cos72*xnrcl0'' 

Ay = log  e r— — î . 

^        °  sin  72* 

Or  :  log  (log  e) = T,637  7843 

log  COS  72*=T,489  9824 

log  10*  =  5, 685  5749 
C*  log  sîn72^  =  0.021  7937 

donc  log  Ay  =  6,835  1353 

et  Ày  =  0,000  0068412. 

Gomme  nous  calculons  les  valeurs  de  log  sin  ^ ,  à  7  décimales 

h*    h* 
exactes,  les  valeurs  de  ^9  ^  ^ty  P^i*  suite,  de  A*y,  n'influent 

plus  sur  le  résultat  que  nous  cherchons  ;  et  la  fonction  trans- 
cendante log  sin  f ,  dans  les  limites  indiquées ,  peut  être  con- 
sidérée comme  une  fonction  algébrique  du  premier  degré, 

68 

fonction  qui  augmente  de  t^  environ  pour  chaque  10''  d'aug- 
mentation de  Tangle  f .         *^ 

Pour  être  assuré  de  l'exactitude  du  dernier  résultat,  il  faudra 
calculer  à  8  décimales  et  former  une  progression  arithmétique, 
dont  le  premier  terme  est  : 

log  sin  72*  =  1,978  20632..., 

et  dont  la  différence  est  684.  Eh  nous  bornant  aux  quatre  der- 
niers chiffres  des  logarithmes,  la  progression  sera  : 

0632,   1316,  2000,  2684,  3368,  4052,  4736,  5420,  6104,  6788. 

Supprimant  le  dernier  chiffre,  et  ajoutant  une  unité  du  sep- 
tième ordre,  lorsqu'il  est  plus  grand  que  5,  nous  aurons  : 

log  Siû  72*0'  0"=  r,978  2063 
log  sin  72*0'10"  =  î,978  2132 
logSÎn72«0'20*  =  T,978  2200 
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log  sin  72«0'30^  =  ï,978  «68 

log  Sia  72»i)'4tf'=  ï,978  2337 

log  Sin  72»0'50*  =  î,978  2405 

log  Sln724'  0»=U97B  2fc74 

log  sin  72n'10'=î,978  2542 

log  sm72[*r20*'  =  1,978  2610 

logfiin  72n'30''=T,978  2679 

Ce  qui  s'accorde  parfaitemeot  a^ec  les  valeors  fouîmes  par  les 
tables  de  Gallet. 
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299.  DéfisitioD  des  difTéreDees.  -*  280.  Défoition  des  diflérami  te- 
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exprime  la  différence  d'un  ordre  quelconque.  —  23IL  Fonnole  in- 
Yorse,  qui  exprime  un  terme  quelconque  d*une  stxite,  au  moyen  do 
premier  et  de  ses  différences  successives.  —  236.  La  différence  m^ 
d*un  polynôme  de  degré  tu,  est  constante  —  237.  Les  âflféieDces 
premières  contiennent»  en  facteur,  l'accroissement  A  de  la  fariable; 
les  différences  secondes  contiennent  h*  ;  les  différences  troisièmes 
fc*,  etc.  Expression  de  la  différence  m"*«.  ^  238.  Application  au  po- 
lynome  du  troisième  degré.  ^  5^9.  Exemple.  -^  240.  Pour  calculer 
les  yaleurs  d'un  polynôme  du  m*^  degré,  qui  correspondent  \  des 
yaleurs  entières  de  la  variable,  il  suffit  de  connaître  celles  qui  cor- 
respondent à  m  nombres  entiers  consécutifs.  —  241.  Diffénencesdes 
fonctions.  —  242.  Des  tables  numériques.  —  243, 244.  Applicatioos 
à  la  construction  des  tables. 

EXERCICES. 

I.  Trouver,  à  l'aide  des  différcDces ,  la  somme  des  carrés,  la  somme  des  cu- 
bes, etc. ,  des  p  premiers  nombres  entiers. 

On  applique  la  formule  du  n*  tSft,  en  posant  ii^=l*+ 2" +  3" +  ....+!'* 
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II.  Calculer  les  valeurs  que  prend,  pour  des  valeurs  entières  de  la  variable, 
le  polynôme 

ni.  Prouver  que,  si  9(«}  désigne  une  fonction  quelconque  d'une  variable 
et  que  Ton  considère  la  suite 

les  ftacuons  — jj— ,        ^     9        ^    «-■m 

ont  respectivement  pour  limites  les  dérivées  du  premier,  second,  troisième  or- 
dre de  ç(â^  En  conclure  que,  si  li  est  petit,  les  difSërences  sont,  en  général, 
d*autaut  plus  petites  qve  levr  ordre  est  plus  ^levé. 


CHAPITRE  IL 

DE   L'INTERPOLATION. 

S  I.  Ëooncé  de  la  question. 

248.  DÉFINITION.  L'interpolation  consiste  à  insérer,  entre  les 
termes  d'une  suite,  de  nouveaux  termes  assujettis  à  la  même  loi. 
Ce  problème  est  quelquefois  très-facile,  lorsque  la  loi  des  termes 
de  la  suite  est  connue.  C'est  ainsi  que,  entre  deux  termes  d*ane 
progression,  on  peut  insérer  par  un  procédé  fort  simple  i  un 
nombre  donné  de  moyens.  Si  l'on  considère ,  au  contraire,  des 
nombres  quelconques  dont  la  loi  soit  inconnue,  le  problème  de 
l'interpolation  devient  complètement  indéterminé  ;  et  pour  le 
résoudre,  il  faut  imposer  aux  termes  inconnus  une  condition  qui 
fasse  disparaître  l'indétermination.  Cette  condition  est,  le  plus 
souvent,  que  les  différences  d'un  certain  ordre  seront  égales  à  zirOt 
On  en  a  vu  un  exemple,  dans  la  détermination  des  logarithmes 
des  nombres  non  compris  dans  la  tablé  ;  admettre ,  en  effet , 
comme  on  le  fait,  que  l'accroissement  des  logarithmes  est  pro- 
portionnel à  celui  des  nombres ,  c'est  admettre  que,  pour  des 
accroissements  égaux  des  nombres,  les  accroissements  des  lo- 
garithmes sont  aussi  égaux;  ou,  en  d*autres  termes,  que  la  dif- 
férence première  des  logarithmes  est  constante,  et  que^  par 
suite,  la  différence  seconde  est  nulle.  Dans  le  cas  des  logarithmes, 
les  tables  pormettent,  d'ailleurs,  de  vérifier  qu'il  en  est  à  peu 
près  ainsi  pour  des  accroissements  du  nombre  égaux  &  Tanité  ; 
et  l'on  conçoit  qu'il  doil,  à  fortiori ,  en  être  de  même  pour  des 
accroissements  plus  petits  :  nous  avons  d'ailleurs  montré  (945), 
que  les  différences  secondes  des  logarithmes  diminuent  rapide- 
ment. Cette  loi  s'applique ,  du  reste ,  à  toutes  les  fonctions  ; 
lorsque  la  variable  croit  par  degrés  égaux  de  plus  en  plus  petits, 
les  différences  de  la  fonction  diminuent  d'autant  plus  rapide- 
ment que  leur  ordre  est  plus  élevé.  Lors  donc  que,  dans  la  con- 
struction d'une  table,  on  apercevra  que  les  différences  d'an 
certain  ordT*e  deviennent  sensiblement  nulles,  on  pourra  ad- 
mettre qu'il  en  serait  à  fortiori  de  même  pour  des  accroisse- 
ments plus  petits . 
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Et  alors  le  problème  de  rinlerpolation  peut  s  éfibncer  ainsi  : 
Connaissant  les  valeurs  u,,  Ui,  u,,....  u„  d'une  fonction,  qui  cor- 
respondent à  des  valeurs  Xo,  Xo  +  h,  Xo+2h...Xo  +  nh,  de  la 
variable;  en  admettant  quCj  pour  des  accroissements  égaux  quel- 
conques de  X,  les  différences  (n  +  l)"*"  de  la  fonction  soient  égales  à 
zéro^  trouver  les  valeurs  de  cette  fonction  qui  correspondent  à  une 
valeur  donnée  de  x  comprise  entre  Xo  et  Xo +nb. 

g  II.  Formules  d'interpolation. 

246.  Formule  de  newton.  Reprenons  la  formule 

rn    ..           I     A      I  ^(^ — Oaï      I  nfn— l)(n — 2)., 
[I]    t^=Uo  +  ^^AtA>4-    \g    'A'u,  +  -^ — ÏTJ^ -^A'ti, 

nfn— l)....(n~9i  +  l) 

qui  a  été  démontré  (255). 

Supposons  que  la  dernière  valeur  de  x  y  pour  laquelle  u  est 
connu,  soit  représentée  par  x^^  de  telle  sorte  que  Ton  ait  : 

et,  par  suite ,  n  =* — ^— ^  ; 

la  formule  [l]  devient  : 

[2]     u,=M,  +  -i^A«,  + i-f^ i-A'a?, 

/av— ««\  (Xt--x,       \      {Xj — ic,     ^  ,  ,\ 

,  i~ir-J(,~ft — V--l~ft — "+7 

+••••+ 1.2.3....n ^''"- 

Si,  dans  le  second  membre  de  cette  formule,  on  remplace  x^ 
par  la  lettre  indéterminée  x^  on  formera  une  fonction  f  {x\ 


X  ^—3/1 


(t^)  (^-') 


[3]        ç(a;j  =  «.  +  — ^Au»+-i '-f^ ^  A«u,, 


l 
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qai,  évidemment  prend  la  valeor  u»  pour  x  =  Xt,  c*est-à-4iR 

pour«=:a?o+w*« 
Je  dis,  de  plus,  que  si  l'on  y  donne  à  rr  les  valeurs,  x^jX^+h^ 

^,  +  2A,...  a?o  +  («—  1)^1  ?  (^)  deviendra  saccessrrement  u„  1%, 
u^,.,.  Un^i  ;  et,  comme  d'ailleurs  cette  fonction  est  un  polynôme 
du  degré  n,-  dont  la  diflérence  n"*  est  constante  (9SS),  eth  rem- 
plil  toutes  les  conditions  imposées  par  l'énoncé,  et  elle  est,  par 
suite,  la  solution  du  problème  proposé. 
Faisons,  en  effet,  dans  la  fonction  f  (nr), 

cette  valeur  pouvant  représenter  toutes  les  autres,  si  le  nombre 
arbitraire  p  devient  successivement  0^  l,...n. 
On  aura  : 

[4]       ç(a?+pfc)  =  Uo+pAUo+£^^^^A'u,  +  .... 

,  p(p— l)-..(p— p  +  1)^^.  . 

+ ïjz:^ ^^' 

et  les  termes  suivant  disparaissent  ;  car  — r-^  devient  égal  à 

p,  et  par  suite,  chacun  des  termes,  à  partir  du  (p  -{- 1)**)  <^^^' 
tient  (p  — p)  parmi  les  facteurs  de  son  numérateur.  Or,  le  se- 
cond membre  de  la  formule  [4]  est  (S3S)  l'expression  de  v/,  et, 
par  suite ,  la  fonction  (p  (x)  devient,  comme  nous  Tavions  an- 
noncé, égale  à  u,,  quand  on  fait  a?=:Xo-|-P^>  et  elle  remplit 
les  conditions  de  l'énoncé. 

247.  Remarq^je  I.  En  écrivant,  comme  nous  l'avons  fût,  la 
formule  : 

!^=u+»îAUoH — \  -    ^AHie  +  ..,.-^ /q'         ^  ^A'^tf 

il  faut  avoir  bien  soiu  de  ne  pas  supprimer  les  facteurs  com- 
muns aux  deux  termes  des  derniers  coefficients.  Ainsi ,  par 
exemple,  le  coefficient  de  ^'%  est  l'unité  ;  mais  on  doit  l'écrire: 

n(n^  l)....(n— n+1), 
1.2....n  * 
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3/  """■  »Uù 


ce  qui  fournit,  par  la  substitution  de  — r^  à  n,  dans  le  numé- 
rateur» un  polynôme  bien  différept  de  Punilê. 


Sk48.  Remarque  II.  La  fonction  f  {x\  que  nous  avons  trouvée 
(246),  est  le  seul  polynôme  en  x^  qui  puisse  résoudre  le  pro- 
blème tel  qu'il  a  été  posé.  En  efTet^la  différence  (n-|-  0"*  devant 
être  nulle  d*aprës  l'une  des  conditions,  le  polynôme  ne  peu! 
avoir  de  termes  de  degré  plus  élevé  que  le  n"*.  Or,  un  tel  poly- 
nôme étant  désigné  par  ^  (x),  et  devant  prendre  les  mêmes  va- 
leurs que<p(a;},  savoir  Uo,  Ui,  t/s,...u»,  pour  a?=a:|,  Xt,  x%j,..x^, 
'û  faut  que  la  différence  f^x)—^  (x)  s'annule  (n  -j- 1)  fois ,  ou 
en  d'autres  termes,  que  l'équation 

?(«)  —  + (^)=0, 

admette  au  moins  (n-j- 1)  racines,  x^^  Xtj  x% ...  Xnl  ce  qui  exige, 
puisqu'elle  est  du  degré  n,  que  son  premier  membre  soit  iden- 
tiquement nul,  et  que,  par  suite,  les  fonctions  ^  et  «1^  soient  iden- 
tiques. 

248.  ExEBfPLE.  Nous  donnerons  une  application  de  la  méthode 
précédente.  Supposons  que  l'on  veuille  obtenir  le  logarithme 
de  3,U15926536,  par  le  moyen  d'une  table  de  logarithmes 
à  dix  décimales.  On  regardera  les  logarithmes  contenus 
dans  cette  table,  comme  les  valeurs  données  de  la  fonction  u,  les 
nombres  comme  celles  de  x,  et  l'on  formera  le  tableau  suivant: 


3,14 
3,15 
3,16 
3,17 
3,18 


0,4969296481 
0,4983105538 
0,4996870836 
0,5010592622 
0,5024277200 


Au 


A>u 


0,0013809057 
0,0013765288 
0,0013721796 
0,0013678578 


—0,0000043769 
-0,0000043492 
-0,0000043218 


àht 


0,000000077 
0,000000074 


AHi 


-0,0000000003 


La  diBërence  quatrième  étant  extrêmement  petite,  on  peut 
considérer  la  différence  cinquième  comme  nulle. 


-    -i^r- 
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Pour  appliquer  la  formule 


/£--£j\  /X  —  X.       ^\ 

[3]  tt.=t/,  H — j^  ^u'^^] YJ ^^ 

(X  —  XA  fX  —  Xo  \  /£— £,  \ 

.  (^)(^--')(^-^)f-i^-').... 

+ YJJZ ^^'^ 

nous  devons  faire  : 

u.=      0,4969296481, 

Avo=       0,0013809057, 

AH*,  =  —  0,0000043769,      • 

A'w,  =      0,0000000277, 

A*u,  =  —  0,0000000003; 

et  comme  A  =  o,oij 

0?,  =  3,14,  a?  — ar,  =  0,0015926536, 


on  obtiendra  : 


X  — 3?o  _^  - 


î-j-^  =  0,15926536,     —11- =  —  0,42036732f 

5^-- =  —  0,61357821,     —!^ =  —  0,71018366. 

Avec  ces  valeurs,  il  sera  facile  de  mettre  en  nombres  la  for* 
mule  [3],  qui  donnera  : 

u,  =  log  3,1415926536  =  0,4971498727. 

2K0.  Formule  de  Lagrange.  Il  existe  une  autre  formule,  qui 
fait  connaître  approximativement  les  valeurs  d'une  fonction  tft 
lorsqu'on  connaît  les  valeurs  W|,  tii,  ti, , . . .  u,,,  qu'elle  prend  pour 
des  valeurs  x^,  Xt,  ^rt,...  rr«,   de  la  variable.  Nous  supposons 
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comme  précédemment,  que  u  soit  une  fonction  rationnelle  de 
X,  du  degré  n.  Soit  donc  : 

u,  =  «  +  p»+ yx" +•  •  •  + 1*3^; 
on  aura:  Vo  =  «+^o+Y^a*+---  +  [*^*f 


et  Ton  pourrait  déterminer  «,  p,  y*  •  •  •  l^t  en  résolvant  ces  équa- 
tions, qui  sont  du  premier  degré  ;  mais  on  se  dispense  de  cette 
résolution,  en  posant  : 

Uto  =  X,ti, + Xii/i + X|Ui + . . .  +  Xi^tita. 

Xfy  X|,  Xs, . . .  Xn,  sont  des  fonctions  de  x,  assujetties  aux  con- 
ditions suivantes  : 

Pour  â;=a?(  ;  Xi,  Xt, ...  X»,  doivent  s*annuler  et  X|  devenir 
égal  à  l'unité; 

Pour  x  =  Xi:  X^,  Xj, . . .  X.,  doivent  s'annuler,  et  Xi  devenir 
égalàTunité; 

Pour  x=â;a:  X«,  Xi,  Xt,...  X»,  doivent  s'annuler,  et  Xi  de- 
venir égal  à  l'unité* 

Pour  x  =  Xn\  Xo,  Xi, . . .  X,-i,  doivent  s'annuler  et  X,  deve- 
nir égal  à  l'unité. 

U  est  évident,  en  effet,  que,  d'après  ces  conditions,  li»  devien- 
dra égal  à  u»,  tii, . . .  u«  pour  les  valeurs  X|,  rti.  • .  or»  de  x. 

Or,  TU  s'annulant  pour  les  valeurs  Xi,  x^^.*.  de  x,  on  peut 
poser: 

Alo.  sp.  B.  ^^ 


jâ 
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^  oMune,  pour  x^=œ^y  on  doit  avoir  Xo  =  l,  on  posera 


en  sorte  que 


y  (x  —  Xj)  (x — ar^) . . .  (a?  ~  Xn) 

•  ""  (xo  —  Xi)  {xo  —  a?i) . . .  (xo—xS 


On  trouvera  de  même  : 

y_  (a;— a?o)(a?  — grQ...  (a;«-a?0 
'^  ""  (a:i— fl:«)  (a?i  —  a^i) . . .  (a?i  —  a?»)' 

V  ^  (a?  — a?o)(a?— g:,)  (a;— ar»)...(a?— g») 

et  aiusi  de  suite  :  la  formule  cherchée  est  donc  : 

_       (a;~a?,)(a;— a'i)...(a?— a?n)     .        (a;— a?^)Ca?— a:a)...(a?-T,) 
^''"'^  ^a?,— a?,)(a?,— a^)...(a?,— a?n)  "^     (a^i— a;o)(X4— a:ij...(a?i-nr.) 

I       4.-.    (ag — gp)  (a;  —  arQ . . .  (x — a?„,i) 
(a?„ — ^a?o)(a'f,    Xi)»  •  .(a?» — x^^^ 


%  m.  Application  de  la  méthode  dUnterpolaiion  à  la  représentation  eucté 
d'nne  fonction  entière  f(x)j  du  degré  m,  dont  on  connaît  les  yalenrs  u^, 
«1,  U19...  Um>  correspondantes  aux  valeurs  de  org,  œo-h^i— a^^^^^^ 
la  variable. 

Sttl.  R£PRisEzn*ATiON  o'iTNB  FONCTION  ENTiiiUB.  La  formole 
d*interpoIation  [3],  démontrée  (246),  a  pour  bat  de  former  une 
fonction  entière,  de  degré  m,  qui,  pour  les  valeurs  x^^x^+h, 
..•os^^mkdeXf  prenne  les  valeurs  t^,  Ui, . .  •  tii».  Or,  deux  fonc- 
tions entières,  de  degré  m,  ne  peuvent  être  égales  pour  (m+l) 
valeurs  de  la  variable,  sans  être  complètement  identiqnes;  car, 
sans  cela,  en  les  égalant,  on  formerait  une  équation,  de  degré  m, 
admettant  (in+  0  racines.  La  fonctkm  /'(x),  indiquée  dans 
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renoncé,  est -.donc  identique  à  la  formule  fournie  par  h  mé- 
thode dlnterpolatioD  ;  et  Ton  a  : 


A'wo+..* 


[A]      f{x)=.u.+  ^^^^u,+      ^      \J L 

*  1.2*..m  ° 

fiS9.  LnoTES  DES  RAariES  d'une  équation  f{x)  =  0.  On  con- 
clut de  cette  formule  que,  si  les  quantités  u^,  àu^^ . . .  A*"!/^, 

sont  pofiiiiies,  en  donnant  à  x  une  valeur  tdle  que      ,    ^  y 

/aj— £,_  j\    ^^  P~^*— m+l)  soient  des  quanlilés  poôtiFes» 

c'est-à-dire  en  faisant  x  plus  grand  que  a?t+(m —  1)^,  f{x)  sera 
positif.  On  peut  même  ajouter  qu'à  partir  de  la  valeur  x-=Xo 
-{-(m  —  l)h,  tous  les  termes  qui  composent  le  second  membre 
de  la  formule  [A]  augmentent  avec  x^  et  que,  par  suite,  il  en  est 
de  même  de  flx).  Il  résulte  évidemment  de  là  que  a?o  +  C^—  1}^ 
est  une  limite  supérieure  des  racines  positives  de  l'équation 
f{x)  =  0'y  et  les  solutions  de  l'équation  doivent  être  cherchées 
parmi  les  nombres  inférieurs  à  cette  limite. 

De  même,  si  l'on  donne  à  x  une  valeur  x^  telle  que  les  quan- 
tités lioi  Au«,  AHi^,  • .  •  A*'Uç  soient  alternativement  positives  et  né- 
gatives, 0?!  est  une  limite  inférieure  des  racines  :  car,  pour  toute 
valeur  de  x  inférieure  à  a?,,  chacun  des  termes  de  f(x)  devenant 
positif,  f{x)  ne  peut  plus  devenir  nulle. 


RÉSUMÉ. 

MK.  But  de  l'interpolation  :  Condition  arbitraire  que  Ton  s'impose.  — 
248.  rormole  d'interpolation  de  Newton,  applicable  à  une  fonction 
dont  on  connaît  les  valeurs  pour  des  valeurs  équidistantes  de  la  va- 
riable. "—  247.  Remarque.  —  248.  La  fonction  trouvée  est  le  seul 
polynôme,  entier  en  cd,  qui  puisse  satisfaire  aux  conditions  deman- 
dées. —  249.  Application  à  un  exemple.  ~  280.  Formule  d'interpo- 
lation de  Lagrange.— 21^1.  Application  de  la  méthode  d'interpolation 
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à  la  représentation  exacte  d^one  fonction  entière,  de  degré  m,  dont 
on  connaît  les  valeurs  correspondant  à  (m+l)  valeurs  équidistantes 
de  la  variable.  —  2S2.  Limites  des  racines  d'une  équation  f(w)  =.  0. 


EXERCICES. 

L  On  a  observé  une  planète,  et  les  ascensions  droites  ont  été  trooTées. 
Le  12  janvier  12^  30*  0»  3'  25^,21, 

« 

19  janvier  9^   0'  G»  1'  28',04/ 

20  janvier  9*  17'  0^  2*  26^67, 
l  :                                                    24  janvier               8^    1'          -<>•  C  58',3. 

Trottveri  par  interpolation,  Tascension  droite  du  22  janvier  à  midi. 

n.  Les  données  restant  les  mêmes,  trouver  le  jour  et  l'heure  pour  lesquds 
l'ascension  droite  a  été  nulle. 


CHAPITRE  III. 

AESOLUnOlV  DES  ÉQUATIONS  NUIIERIQUES. 


S  !•  Séparation  des  racinea. 

2tf3.  Opérations  préliminaires.  Pour  résoudre  une  équation 
numérique,  il  convient  d'appliquer  d'abord  la  méthode  des 
racines  commensurableSi  et  de  supprimer  les  facteurs  qui  cor- 
respondent à  ces  racines.  On  doit  ensuite  appliquer  à  l'équation 
la  méthode  exposée  au  livre  III^  chapitre  m,  pour  la  décom- 
poser, s'il  y  a  lieu,  en  plusieurs  autres  qui  n'aient  plus  que  des 
racines  simples.  La  première  de  ces  opérations  n'a  d'autre  but 
que  de  rendre  les  calculs  plus  simples.  La  seconde  est  indispen- 
sable; elle  nous  permettra  d'affirmer,  dans  ce  qui  va  suivre, 
que,  s'il  existe  une  racine  a,  deux  nombres  (a— A),  (a  +  A^quî 
la  comprennent,  étant  substitués  dans  l'équation,  doivent  donner 
des  résultats  de  signes  contraires,  quand  h  et  h'  sont  suffisam- 
ment petits.  Il  sufQt  évidemment  pour  cela  qu'il  n'y  ait  aucune 
racine,  autre  que  a,  comprise  entre  (a — h)  et  (a-f-A'). 

Enfin,  avant  de  commencer  l'application  de  la  méthode  de 
recherche  que  nous  allons  exposer,  il  sera  bon  de  fixer,  par 
l'application  des  règles  démontrées  (208  et  suiv.),  une  limite  su- 
périeure des  racines  positives  et  une  limite  inférieure  des  racines 
négatives  que  peut  avoir  Téquation  proposée. 

284.   SUBSTITOTION  DE  NOMBRES  ENTIERS  CONSftCUTIFS.   AprèS 

avoir  exécuté  les  opérations  préliminaires  dont  nous  venons  de 
parler,  et  dont,  je  le  répète,  celle  qui  est  relative  aux  racines 
égales  est  seule  indispensable,  on  substituera,  dans  le  premier 
membre  de  l'équation  proposée,  les  nombres  entiers  consécutiCs: 
— ...,  —  4,  — 3,— 2,  —  1,  0,+  1,  + 2, +  3, 4-4..., compris 
entre  les  limites  des  racines.  Cette  substitution  se  fera,  comme 
il  a  été  expliqué  (230),  par  la  méthode  des  différences:  c'est- 
à-dire  que  l'on  calculera  directement  un  nombre  de  valeurs 
consécutives  égales  au  degré  m  de  l'équation,  et  l'on  en  déduira 
leurs  différences  jusqu'à  celle  de  l'ordre  (m  —  1).  Puis,  en  se 
fondant  sur  ce  que  la  différence  de  l'ordre  m  est  constante  on 
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pourra  calculer,  par  de  simples  additions  ou  soustractions,  les 
valeurs  des  différences  successives,  et  par  suite  celles  du  pre- 
mier membre,  correspondantes  aux  autres  valeurs  de  la  va- 
riable. Il  résulte  de  la  loi  même  qui  préside  à.  la  formation  de 
ce  tableau,  qu'en  faisant  croître  a?,  on  arrivera  à  rendre  la  fonc- 
tion et  ses  différences  toutes  positives;  et  qu*en  donnant  à  x  des 
valeurs  décroissantes,  on  finira  par  rendre  la  fonction  et  toutes 
ses  différences  alternativement  positives  et  négatives.  On  s'arrê- 
tera, dans  les  deux  sens,  lorsque  ces  conditions  se  trouverout 
réalisées;  car  aucune  substitution  ultérieure  dû  nombres  entiers 
ne  pourra,  évidemment,  modifier  les  signes. 

Si  les  résultats  de  la  substitution  dés  nombres  entiers  dans  le 
premier  membre  ne  sont  pas  tous  de  même  signe,  il  arrivera, 
une  ou  plusieurs  fois,  que  deux  résultats  consécutifs  soient  de 
signes  contraires  ;  et  nous  pourrons  affirmer,  qu'entre  Les  nom- 
bres entiers  correspondants  il  existe  une  racine  ou  ua  nombre 
impafar  de  racines. 

Si  le  nombre  des  intervalles,  dans  lesquels  l'existence  des  ra« 
cines  réelles  devient  ainsi  manifeste,  est  précisément  égal  au 
nombre  des  racines  que  le  théorème  de  Descartes  permet  de 
supposer,  Tes  racines  sont  séparées;  c'est-à-dbre  que  l'on  est  assuré 
d'avoir,  pour  chacune  d'elles,  deux  nombres  qui  la  comprennent 
et  qui  n'en  comprennent  pas  d'autres. 

Hais  il  s'arrive,  au  contraire,  que  le  nombre  de  ces  intervalles 
6oit  moindre  que  le  nombre  des  racines  possibles  ;  et,  en  par- 
ticulier, si  les  nombres  entiers,  substitués  dans  le  premier  mem- 
bre, donnent  tous  des  résultats  de  mêmes  signes,  on  doit  rester 
dans  le  doute,  et  recourir  à  de  nouvelles  substitulions»  Mais  œs 
substitutions  ne  doivent  être  faites  que  dans  des  intervalles 
•ehoisis,  où  elles  présentent  qudque  chance  de  succès.  Voici 
.conunent  on  déterminera  ces  intervalles. 

2S&.  Choix  des  intervalles  dabs  lesquels  on  noir  faire  de 
tfouvELLEs  SUBSTITUTIONS.  A.près  avoîr  obtenu  les  résultats  de  la 
substitution  des  nombres  entiers  dans  le  premier  membre  de 
l'équation  proposée,  on  portera  sur  une  Ugne  droite,  à  partir 
d'une  origine  0,  des  longueurs  proportioimeUes  aux  valairs  l, 
2,  3,...,  attribuées  à  Tinconmieâ;,  et,  en  sens  opposé,  des  Ion* 
gueurs  destinées  à  représenter  les  valeurs  négativea  —  l,  —  â,. 
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—  8,...;  puis»  par  rextrémité  de  chacune  de  ces  longneors,  on 
élèvera  (sans  y  apporter  aucune  précision)  une  perpendiculaire 
représentant  la  valeur  correspondante  du  premier  membre  de 
réquation  proposée,  cette  perpendiculaire  étant  portée  dans  un 
sens  oi>  dans  rautre,  suivant  que  la  valeur  est  positive  ou  né- 
gative. Il  est  évident  que,  si  Ton  procédait  de  la  même  manière, 
non  plus  seulement  pour  les  valeurs  entières,  mais  pour  toutes 
les  valeurs  possibles  de  œ^.  le  lieu  des  extrémités  des  perpendi* 
culaires  serait  une  courbe  ;  et  les  intersections  de  cette  courbe 
avec  la  droite,  sur  laquelle  on  porte  les  x^  ferait  connaître  les 
racines  ;  car  elks  correspondraient  &  la  valeur  de  x  pour  laquelle, 
le  premier  membre  de  Téquation  s'annulant,  il  faut  porter  une 
perpendiculaire  nulle  au-dessus  de  l'axe.  Les  valeurs  particu* 
Ûères  du  premier  membre,  que  nous  avons  obtenues,  font  cod>* 
naître  des  points  de  cette  courbe,  et  permettent  de  se  faire  à  peu 
près  une  idée  de  sa  forme,  et  d'ea  conclure,  par  conséquent, 
les  intervalles  dans  lesquels  Fexistence  des  racines  est  prt^ 
babky  et  où  il  convient  de  les  chercher  par  des  substitutions 
nouvelles» 

Si,  par  exemple,  en  substituant  kn;  les  valeurs  0,  1,  2,  3,  4, 
5, 6,  on  trouve  pour  le  premier  membre  d'une-  équation,  les  va* 
leurs 

*   1,50,  I  0,86,  I  0.08,  }  0,15,  |  1,25,  |  3,  |  4, 

les  points  correspondants,  qu'il  faudra  construire,  sont  placés  è 
peu  près  comme  il  suit  : 

I 
f 


01     sa* 


co 


Et  l'os  conçoit  que,  si  la  courbe  qui  les  rémiH  coupe  Taxe 
des  d?,  ce  doit  être  entre  les  points  2  et  3.  Cependant  nous  n$ 
sommes  msléement  m  iroU  d'affirmer  que,  dans  les  autres  inter- 
valles, il  n'y  ail  pas  de  racines  ;  il  pourrait  môme,  à  la  rigueur, 
en  exister  entre  5  et  6  (intervalle  où  l'inspection  des  résuttate 
précédeiUs  n'en  ferait  certainement  pas  présumer).  D  suffirai! 


1 


248  LIVRE  IV. 

que  la  coarbe  inconnue,  qui  réunit  nos  différents  points,  fût 
suffisamment  contournée. 

956.  Théorèms.  Il  existe  cependant  un  ttiéorème,  qui  assigne 
une  limite  aux  irrégularités  que  peuvent  présenter  les  courbes 
analogues  à  celles  dont  il  vient  d'être  question. 

« 

Si  r équation  proposée  est  de  degré  m,  une  parallèle  à  la  ligne^sur 
laquelle  onporte  Us  vcUeurs  dex^ne  peut^  dans  aucun  cas^  rencontrer 
la  courbe  en  plus  de  m  points. 

Soit,  en  effet,  d  la  distance  de  cette  parallèle  à  la  ligne  des  x; 
elle  rencontrera  la*  courbe  précisément  aux  points  qui  corres- 
pondent aux  valeurs  de  x^  pour  lesquelles  le  premier  membre 
est  égal  à  d.  Or,  en  égalant  le  premier  membre  à  un  nombre 
donné,  on  obtient  une  équation  de  degré  m,  qui  ne  peut  avoir 
plus  de  m  racines.  J'ajoute  que  souvent  l'application  du  tbéo* 
rème  de  Descartes  à  cette  équation  donnera  une  limite  plus 
petite  encore. 

Si  l'on  revient  à  l'exemple  proposé  dans  le  chapitre  précé- 
dent, on  voit  que  l'existence  d'une  racine,  comprise  entre  5  et  6, 
exigerait  que  la  courbe  pût  être  coupée  entre  quatre  points  an 
moins  par  une  parallèle  à  la  ligne  des  x^  et  que,  par  suite,  l'é- 
quation, obtenue  en  égalant  le  premier  membre  à  un  nombre  d, 
pût  avoir  quatre  racines  positives. 

&tt7.   SUBSTmJT.I0N   DE   NOIIBRXS  dQUmiSTANTS  d'UN  DIXIÈME. 

Lorsque  Tinspection  des  résultats  obtenus  aura  indiqué  les  in» 
tervalles,  dans  lesquels  on  présume  l'existence  des  racines,  on 
devra  suîistituer,  dans  ces  intervalles,  des  nombres  équidisUmts 
d'un  dixième;  et  il  arrivera,  le  plus  souvent,  que  ces  sub- 
stitutions montreront  assez  nettement  la  forme  de  la  courbe, 
pour  qu'on  aperçoive  avec  certitude  les  limites  qui  comprennent 
les  racines,  ou  que  l'on  acquière  la  conviction  qu'il  n*en  existe 
pas.  Nous  n'avons  rien  à  ajouter  sur  la  manière  de  tirer  parti 
de  ces  résultats  nouveaux  :  il  faudrait  répéter,  mot  pour  mot, 
ce  que  nous  avons  dit  au  sujet  de  la  substitution  des  nombres 
entiers. 

Pour  calculer  les  résultats  de  la  substitution  des  nombres,  de 
dixièmes  en  dixièmes,  il  faudra  procéder  comme  pour  celle 
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des  nombres  entiers  :  calculer  d'abord  un  nombre  de  résultats 
consécutifs  égal  au  degré  de  Téquation,  former  les  diOérencei 
qui  en  résultent,  et  chercher  ensuite  les  valeurs  suivantes  par 
de  simples  additions. 

S  II.  Êtade  spéciale  da  cas  où  Téquation  est  du  troisième  degré. 

Stf8.  SlBfPLlFICATION  RELATIVE  A  CETTE  ÉQUATION.  Soit  UU  pO- 

lynome  du  troisième  degré 

Supposons  que  Ton  ait  substitué  des  nombres  équidistants 
dont  la  différence  soit  h  ;  on  connaît  la  valeur  de  la  fonction  f{x) 
pour  une  certaine  valeur  a?=a:,  de  la  vatiable,  et  Ton  a  formé, 
de  plus,  A(p(j?|),  à}if{x^\  ^'7(^0)-  Nous  aUons  donner  un  moyen 
simple  de  calculer  les  différences  qui  correspondraient  à  un 
accroissement  dix  fois  moindre,  et  que  nous  représenterons  par 
^(^a)>  ^?(^o),  ^*?(a?J.  On  a  :      . 

Pour  former  A'(p(a;o),  il  faut  prendre  la  différence  du  second 
membre,  c'est-à-dire  son  accroissement  quand  on  y  change  x^ 
en  {x^+h);  on  aura 

or,  9'(^)  est  du  second  degré,  tp'(a;o)  du  premier  et  ^'(â^  est 
constant  ;  on  a  donc  : 

f{x.+h)—ff''{x,):=0; 
donc»  en  substituant,  il  vient  : 
[2]  A  Va?.)  =  hy{x.)+hy{x^. 
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Oa  trouvera  de  même  : 

ou,  d'après  ce  qui  précède, 

[3]  ^Yx.)=hY(x,). 

Ainsi  donc  : 

* 

[2]  AVx.)  =  ftV(x.)+fcV(«.), 

[3]  A»ç(x,)=A'ç'(ar,). 

Si»  dans  ces  formules,  on  remplace  A  par  jg»  on  aura  : 

[6]      a'?(^o)  =  j^  rc^o). 

A  l'inspection  de  ces  formules,  on  voit  que,  connaissant  les  Ta* 
leurs  des  différences  A,  on  formera  immédiatement  ^?(A|),  ^i 
est  la  millième  partie  de  ^Y^o)-  ^'f  (^i)  se  compose  de  deux 
termes  dont  le  second  est  précisément  ^<p(a?,)  que  Ton  vient  de 
former,  et  le  premier  est  la  centième  partie  de  la  différence 
^Y^%) — ^'?(^«)»  c'est-à-dire  de  la  différence  qui  précède  A*f  (i,) 
dans  la  série  des  A^.  Enfin  ^x^)  se  compose  de  trois  tm'mes;  les 
deux  derniers  sont  connus.  L'un  est  la  sixième  partie  de  2^(^i); 

l'autre  est  la  moitié  de—  f{x^)y  c'est-à-dire  d'un  terme  déjà 

calculé  pour  former  5*.  Quant  au  troisième  terme—  f  (X|),  on 
remarquera  qu'il  est  la  dixième  partie  de  h^\x^),  et  que  l'on  a: 

A*  A* 
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Le  second  membre  se  compose  de  trois  termes  comius,  et  on  le 
calculera  facilement. 
En  résumé  : 

^*<p(^e)  est  la  millième  partie  de  A*f  (a?,)  ; 

A'f  (a?«)  est  la  somme  de  S*<p(^o}  et  de  la  centième  partie  du 
terme  qui  précède  A*^(a?o)  dans  la  série  des  A'  ; 

S(p(a?«)  se  compose  de  la  sixième  partie  de  ^^{x^)^  de  la  moitié 
du  terme  calculé  pour  obtenir  5'^ (a?i)  et  de  la  dixième  partie  de 
Vexpression 

A^>(a?,)  —  -  ç"(a?o)  —  g-  f{x.), 
dont  les  trois  termes  simt  connus. 

889.   ÀPPLICAnON  DE  LA.  MÉTHODE  PRÉCÉDENTE.   GoUSidéronS 

réquation 

ir«— 7ir+7==0. 

Si  nous  substituons  à  x  les  valeurs  —  1,  0^  -f"  1»  ^ous  trouvons, 
pomr  le  premier  membre,  les  valeurs  correspondantes  13,  7,  l, 
dont  les  différences  premières' sont  — 6,  —6,  et  la  différence 
seconde  0.  Quant  à  la  différence  troisième,  on  sait  (256)  qu'elle 
est  égale  à  6.  Nous  formerons  donc  le  tableau  suivant  : 


X 

^     ^      1 

Ay 

A»y 

A«i/ 

6 

6 

—l 

13 

—6 

0 

6 

0 

7- 

-6 

6 

1  ' 

I 

6 
6 

noasen  déduirons,  par  des  additions  successives,  la  table  des 
Taleurs  de  A'y,  Ay,  y,  que  j*inscris  dans  un  nouveau  tableau, 
afin  que  Ton  aperçoive  mieux,  dans  le  {ffécédenf,  les  résultats 
qui  seweBl  de  base  à  tous  les  autres* 


X 

" 

Ay 

à}y 

i'y 

—  4 

—29 

30 

—  18 

6 

—  3 

1 

18 

—  12 

6 

—2 

13 

0 

—  6 

6 

—  1 

13 

—6 

0 

6 

0 

7 

-6 

6 

6 

I 

1 

0 

12 

6 

2 
3 

13 

13 
30 

18 

4 

43 

5 

L^ 


A  l'iaspeclion  des  valeurs  de  y,  on  voit  qu'il  existe  une  radue 
négative  comprise  entre 
—  3  et  ~4;  et,  comnie  la 
règle  de  Descaries  apprend 
qu'il  n'en  eiiste  qu'une,  il 
n'y  a  pas  lieu  d'en  cher- 
cher d'autres. 

Quant  aux  racines  posi< 
tives,  il  peut  en  exister 
deux;  mais  pour  les  dëcoa- 
vrir,  nous  devons  recourir 
à  de  nouvelles  substitutions. 
Si  nous  représentons  gra- 
phiquement les  résultats 
obtenus,  nous  obtenons  h 
figure  ci-contre. 

la.  courbe,  qui  réunit  ces 
poiùts,  ne  devant  être  cou- 
pée qu'eu  trois  points  pu 
une  parallèle  à  la  ligne  des 

X,  ne  peut  évidemment  couper  celle  ligne  qu'entre  les  points 

1  et  2{  c'est  donc  entre  s=l  etfc=S,  que  nous  devons  snb- 

âlituer  des  valeurs  distantes  de  0,1. 
Nous  savons  que,  pour  x—l,  le  premier  nombre,  que  nous 

désignons  par  y,  est  lui>même  ^I  &  1  ;  on  a,  de  plus,  pour  des 
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accroissements  de^  égaux  à  l'unilé,  ày=0,  A'!/=1S, 
L'accroissement  devenant  égal  à  — ■  nous  trouverons  (S 

ê^=0,006,    i'y=0>066,    «v=— 0,369; 
et  nous  pourrons,  d'après  ces  valeurs,  former  le  tableau 


X 

y 

«y 

iV 

^ 

1 

1 

—0,369 

0,066 

0,0 

a,> 

0,631 

—0,303 

0,072 

0,0 

1,2 

0,328 

—0,231 

0,078 

0,0 

1,3 

0,097 

—0,153 

0,084 

0,0 

i>^ 

—0,056 

—0,069 

0,090 

o,c 

1,5 

—0,125 

0,021 

,0,096 

0,0 

1,6 

—0,104 

0,117 

0,102 

0,0 

1.7 

+0,013 

0,219 

0,108 

0,0 

1>8 

0,232 

0,327 

O.IU 

1,9 
2 

0,569 

1 

0,441 

On  voit,  &  l'inspecUon  de  ce  tableau,  que  v  change 
quand  a;  passe  de  la  valeur  1,3  à  la  valeur  1,4  et  de  la  i 
à  1,7.  Il  y  a  donc  deux  racines  positives,  dont  les  valei 
dixième  près,  sont  1,3  et  1,6. 

860.  Calcul  dbs  raokes  a  HOiits  de  0,01.  Pour  ob 
plus  grande  approximation,  il  faudra  substituer  à  «  de 
distantes  de  0,01,  entre  1,3  et  1,4,  et  entre  1,6  et  1,7.  G 
lutions  se  feront,  comme  les  précédentes,  au  moyen  i 
rences.  On  commencera  par  remarquer  que,  pour  s: 
a  y^  0,097  ;  à  partir  de  cette  valeur,  les  différences  n 
un  accroissement  de  x  égal  k  0,1,  sont,  comme  on  le  vi 
tableau  précédent  : 

î/=0,097,    Ay  =— 0,153,    4*^  =  0,084,    A'v=' 

Pour  en  déduire  les  râleurs  des  différences  relatives 


r>~>v 


25^ 


LlVfiE  lY. 


croisfiement  de  x  égal  à  0,0 1,  nous  appliqaeroBS  les  funiBlt^ 
données  plus  haut;  et  nous  trouverons  : 

y?(^») = ttAh)  X  ^M^)  =  0,000006, 

^^(x^)  =  0,000006  +  îiïï  X  0,078  =  0,000786, 
Sf  (Xo)  =  0,000001  -f  0,00039  -f-  ^  (—0, 1 53 —0,039  —  0,001) 
=  0,018909; 

et,  comme  on  a,  d'ailleurs,  pour  â;=l,3,  y =0,097,  on  peut 
former  le  tableau  suivant  : 


X      , 

y 

1,3 

0,097000 

1,31 

0,078091 

1,32 

0,059968 

1,33 

0,042637 

1,34 

0,026104 

1,35 

0,010375 

1,36 

—0,004544 

1,37 

—0,018647 

1,38 

—0,031928 

1,39 

—0,044381 

1,4 

—0,056000 

Ay 

A*y 

A»y 

—0,018909 

0,000786 

0,000006 

-0,018123 

0,000792 

id. 

—0,017331 

0,000798 

id. 

—0,016533 

0,000804 

id. 

—0,015729 

0,000810 

id. 

—0,014919 

0,000816 

id. 

-0,014103 

0,000822 

id. 

—0,013281 

0,000828 

id. 

—0,012453 

0,000834 

-0,011619 

On  calculera,  au  moyen  des  mêmes  formules,  les  valeurs  de 
Ay,  AVi  AVf  qui  correspondent  à  des  accroissements  de  x  égaux 
à  0,01,  à  partir  delà  valeur  x=  1,6;  et  Ton  forment  le  tableau 
suivant  : 


X 

y 

Ay 

A»y 

A«y 

1,6 

—0,104000 

0,007281 

0,000966 

0,000006 

1,61 

—0,096719 

0,008247 

0,00097.2 

kL 

1,62 

-  0,088472 

0,009219 

0,000978 

id. 

1,63 

—0,079253 

0,010197 

0,000984 

id. 

1,64 

—  0,069056 

0,011181 

0,000990 

id. 

1,6Â 

—0,057875 

0,012171 

0,000996 

îd. 

1,66 

-0,045704 

0,013167 

0,001002 

îd. 

1,67 

—0,032537 

0,014169 

0,001008 

id. 

1,68 

—0,018368 

0,015177 

0,001014 

1,69 

-0,003191 

0,016191 

1,7 

+0,013000 

^ 
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On  voit»  d'après  ces  tableaux,  que  les  deux  racines  sont  com- 
prises»  Tune  entre  1,36  et  1,36,  l'autre  entre  1,69  et  1,70.  Pour 
calculer  la  plus  grande,  à  un  jnillième  près,  il  faut  substituer^ 
entre  1,69  et  1,70,  des  valeurs  distantes  d'un  millième.  GesTa- 
leurs,  calculées  par  le  même  procédé  que  les  précédentes,  résul- 
tent du  tableau  suivant  : 


» 

y 

ày 

A»y 

A^y 

1,69 

—0,003191000 

0,001573371 

0.000010146 

0,000000006 

1,691 

—0,001617629 

0,001583517 

0,000010152 

id. 

1,692 

—0,000034112 

0,001593669 

0,000010158 

id. 

1,693 

+0,001559557 

0,001603827 

0,000010164 

id. 

1,694 

0,003163384 

0,001613991* 

0,000010170 

id. 

1,695 

0,004777375 

0,00(624161 

0,000010176 

id. 

1,696 

0,006401536 

0,001634337 

0,000010182 

Id. 

1,697 

0,008035873 

0,001644519 

0,000010188 

id. 

1,608 

0,009680392 

0,001 6:)4707 

0,000010194 

1,699 

0,011335099 

0,001664901 

1,70 

0,013000000 

On  voit  que  y  change  de  signe,  lorsque  x  passe  de  la  valeur 
1,692  à  1,€93.  La  racine  est  donc,  à  un  millième  près,  égale  à 

1,692. 

261.  Emploi  dune  proportion  pour  obtenir  la  racine.  Les 
tableaux  précédents  permettent  de  pousser  l'approximation  plus 
loin  encore.  Remarquons  en  effet,  que,  dans  le  dernier  de  ces 
tableaux,  la  différence  seconde  est  extrêmement  petite.  On  peut 
donc,  sans  erreur  sensible^  la  considérer  comme  nulle,  et  admet- 
tre^ par  suite,  que  les  accroissements  de  y  soient  proportionnels 
à  ceux  de  x.  Nous  pourrons  alors  obtenir  la  valeur  de  a?,  pour 
laquelle  y  est  nul,  en  procédant  comme  on  le  fait  dans  l'emploi 
des  tables  de  logarithmes.  Nous  dirons  : 

Lorsque  x  augmente  de  0,001,  et  passe  de  la  valeur  1,692  à 
la  vateur  1,693,  la  variation  de  y  est  0,001593669.  Pour  qae  la 
variation  de  y  soit  0,0000341 12,  c'est-à-dire  pour  que  y  devienne 
zér0|  il  faut  donc  que  la  variation  S  de  o;  satisfasse  la  proportion 


d'où  l'on  déduit  : 


8  = 


_8 0,000034112, 

0,001  ^  0,001593669* 

Ç»^^=  0.000021* 
0,001593669     ' 
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en  sorte  que  la  racine  est  égale,  approximativemeDt,  à 

1 ,6920214. 

On  doit  observer  que  la  différence  seconde,  que  nous  avons 
considérée  comme  nulle,  étant,  en  réalité,  un  peu  plus  grande 
que  0,00001,  peut  influer  sur  le  septième  des  chiffres  dédmaui; 
et  il  n'y  a,  par  conséquent,  aucune  raison  pour  le  considérer 
comme  exact. 

On  doit  donc  considérer  la  racine  comme  égale  à  1,692021. 

862.  Autre  appucation.  Dans  l'exemple  précédent,  la  déter- 
mination des  intervalles,  dans  lesquels  il  convenait  d'effectuer 
de  nouvelles  substitutions,  n'a  présenté  aucune  difficulté.  Mal- 
heureusement il  n'en  est  pas  toujours  ainsi.  Nous  en  dterous  un 
exemple. 

y  =  9x^  —  240?*+  160?—  0,001  =  0. 

Si  nous  substituons  à  x  les  valeurs  —  1,  0,  l,  nous  trouvons 
pour  valeurs  correspondantes  de  y,  —49,001,  —0,001,  0,999, 
dont  les  différences  sont  49,  1,  et  la  différence  seconde  —48. 
Quant  à  la  différence  troisième,  elle  est  (836)  égale  à  54. 

Nous  pouvons,  d'après  cela,  former  le  tableau  suivant  : 


X 

y 

Ay 

AH/ 

A«y 

—1 

—49,001 

49 

—48 

54 

0 

—  0,001 

1 

6 

54 

1 

+  0,999 

7 

60 

54 

2 

7,999 

67' 

114 

3 

74,999 

181 

4 

255,999 

si  l'on  représente  ces  valeurs  graphiquement,  ainsi  qu'on  l'a 
indiqué  (SStt),  on  voit  clairement  qu'il  existe  une  racine  entre 
rcssO  et  â?=  1  ;  mais  rien  ne  fait  pressentir  qu'il  y  en  ait  d'au- 
tres, et  ne  porte  à  essayer  de  nouvelles  substitutions.  Si,  cepen- 
dant, on  substitue  les  valeurs  distantes  de  0,1  entre  â?=l  et 
â;= 2,  on  tiouve  que  les  valeurs  des  différences,  relatives  à  x=l 
et  à  un  accroissement  de  x  égal  à  0,1,  sont  Av=— 0,461, 
A*y=r0,ll4,  A*y  =  0,054;  ce  qui  permet  de  former  le  tableau 
"suivant: 
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t 


X 


y 

Al/ 

A«v 

AV 

0,999 

"^  —0,461 

0,114 

0,^054 

0,538 

—0,347 

0,168 

id. 

0J91 

—0,179 

0,222 

Id. 

0,012 

+  0,043 

0,276 

id. 

0,053 

0,319 

0,330 

id. 

0,374 

0,649 

0,384 

id. 

1,023 

1,033 

0,438 

id. 

2,056 

1,471 

0,492 

id. 

3,527 

1,963 

0,546 

5,490 

2,509 

7,999 

1 

1,1 

1.3 

1,6 
1,7 
1,8 
1,9 
2 


En  représentant  graphiquement  les  résuUats  qui  y  sont  conte- 
nus, l'on  voit  clairement  que  la  courbe,  qui  passe  par  les  points 
obtenus,  ne  peut  couper  la  ligne  des  x  qu'entre  le  point  1,3  et 
le  point  1,4.  Substituons  donc,  entre  ces  deux  valeurs,  des  Ta* 
leurs  de  x  distantes  de  0,01  :  ces  valeurs  se  calculeront,  comme 
les  précédentes,  en  formant  d'abord,  par  les  formules  (238),  les 
valeurs  de  Ay,  A'y,  et  àfy  qui  correspondent  à  x=  1,3,  et  à  des 
accroissements  de  la  variable  égaux  à  0,01  :  nous  formerons  ainsi 
le  tableau  suivant  : 


X 

y 

Ay 

AV 

A'y 

1,3 

4-0,012000 

-0,006501 

0,002274 

0,000054 

1,31 

+0,005419 

-0,004307 

0,002328 

id. 

1,32 

+0,001112 

-0,001979 

0,002382 

id. 

1,33 

—0,000867 

+0,000403 

0,002436 

id. 

1,34 

-0,000464 

0,002839 

0,002490 

id. 

1,35 

+0.002375 

0,005329 

0,002544 

id. 

1,33 

+  0,007704 

0,007873 

0,002598 

id. 

1,37 

+0,^  577 

0,010471 

0,002652 

id. 

1,38 

-f-(>'    i6048 

0,013123 

0,002706 

1,39 

Vu,039171 

0,015829 

1,4 

+0,055000 

1,*  -t-U,UODUUU 

Ce  tableau  prouve  que  Tune  des  racines  est  comprise  entre  1,32 
et  1,33,  l'autre  entre  1,34  et  1,35. 
Alg.  sp.  B. 
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S  m.  Méthode  de  Newton. 

S6S.  Exposé  de  la  méthode.  Lorsque  Ton  considère  une  fonc- 
tion dans  un  intervalle  très-peu  considérable,  on  peut  presque 
toujours,  sans  erreur  sensible ,  regarder  ses  accroissements 
comme  proportionnels  à  ceux  de  la  yariable,  et  les  représenter 
par  le  prodt^t  de  la  dérivée  de  la  fonction  par  l'accroissement 
même  de  la  variable.  L'erreur,  commise  dans  cette  substitution, 
sera  d'autant  moindre,  que  l'on  prendra  des  accroissements 
plus  petits.  Cette  remarque  s'applique  à  toutes  les  fonctions, 
mais  nous  la  développerons  seulement  ici  sur  les  fonctions  algé- 
l)riques  entières,  pour  l'appliquer  à  la  résolution  des  équations 
considérées  dans  ce  chapitre. 

Soient 

[I]  P(rr)  =  0, 

une  équation  algébrique,  et  a  une  valeur  approchée  d'une  ra- 
cine, dont  nous  désignerons  par  (a^h)  la  valeur  exaete;  ou 
aura  évidemment  : 

[2]  F{a  +  h)=Q, 

ou 

or^  en  négligeant  les  termes  qui  contiennent  h  à  une  puissance 
plus  élevée  que  la  première,  on  a,  avec  une  approximation 
d'autant  plus  grande  que  h  est  plus  petit  : 

Via+h)=V{a)+F(a)hi 

l'équation  [3]  devient  donc  : 

P(a)+P(a)fc=0; 

et  Ton  en  déduit  i  a=_  Ji^: 

F  (a) 

la  valeur  approchée  de  la  racine  est,  par  conséquent  : 

a     ^^^^ 
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En  désignant  cette  valeur  par  6,  et  appliquant  de  noii\«au  le 
même  procédé,  on  Irouvera  une  valeur  plus  approcliée  encore 

et,  en  répétant  cette  opération  plusieurs  fois  de  suite,  on  obtien- 
dra rapidement  une  très-grande  approximation. 

Il  est  impossible  d'indiquer,  d'une  manière  générale,  et  indé- 
pendamment de  tout  exemple  particulier,  la  rapidité  a<vec  la- 
quelle croissent  les  approximations;  mais,  dans  chaque  cas,  on 
s'en  forme  facilement  une  idée  en  procédant  comme  nous  allons 
le  faire  dans  l'exemple  suivant. 

264.  Appucation.  Exemple  I.  Reprenons  l'équation  (289)  : 

F(a?)=a;»— 7a?+7  =  0; 

nous  avons  trouvé  que  l'une  de  ses  racines  est,  à  0,001  près, 
égale  à  1,692;  si  nous  la  désignons  par  1,692 -f  A,  ou,  pour 
abréger  par  (a -|- A),  h  sera  plus  petit  que  0,001  ;  et  nous  au- 
rons: 

F(a+/^)  =  F(a)  +  /iF(a)-hj^P''(a)  +  Y^3r(a)==0; 

par  suite  : 

_P(a)__W|_  r(a) V_  F>) 

'^'^     F{a)      1.2  F' (a)      1.2.3  Fta)* 

Or,  pour  a=  1,69S,  les  coeOicîents  de  h*  et  de  h^  sont,  Fun  plus 
petit  que  3,2,  Tautre  moindre  que  l'unité  ;  en  sorte  que  Te  second 
et  le  troisième  terme  du  second  membre  sont  moindres,  l'on 
que  0,0000032,  l'autre  que  0,000000001:  nous  avons  donc,  à 
kmiUhmèmes  fHt, 

Or  on  a,  d'après  le  tableau  (260),  pour  x=  1 ,692 =a: 

F(a)=  — 0,000034112; 

d*aiHeurs  P((i)=3a»— 7=+ 1,588592; 

,  ,      0,000034112      ^^^^^«,,„o 

^^'^^  *  =  -T:558552-=^'^^^^^^'^- 


Uais,  d'après  le  rtsulUt  que  nous  Tenons  d'obtenir,  la  valeur 
»=l,69ï  était  eiacte,  non-seulement  jusqu'à  0,001,  mais  en- 
core à  0,0001  près,  puisque  la  quatrième  décimale  est  un  zéro; 
déplus,  d'après  le  même  résultat,  pour  «=1,6920,  l'erreur  A 
est  moindre  que  0,000025,  ou  ^-^  ;  donc,  le  nombre  obtenu 
est  approché  &  moins  de  t^ï  ;  et  la  valeur  de  »  est,  avec  8  dé- 
cimales, 

2=1,6920  S147. 

Nous  avons  donc  une  nouvelle  valeur  approch.^e  de  la  racine 

1,69202147  =  6; 

représentons  sa  valeur  exacte  par 

1,69202147 -l-A'  =  6  +  ft'i 
nous  aurons  : 

0=f{6-HA')=F{i)-|-A'n6)-|-y.P'(b)+^F-(fc); 

H-nft  h!-    ^W    a;.'I!W_^!:;w 

aou  '*— ^6)     i'T-{b)     2.3F(S)' 

Or  A'  est  plus  petit  que  t^;  par  suite,  A'*  est  moindre  que 


cb{6.  A**  est  plus  petit  que  r^,  et  son  coefficient  est  moindre 
que  l'unité.  Donc  si  l'on  prend 

.,  V(b 

'* — ÎW 

l'erreur  commise  sera  de  l'ordre  jr^.  Cet  exemple  sufSt  pour 
donner  une  idée  de  la  rapidité  de»  approximations,  et  pour 
montrer  comment  on  doit  l'apprécier  dans  chaque  cas. 
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S6B.  Exemple  II.  Soit  donnée  Téquatiou  : 

P(a?)=«*— to— 5=0. 
La  première  dérivée  sera 

et,  par  suite,  le  terme  de  correction  : 

,_      ¥(x)_     g*— 2rg— 5 
F(a?)"^         30?»— 2    • 

Premiâre  approximation.  On  trouve  immédiatement,  que  la 
racine  réelle  de  Téquation  est  comprise  entre  2,0  et  2,1. 

Posons  donc  a= 2,1  ;  et  partons  de  cette  valeur  pour  trouver 
la  racine  x  avec  plus  d'exactitude.  En  remplaçant  x  par  2,1, 
dans  les  fonctions  ¥{x)  et  V(x\  nous  aurons  : 

F  (a)  =  0,061 
et  P'(a)  =  11,23; 

donc  A=—yi-^=— 0,0543, 

et,  par  suite,  b = 2,095. 

Deuxiâmb  approximation.  Partant  de  cette  nouvelle  valeur  ap* 
prochée  de  la  racine,  nous  aurons  d'abord  : 

6=2,095, 
6«= 4,389, 
6»=9,195; 

donc  P(6)  =  0,005    et    F(6)  =  11,167; 

-  0,005  /v  A/^/^l  I.Û 

et  C=6  +  Ai=2,(94  552. 

L'erreur  ht  étant  moindre  que  *rT| ,  et  les  coefBcients  de  Ai* 
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et  V  étant,  le  premier  environ  -,  le  second  r^,  il  s'ensuit  que 
Terreur  de  la  nouvelle  valeur  de  x  sera  plus  petite  que  — j. 


Troisième  approximation.  Posons  maintenant  a?= 2,094  552; 
comme  l'erreur  de  c  est  moindre  que  j^  et  que,  de  plus,  les 
coefficients  de  h^*  et  de  h^*  restent  à  très-peu  près  les  mêmes, 
nous  pourrons  compter  sur  une  approximation  de  -rjrn» 

On  a  d'abord  : 

c«=  4,387148  080704, 

c»=  9,189109  786734; 
donc  F(c)=  0,000005  786734, 
et  F(c)  =  11,161444  242112, 

ce  qui  donne  : 

.  P(c)  0,000005  786734  ^  ^^^^_ 

^  =  ^F(^=-11,161444..,         =-0,000000  518458, 

et  d=c+/ij|  =  2,094551  481542, 

exacte  à  moins  de  rrrr.. 

Quatrième  approximation.  Pour  pousser  encore  plus  loin 
l'approximation  de  la  racine,  posons:: 

0;=  2,09455!  481542; 

nous  aurons,  pour  les  puissances  dé  x  ou  de  d: 

rf*  =  4,387I45  908829  787166  6977B4, 
et  d>  =  9,lB9102  963080  354769  507339; 

et,  par  conséquent, 

P{d)=— 0,000000  000003  645230  492661, 
Ff(Ç=  11,16143?  7264W  3615.... 
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Donc,  la  valeur  de  At  sera  : 

_      V(d)_  .    0,0.. .3  645230  492661 
^^      F'(rf)"*"^  11,161437  726489  36,..* 

ou  A,  =  +  0,000000  000000  326591  482386: 

OD  a  donc  pour  la  nouvelle  vatear  : 

â?= 2,094551  481542  326591  482386, 

valeur  exacte  à  moina  de  j^.  Un  nouveau  calcul  donnerait  la 
racine,  à  moins  de  jm0 

266.  RSPRiSENTATXON  ORAPHIQUS  DS  LA  irfTHOM  2>E  KEWT019. 

La  méthode  d'approximation  »  que  nous  venons  d'exposer,  peut 
se  représenter  graphi(|uement  d'une  manière  très^simple ,  que 
nous  croyons  devoir  indiquer  ici,  quoiqu'elle  exige  des  notions 
de  géométrie  analytique. 

La  recherche  des  racines  réelles  de  l'équation  f{m)^=^0  revient 
à  celle  des  points  où  la  courbe^  qui  a  pour  équation  y  =>  f{pô\ 
coupe  l'axe  des  x.  En  désignant  par  o  une  valeor  approchée  de 
la  racine,  et  par  f{a)  la  valeur  correspondante  de  y,  Téquatiofr 
de  la  tangente  à  la  courbe  y=:f{x),  au  point  dont  les  coordon- 
nées sont  a  et  f(a)^  est  : 

Cette  tangente  coupe  l'axe  des  x  en  un  point  dont  l'abscisse  x 
est  évidemment 


X 


c'est-à-dire  précisément  égale  à  la  valeur  fournie  par  la  mé* 

thode  de  Newton. 

D'après  cela,  la  méthode  de  Newton 
équivaut  à  la  construction  suivante  : 

Ayant  la  position  approchée,  P,  du 
point  0  où  une  courbe  coupe  l'axe  des 
x^  pour  en  obtenir  une  aulre  plus  ap- 
prochée encore,  on  mène,  au  point  M  de  la  courbe  qui  se  pro- 
jette en  P,  une  tangente  MT;  et  le  point  T  est,  en  général,  beau- 
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coup  plus  près  que  P  de  l'intersection  cherchée.  En  répétant  la 
même  construction,  on  obtiendra  un  nouveau  point  T  encore 
plus  rapproché  que  le  précédent  ;  et  ainsi  de  suite. 

Il  peut  arriver,  cependant,  qu'en  appliquant  la  méthode  de 
Newton,  on  obtienne  une  valeur  de  la  racine  moins  approchée 
que  celle  que  Ton  a  déjà  :  et  il  importe,  pour  opérer  avec  certi- 
tude, d'entourer  la  méthode  de  quelques  précautions  indispen- 
sables. 

267.  Cas  qui  peuvent  se  PRéssNTER  dans  l'appucahon  de 
LA  méthode.  Supposons  que  Ton  ait  trouvé  deux  nombres,  a,  6, 
(a<6),  qui  comprennent  une  racine,  et  une  seule,  de  l'équa- 
tion /"(»)= 0;  de  telle  sorte  que  f(a)  et  f(b)  soient  de  signes 
contraires.  Supposons,  en  outre,  que  ces  deux  nombres  a,  6, 
soient  assez  rapprochés,  pour  que,  x  variant  depuis  a  jusqu'à  6, 
f{x)  et  f{x)  ne  changent  pas  de  signe.  Puisque  /*(«?)  conserve 
son  signe,  f{x)  est  constamment  croissant  ou  constamment  dé- 
croissant ;  et,  puisque  ^(a;)  conserve  le  sien,  /^(a?)  est  également 
toujours  croissant  ou  toujours  décroissant.  En  d'autres  termes, 
l'ordonnée  de  la  courbe  y  =  f{x)  va  toujours  en  augmentant  ou 
toujours  en  diminuant;  et  l'angle,  que  la  tangente  à  la  courbe 
fait  avec  l'axe  des  x,  varie  aussi  toujours  dans  le  même  sens. 

D'après  cela,  quatre  cas  peuvent  se  présenter.  Si  /'(a)>0,  on 

Fig.  2. 


Fig.  1. 
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a  f(f>)<Oi  par  suite,  f(x)  diminue,  et  /*(«)  est  constammem 
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négatif.  La  courbe  affecte  alors  Tune  des  deux  premières  formes  : 
sayoir,  la  première,  si  r(^)  est  constamment  positif,  et  la 
deuxième,  si  f{x)  est  constamment  négatif. 

Si,  au  contraire,  f{a)  est  négatif,  on  a  f{b)>0;  par  suite, 
f{x)  est  constamment  positif  :  et  la  courbe  affecte  alors  l'une  des 
deux  dernières  formes  :  la  troisième,  si  ^  (^)  ^st  positif,  et  la 
quatrième,  si  f(x)  est  négatif. 

268.  Moyen  d'opérer  avec  CERTrrm>E.  Gela  posé,  il  est  évi- 
dent que,  pour  avoir  avec  certitude  une  valeur  de  x  plus  ap* 
prochée  que  Tune  des  limites  a,  fr,  qui  la  comprennent,  il  faut, 
dans  le  premier  cas  (flg.  1),  mener  la  tangente  au  point  A,  qui 
correspond  à  la  limite  inférieure  a,  c'est-à-dire,  poser 

w  ^=«-^,' 

il  faut,  dans  le  second  cas,  mener  la  tangente  au  point  B,  qui 
correspond  à  la  limite  supérieure  6,  et  poser 

roi  x-b^CJ^ 

Il  faut  de  même  appliquer  la  formule  [2]  dans  le  troisième  cas, 
et  la  formule  [1]  dans  le  quatrième. 

Ou  remarque  d'ailleurs  que,  dans  le  premier  et  le  quatrième 
cas,  où  l'on  doit  appliquer  la  formule  [l],  f{a)  et /^(a)  sont  de 
même  signe,  tandis  que  fH)  et  /*(6)  sont  de  signes  contraires; 
et  que,  dans  le' second  et  le  troisième,  où  Ton  doit  appliquer  la 
formule  [2],  f(b)  et  fib)  sont  aussi  de  même  signe,  tandis  que 
f{a)  et  fia)  sont  de  signes  contraires.  On  conclut  de  là  cette 
règle  générale  : 

Lorsque  l'on  connaitra  deux  limites,  a,  b,  qui  comprennent  une 
seule  racine  de  Féquation  f  (x)  =  0,  et  qui  en  sont  ainsi,  chacune, 
une  valeur  approchée,  si  ces  deux  limites  sont  assez  rapprochées  pour 
que,  X  variant  de  a  à  b,  r(x)  et  r(x}  ne  puissent  changer  de  signe, 
on  prendra  la  formule 
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et  Von  y  remplacera  z  par  ulk  des  deux  limites  qui  rendra  f  (z)  a 
r(z)  de  même  signe. 

Le  résultat  sera  une  vakur  de  x  plus  approchée  que  la  Umite  dont 
on  se  sera  servi.  En  substituant  cette  fxileur  dans  la  même  formule^ 
on  obtiendra  une  nouveUe  vateur  encore  plus  approchée;  et  cmei  de 
suite. 

809.  Emploi  sibiultané  de  la  MérHOBE  ds  Newton  et  de  la 
MiTHODE  DES  PARUES  PROPORTioNNEUfS.  Il  cst  focîk  de  TOtr^que 
la  méthode  des  parties  proportionnelles  (861)  donnerait  pour 
valeur  approchée  x = 0&,  K  étant  le  point  où  la  corde  AB  ren- 
contre l'axe  des  â?.  Car  on  a,  dans  chacune  des  figures, 

a?=OP  +  PK,    eta?  =  OQ— QK, 
ou  a?  =  a+PK,       eta?  =  6  — QK, 

et  Ton  voit  que  : 

c*est-è-dire  que  les  accroissements  PK  et  QK  sont  proportion- 
nels aux  variations  des  ordonnées. 

On  remarque,  d'ailleurs,  que  si  la  méthode  .de  Newton  donne 
une  valeur  trop  petite  pour  rr,  la  méthode  des  parties  propor- 
tionnelles donne  une  valeur  trop  grande,  et  vke  versa.  Par  con- 
séquent, la  valeur  exacte  de  x  est  comprise  entre  les  deux;  et 
Terreur  commise  est  moindre  que  leur  difTérence. 

RisuMi. 

12^3.  Opérations  préliminaires  à  exécuter,  quand  on  vent  résoudre  une 
équation  numérique.  —  2I$4.  Substitution  de  nombres  entiers  consé- 
cutifs. —  2W.  Choix  des  intervalles  dans  lesquels  on  doit  faire  de 
nouvelles  substitutions.  ^  253.  Théorème  qui  limite  les  irrégulari- 
tés que  peut  présenter  la  courbe  dont  on  fait  usage.  —  287.  Substi- 
tution de  nombres  équidistants  d*un  dixième.  —  SS8.  Simplifica- 
tion des  calculs  dans  le  cas  où  l'équation  est  du  troisième  degré.  *» 

259.  Application  à  un  exemple.  Calcul  des  racines  à  0,1  prés.** 

260.  Calcul  à  0,01  près.  —  261.  Emploi  d*une  proportion  analogue  à 
eelle  dont  on  fait  usage  dans  la  théorie  des  logarithmes.— 262.  Exem- 
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pie  d*ane  équation  à  laquelle  les  règles  précédentes  s'appliquent  mal. 
—  265.  Méthode  de  Newton.  -»  264,  268.  Applications  à  deux 
exemples.  -—  206.  Représentation  graphique  de  la  méthode.  —  { 

267,268.  Rectification  de  la  méthode,  qui  permet  d'opérer  ayec  cer- 
titude. •—  269.  Emploi  simultané  de  la  méthode  de  Newton  et  de  la 
méthode  des  parties  proportionnelles. 

EXEBCICE8. 

L  Déterminer  la  racine  réelle  de  réquation 

On  trouve  :  •=î,09465. 

II.  Déterminer  la  racine  réelle  de  réquation 

•»— 6«— 3=0. 
On  trouve:  «=2,4908. 

m.  Déterminer  les  racines  réelles  de  réqaation 

•»— îaH— 13*«-h39«»-2a»+4=a 
On  trouve  «=—4,00317. 

lY,  Déterminer  les  racines  réelles  de  Téquatien 

s»— 8«»— 6»+«=0. 
On  trouve  «,=8,677,      «a=3J5577,      «i=— 3,2438. 

V.  DétenDinerlnfaeinessdellesde  l'équation 

«s— gjc  — 1  =  0. 
On  trouvai      «1=2,88878»     «i=— 2,7639,     i^=— 042S09. 

VI.  ^Ktageruns  dem»-sphèm,  di»  rayon  1,  en  demx  parties  équivrisntes,  par 
un  plan  parallèle  à  la  liase. 

£d  désignant  par  «  la  distance  du  plan  parallèle  au  centre,  on  trouve  : 

»»— 3«  +  l=0. 


CHAPITRE  IV. 
AÉsorunoiv  des  équations  tra^^scendabites. 

870.  But  de  ce  chapitre.  Nous  nous  bornerons  à  traiter,  dan<: 
ce  chapitre,  quelques  équations  transcendantes,  choisies  parmi 
celles  que  Ton  rencontre  dans  les  applications  des  sciences  ma- 
thématiques,  et  qui  nous  permettront  d*exposer»  d'une  manière 
complète,  les  méthodes  auxquelles  les  géomètres  ont  le  plus 
souvent  recours  pour  leur  résolution. 

%  I.  Application  de  la  tliéorîe  des  différenccB  à  la  résolution  des  éqaalions 

transcendantes. 

971.  MÉTHODE  DE  RÉSOLUTION.  La  méthodc,  que  nous  appli- 
quons aux  deux  exemples  qui  vont  suivre,  est  très-fréquemment 
employée;  elle  consiste  à  substituer  dans  l'équation  proposée 
des  nombres  équidistants,  absolument  comme  dans  le  cas  d'une 
équation  algébrique.  Lorsque  Ton  a  trouvé  deux  substitutions 
qui  donnent,  dans  le  premier  ipembre,  des  résultats  de  signes 
contraires,  on  conclut  qu'il  existe  une  racine  entre  les  valeurs 
correspondantes  de  x;  et  dans  l'intervalle  on  substitue  des  nom- 
bres plus  rapprochés,  qui  permettent  de  resserrer  la  racine  entre 
deux  limites  nouvelles  et  plus  étroites.  Gela  fait,  on  considère  le 
tableau  qui  comprend  :  1*  les  valeurs  attribuées  à  l'inconnue  ; 
2<*  les  valeurs  correspondantes  du  premier  membre  de  l'équa- 
tion ;  3'  les  difTérenccs  des  divers  ordres  qui  s'en  déduisent.  S*iJ 
arrive  que  les  différences  d'un  certain  ordre,  du  troisième  par 
exemple,  soient  négligeables,  on  en  conclut  que  la  fonction  peut 
être  remplacée,  sans  erreur  sensible,  dans  Tintervalle  considéré» 
par  une  fonction  algébrique  (du  second  degré,  si  la  différence 
troisième  est  considérée  comme  nulle).  La  théorie  de  l'interpo- 
lation fera  connaître  cette  fonction  ;  et,  en  la  substituant  au  pre- 
mier membre  de  l'équation,  on  aura  ramené  le  problème  à  la 
résolution  d'une  équation  du  second  degré. 

Si  les  différences  du  second  ordre  étaient  négligeables,  on 
ramènerait  l'équation  à  une  équation  du  premier  de.rré  ;  et  la 
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méthode  reviendrait  à  l'emploi  des  parties  proportionnelles» 
dont  on  fait  usage,  dans  un  cas  analogue,  en  se  servant  des 
tables  de  logarithmes. 

S72.  Exemple  I.  Soit  donnée  Téqualion 

e*—e-*=  5,284a;, 

équation  qui  se  présenU^  en  mécanique,  dans  V étude  de  la  chatnette. 

Nous  voyons  que  celte  équa- 
tion ne  change  pas,  lorsqu'on 
remplace  x  par  ( — x);  par  con- 
séquent, à  chaque  racine  corres- 
pond une  autre  racine  égale, 
mais  de  signe  contraire. 

Pour  mieux  étudier  celte  équa- 
tion, posons  :  * 

y  =  e* — e-*,    et    y  =  5,284x; 

nous  aurons  alors  les  équations 
de  deux  lignes,  dont  les  points 
d'intersection  ont  pour  abscis- 
ses les  racines  de  Téquation. 

La  première  de  ces  deux  lignes  AA'  est  une  courbe  transcen- 
dante, n'ayant  qu'une  seule  branche  inGnie  dans  les  deux  sens. 
Cette  branche,  qui  a  pour  asymptotes  les  lignes  logarithmiques 
dont  les  équations  sont  : 

ap  =  log  y    et    — a? = log  y , 

passe  par  l'origine  des  coordonnées,  qui  est,  en  même  temps, 
son  centre. 

La  seconde  de  ces  deux  lignes  BB'  est  une  droite  qui  passe 
également  par  l'origine. 

Gomme  les  deux  lignes  passent  par  l'origine,  l'équation  est 
vériGée  par  rc  =  0.  En  outre,  il  est  facile  de  voir  qu'elles  n'ont 
qu'une  seule  intersection  du  cdté  des  x  positifs  ;  par  conséquent, 
l'équation  a  une  racine  positive  que  nous  allons  déterminer. 

Mettons  d'abord  Téquation  sous  la  forme, 


t/,  =  c*— e-*— 5,208407  =  0  ; 
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et  diercbons  les  valeurs  que  prend  cette  fonction  pour  des 
valeurs  entières  de  la  variable  x.  Nous  aurons  : 


05  =  0, 

a?  =2, 
a?  =  3, 


e-=   1, 
e*=   2,718, 
eF=    7,389, 
e*  =  20,086, 


e-=l. 
r*  =  0,368, 
e-'  =  0,135, 
r*  =  0,050. 


«1  =  0; 
«I  =  —  2,934; 
ii,  =  — 3,314; 
u.  =  -f  4,184. 


La  racine  est  donc  comprise  entre  2  et  3. 
Si  maintenant  nous  cherchons  les  valeurs  de  t«,  correspon- 
dant à  (P=  2,5,  â7  =  2,6,rr=2,7...,  nous  aurons: 


fl?  =  2,5, 

u  =  — 1,1096; 

X  =  2,6, 

tt  =  — 0,3489; 

X  =  2,7, 

u  =  + 0,5447; 

et  la  racine  est  comprise  entre  2,6  et  2,7. 

En  partageant  cet  intervalle  en  dix  parties  égales,  et  en  cal- 
culant les  valeurs  intermédiaires  de  u  avec  leurs  différences, 
nous  aurons  le  tableau  suivant  : 


X 

u 

2,64 

—  0,00792 

2,66 

+  0,08079 

2,66 

+  0,17090 

2,67 

+  0,26243 

2,68 

+  0,35541 

2,69 

+  0,44984 

Au 


8871 
9011 
9153 
9298 
9443 


A'u 


140 
142 
145 
145 


Les  différences  du  second  ordre  étant  peu  différentes,  la  fonc- 
tion u«,  prise  entre  x  =  2,64  et  x  =  2,65,  peut  être  considérée 
comme  une  fonction  algébrique  du  second  degré.  On  appliquera 
donc  la  formule  d^iuterpolation  de  Newton, 


v.=tii4 


55— api 


dans  laquelle  on  devra  poser:         â?t  =  2,64  A=0,01; 


tio=»—  0,00792,     Au.  =  0,08871,    AHi»  =  0,00140. 


^ 
^ 
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Gomme  â?--â?i  esl  la  correction  à  faire  à  la  valeur  approchée 

X9y  — ~  sera  le  nombre  de  centièmes  de  cette  correction. 

Donc,  en  nommant  z  le  nombre  de  centièmes  que  Ton  doit 
ajouter  à  2^64  pour  former  la  racine,  on  a  : 

et  u«  devant  être  nul,  on  en  déduit  : 

"•  ■*  Au,  1.2     *Amo* 

Pour  résoudre  cette  équation  du  second  degré,  on  peut  pro^ 
fiter  de  ce  que  z  est  très-petit,  pour  négliger  d'abord  le  second 
terme  du  second  membre,  et  prendre  comme  première  ap- 
proximation : 

z=^  ^=0,0892797. 

Puis  remplaçant  z  par  cette  valeur  dans  le  second  membre  de 
l'équation  [1],  on  trouve  plus  exactement  : 

«=0,089921; 

par  suite,  la  valeur  de  x  est  : 

a;  =  ±2,64089921. 

S75.  Exemple  IL  Résoudre  Téquation 

[1]  a  sin*a5  =  sin(a? — ç), 

équation  importante  qui  se  priserUe  dans  le  calcul  des  orbites  des 
planètes.  Soient  donnés  : 

log  a  =  0,5997582, 
et  g=13*40'5>l. 

Gomme  nos  tables  ordinaires  ne  donnent  pas  les  valeurs  des 
sinus  naturels,  mais  celles  de  leurs  logarithmes,  nous  prendrons 
les  logarithmes  vulgaires  des  deux  membres  de  l'équation  ;  ce 
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qui  du  reste  simplifiera  beaucoup  le  calcul.  L*équation  se  pré- 
sentera alors  sous  la  forme 

log  a  +  4  log  sÎD  a?= log  sin  (a? — ç), 
ou 

[2]       u,  =  log  a  -f  4  log  sin  a?  —  log  sin  {x—q) = 0. 

Pour  obtenir  une  première  valeur  approchée  de  x^  posons 

d'abord  : 

a?  =  g=13*40'5%01; 

nous  aurons  :  log  sin  x  =  T,3734 

4  log  sinâ;=  3,4936 
log  a  =0,5998 
et  (?logsin(rg— g) — 10  =  oo 

donc  w«=+«>. 

De  la  môme  manière,  nous  trouverons  pour  â;=  14*: 

logsinaî=ï,3837 

4  log  sin  0?=  3,5348 
log  û  =  0,5998 
et  CMogsinÇa?  —  ^)  — 10  =  2,2371 

donc  w.=  -|-0,37i7. 

De  cette  diminution  rapide  de  la  fonction  u«,  nous  pouvons 
conclure,  avec  quelque  probabilité,  que  la  valeur  â?=14*est 
très-rapprocbée  de  Tune  des  racines  de  l'équation. 

En  effet,  on  trouve  par  des  substitutions  directes  : 

x=  14*20',  u,  =  +  0,1096, 
X=  14«30',  '  u,,  =  +  0,0322, 
X  =  14»40',  U,  =  —  0,0277. 

La  racine  est  donc  comprise  entre  14*30'  et  14*40'. 
Partageant  cet  intervalle  en  deux  parties  égales,  on  aura  : 

pour  X  =  14«35',         w.=  +  0,0005. 

Par  conséquent  la  racine  est  comprise  entre  14«35'  et  14*40'; 
et  elle  est  très-près  du  premier  de  ces  deux  nombres. 
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Pour  obtenir  une  valeur  plus  approchée  de  x^  cherchons,  à 
7  décimales,  les  valeurs  de  la  fonction  u«  correspondant  aux 
valeurs  de  x^  de  dix  en  Jix  secondes,  depuis  a?=:  14*35';  et 
formons  le  tableau  suivanti  après  avoir  pris  les  différences 
successives  : 


À>u 


X 

U 

Àti 

14«35' 

+0,0004870 

-  0,0009924 

14»35'10' 

—  0,0005054 

—  0;0009884 

14«35'20' 

—  0,0014938 

—0.0009844 

14»35'30" 

—  0,0024782 

—0,0009805 

"14*35'40' 

—0,0034587 

0,0000040 

0,0000040 

•0,0000039 


On  voit  que,  pour  des  valeurs  de  x  équidistantes  et  assez 
voisines,  les  différences  secondes  de  la  fonction  u«  sont  à  peu 
près  égales;  donc  le  premier  membre  de  l'équation  proposée, 
dans  les  limites  restreintes  que  nous  lui  avons  tracées,  peut  être 
considéré  comme  une  fonction  algébrique  du  second  degré. 

En  procédant  comme  dans  le  cas  précédent,  on  trouve  : 

et  en  substituant  les  valeurs  de  t»a,  Auo  et  A'uo  contenues  dans  le 
tableau,  savoir  : 

u»  =  4-0,000  4870, 

Aua=— 0,000  9924, 

A*u» =+0,000  0040, 


nous  aurons  : 


ou 


0  =  +4870  —  9924*  +  20(z*  — «). 
jr«—497,2if  + 243,5  =  0; 


et,  en  prenant  la  plus  petite  racine  de  cette  équation  du  second 
degré  (la  plus  grande  surpasserait  596),  on  a  : 

JK  =  0,4902267... 

Dans  ce  calcul,  nous  avons  pris  pour  unité  d'intervalle  Parc  de 
Alg.  sp.  B.  18 


i 
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dix  secondes  ;  la  correction  sera  donc  =  4%d02,  et  la  racine, 
exacte  aux  millièmes  de  secondes,  est  : 

X  =  V/k*35V,902. 

Si  nous  voulons  vérifier  ce  résultat,  nous  trouverons  : 

a?  —  g  =  54'59'\892, 
Iogsina?  =  î,401  07445 

4logsin 0^=3,604    2978 

log  a  =  0,599    7582 

et        OlogsinÇg— g)— 10=1,795    9440 

donc  u«=0; 

le  résultat  obtenu  est  exact. 

Hais  réqoation  [1]  étant  une  équation  transcendante,  outre 
cette  première  racine  réelle,  il  peut  y  en  avoir  encore  une  ou 
plusieurs  autres,  ou  même  une  infinité. 

En  effet,  lorsqu'on  continue  les  recherches,  on  trouve  encore 
sur  la  première  circonférence  du  cercle,  trois  autres  racines 

Xi  =  32*  2'28^, 

aï,=:137*27'59% 

Xt=:  193«  4'18"'; 

de  plus,  à  chacune  de  ces  quatre  valeurs  de  x,  correspondent 
une  infinité  d'autres,  positives  ou  négatives,  et  qui  sont  toutes 
comprises  dans  l'expression  générale 

x  +  hx  360«, 
k  étant  un  nombre  entier  quelconque,  positif  ou  négatif. 

S  n.  Résolution  des  équations  transcendantes  par  la  méthode 

des  substitutions  successives. 

1174  HÉraoBE  des  substitutions  successives.  La  méthode, 
que  nous  appliquerons  à  l'exemple  qui  vasuivre,  est  d'un  emploi 
très-commode  dans  tous  les  cas  où  la  nature  du  problème  per- 
met de  l'adopter.  Voici,  d'abord,  d'une  manière  générale,  le 
principe  sur  lequel  elle  repose. 
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Soit  s^=^{x) 

une  équation  (mise,  comme  on  yoit,  sous  une  forme  particu- 
liëre)  ;  et  supposons  que  Ton  ait  trouvé  une  valeur  approchée  a 
de  sa  racine  :  on  aura,  par  suite,  approximativement  : 

a?=(p(a); 
soit  b  cette  valeur;  en  Tadoptant,  on  trouvera  : 

soit  c  cette  troisième  valeur;  on  en  déduira  : 

a?=(p(c)=d, 

et  la  série  des  nombres  a,  h^c^d...^  qui  peut  se  continuer  indé- 
finiment, convergera,  quelquefois,  très-rapidement  vers  la  véri- 
table racine. 

Pour  apprécier  la  rapidité  de  cette  convergence ,  nommons 
(a  -4-  h)  la  valeur  exacte  de  la  racine;  nous  aurons  : 

Or,  la  fraction  y(a+A^-y(a) 

diffère  peu  de  la  dérivée  f'  (a).  On  a  donc ,  en  désignant  cette 
fraction  par  ç'  (a)  +  «  : 

donc  a+ft=A<p'(a)+9(û)  +  ^» 

et,  par  suite,        (a  +  fc) — <p  (a)  =  h^'  (o)  +^  ; 

Terreur  commise,  en  prenant  9  (a)  pour  racine,  est  donc,  à  très- 
peu  près ,  hx^'  (a),  c'est-à-dire  le  produit  de  Terreur  précédente 
h  par  (p'  (a).  On  voit  que  Terreur  diminue,  si  7'  (a)  est  moindre 
que  1  ;  dans  le  cas  contraire,  la  méthode  n'est  pas  applicable. 

271t.  EXEMPLE.  Déterminer  les  racinjs  réelles  de  Téquation 

^  =  329476. 
yx 


II 
I 


\ 
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II  est  évident  que  cette  équation  ne  peut  pas  avoir  de  radnes 
négatives,  parce  que,  pour  un  x  négatif,  le  radical  deviendrait 
imaginaire;  nous  n*avons  donc  qu'à  nous  occuper  de  la  re- 
cherche des  racines  positives. 

Le  calcul  deviendra  plus  simple,  si  nous  prenons  les  loga- 
rithmes vulgaires  des  deux  membres;  l'équation  devient  alors  : 


[1] 


x  =  {\o^x  +  5,5178238. ..  ; 


elle  est  ainsi  sous  la  forme  qui  permet  d'appliquer  la  méthode. 

En  posant    y  =  rr,  et  y  =  ^  log  rc  -j-  5,5 1 78238, 

nous  aurons  deux  lignes,  dont  les  abscisses  des  points  d'inter- 
section représentent  les  racines  de  l'équation. 

La  première  est  une 
droite,  bissectrice  de  l'angle 
des  coordonnées  orthogo- 
nales; la  seconde  est  une 
ligne  logarithmique,  for- 
mée par  une  seule  branche 
infinie,  et  ayant  pour 
asymptote  l'axe  des  y.  Les 
deux  lignes  se  coupent  en 
deux  points  ;  le  premier  très- 
voisin  de  l'origine;  l'ab- 
scisse du  second  est  com- 
prise entre  5  et  6.  Il  ne  peut  y  avoir  d'autres  points  de  rencon- 
tre ;  et,  par  suite,  l'équation  n'a  que  deux  racines  positives. 

Gomme  la  valeur  du  terme  connu  de  l'équation  [1]  est  près 
de  6,  posons,  en  premier  lieu  :  â?= 6,  et  substituons  cette  valeur 
dans  le  second  membre  de  l'équation  [1]  ;  nous  aurons  alors 
une  valeur  de  x  plus  rapprochée  que  la  première, 

jT  =  ^  log  6  4-  5,5178  =  5,9069. 

V  En  substituant  cette  seconde  valeur  de  x  dans  l'équation  [l], 
nous  aurons  : 

l^log  5,9069 -f- 5,517   8238     i=  5,903  5036, 


•-**^-^ 
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Poursuivant  ce  procédé ,  nous  obtiendrons  pour  la  troisième 
substitution  : 

or  =  ^  log  5>903  5036  +  5,517  8238  =  5,903  3787  ; 
ensuite  :   â;  =  ^log  5,903  3787  +  5,517  8238  =  5,903  3741, 
puis  :        a;  =  iIog  5,903  3741  -f- 5,517  8238, 
on  â;=  5,903  3740. 

Le  dernier  résultat  est  exact  i  sept  décimales;  car  on  trouve  : 

log  a?  =  log  5,903  3740  =  0,771   1004 

donc  :  ^  log  a; =0,385  5502 

5,517  8238 
d'où  Jl0ga?+5,5178....  =  5,903  3740=a?. 

Si  nous  reprenons  les  considérations  générales,  par  lesquelles 
nous  avons  commencé  ce  paragraphe,  nous  verrons,  en  les  ap- 
pliquant à  l'exemple  actuel,  que  Ton  a  : 

«p  (a?)  =  i  loga?  +  5, 5 1 78238, 

Or,  X  étant  à  peu  près  égal  à  6,  cette  valeur  de  9'  (x)  est  à  peu 
près  ^;  et,  par  suite,  chaque  valeur  obtenue  est  environ  vingt 
fois  plus  approchée  que  la  précédente. 
Il  nous  reste  encore  à  évaluer  la  seconde  racine  de  l'équation 

[I]  a?  — i  log  X— 5,517  8238  =  0, 

racine  qui  est  comprise  entre  0  et  1 .  Gomme  x  est  nécessaire- 
ment une  fraction  très-petite,  nous  pouvons  négliger  le  premier 
terme  de  l'équaUon,  qui  deviendra  alors  : 

îloga?  =  — 5,517  8238, 

log  «  =  —  11,035  6476 

=  12,964  3524; 

d'où  Ton  tire       x= 0,00000  00000  0921 1  97, 
valeur  exacte  k  dix-sept  décimales. 
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S  IIL  Résolution  des  équations  transcendantes  par  la  méthode  de  Newton. 

576.  Exposé  de  tu  hétbode.  La  méthode  de  Newton  s'ap- 
plique ,  sans  modification ,  à  la  recherche  des  racines  d*ane 
équation  transcendante,  pourvu  que  Ton  en  connaisse  toutefois 
une  première  valeur  approchée. 

Soit,  en  effet, 

P(a?)=0, 

une  équation  ;  et  soit  a  une  valeur  approchée  de  la  racine,  dont 
nous  représenterons  la  valeur  exacte  par  {a+h). 

On  aura  :  P(a  +  A)  =  0; 

mais  le  rapport  h 

diffère  peu  de  F'  (a)  ;  et  Ton  a,  par  conséquent,  en  désignant 
par  s  un  nombre  très-petit  : 

d'où  Ton  déduit,  en  remarquant  que  F  (a  -f  A)  est  nul  : 

h= ER-. 

et  —  p4-t  est,  par  suite,  tme  valeur  approchée  de  A. 

577.  Exemple  I.  Soit  donnée  l'équation 
[1]  af  — 100  =  0. 

Substituons  d'abord  à  la  variable  x  les  nomores  naturels  ; 
nous  aurons  : 

0«=:1,   V=l,  2»  =  4,  3»=27,  4*  =  256,... 

On  en  conclut  que  notre  équation  n'a  qu'une  seule  racine  réelle, 
et  que  cette  racine  est  comprise  entre  3  et  4. 
Le  calcul  devient  beaucoup  plus  simple,  lorsque  »  au  lieu  de 
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traiter  l'équation  sous  la  forme  doni^^e  [1],  qûus  prenons  les 
logarithmes  Yulgaires  des  deux  membres;  nous  aurons  alors  : 

xlogâ?=2. 

Ainsi  donc  nous  aurons  : 

P(a:)  =  a:logaî— 2; 

d'où  F  {x)  =  log  a?  +  log  e  : 

où  6  désigne  la  base  des  logarithmes  népériens. 

Ces  valeurs  de  F  (a;)  et  de  F  (a?},  substituées  dans  la  formule 
générale,  qui  exprime  la  correction  fournie  par  la  méthode  de 
Ne\?ton,  donneront  pour  h. 

- F  (a?) agloga; — 2  __  2 — a?loga? 

""     F' (a?)""     loga?+log«"~U)g«+loga?* 

Premièhx  APPROXiiiATiON.  Nous  avons  trouvé  ci-dessus,  que 
la  valeur  de  x  est  comprise  entre  3  tt  4.  Posons  d*abord  a;=s  3, 5, 
et  calculons  à  3  décimales.  Nous  aurons  alors  : 

x=3yb  loga=0,434 

log  a? = 0, 544  log  X  ==  0,544 


d'où         a;loga;=  1,904  Joge4-log>a?=5Û»978; 

et      2  — a?  log  a; =0,096; 

donc  fc  =  ^i_=  0,098; 

et  la  valeur  approchée  de  x  sera  : 

a?  =  3,598. 

Deuxième  approxibiation.  Nous  avons  : 

rr  =  3,598  log  e  =  0,434  2945 

donc      log  a?  =  0,556  0612  log  a?  =  0,556  0612 


x\ogX=  2,000  7082,     log  e  +  log  a?  =  0,990  3557  ; 
et  35  log  «—2 = 0,000  7082  ; 
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^^^n  M.  0»0Û0  7082 

^^°^  *=~0,990  3557=-^>QQQ^^  ^^^^«î 

et  «=3,598  —  0,00071  510 

OU  0?=  3,597  2849. 

Troisième  approximation.  Pour  avoir  une  valeur  de  x  encore 
plus  approchée,  posons  maintenant  : 

«=3,597  285; 
nous  aurons  : 

log  «=0,5559404378  log«=  5. 55594  04378 

a?log«=  1,99909  997677 loge  =  0,43429  44819 

d'où  «log«— 2=0,00000  002323,  log«  +  log«=0,9902349197, 

ce  qui  donne  pour  valeur  de  A, 

.       0,00000  002323 

^  =  0,99023  49197  =  ^'^^^^^  ^^^3458  ; 

et  la  valeur  de  «,  exacte  &  dix  décimales,  est  : 

«=3,59728  50235. 

27a  Exemple  H.  Résoudre  l'équation  : 

« — tsin«=a; 
et  soient  1  =  0,245  31615, 

logc  =  î,389  7262, 
a  =  329H4'27^66. 
Cette  équation  se  présente  dans  Vétvde  du  mouvement  elUpUm 

?fl  r      '  ^"^""f^  '^''^  ^  ^'^^  *  ^'^'^^  ^ns  i^wT 
à  une  époque  donnée.  * 

Avant  de  passer  à  la  résolution  de  celte  équation,  nous  aUons 
montrer  comment  on  réduit  en  degrés  un  arc  de  cercle  exprimé 
en  parties  de  rayons,  et  réciproquement. 
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On  sait  que,  pour  le  rayon  =  1,  la  demi-circonférence  da 
cercle,  on  180*,  est  égale  à 

ic=3,14159  26535  89793  23846...; 

donc  l'arc  égal  au  rayon  sera  : 

l=:—  =  57»  29577  95130  82321.... 

=  57  •17'44'',806247...  =  206264^  806247.... 

C  *est  donc  par  ee  dtmm  nombre  gu'il  faudra  multiplier  la  lon^ 
gueur  cf  un  arc  donné  en  parties  du  rayon^  pour  le  ramener  à  la 
mesure  ordinaire  des  arcs;  et  réciproquement,  en  divisant  le  nombre 
de  secondes,  que  contient  un  arc  de  cercle,  par  206264,806247...., 
on'Obtient  sa  longueur  en  parties  du  rayon. 

Si,  par  exemple,  nous  voulions  convertir  en  parties  du  rayon 
Tare  de  cercle  a  =329*  44' 27^66,  nous  aurions  : 

0=1186067^,66, 

loga=6,074  4755, 
log206264^8  =  5,314  4251, 

donc  logâ?  s  0,760  0504  ; 

et  de  là,  en  parties  du  rayon, 

a?  =  5,755  067; 

• 

en  sorte  que  Tare  de  329*  44' 27^66  vaut  environ  5  \  fois  le 
rayon. 

On  donne  quelquefois  celte  règle  de  conversion  sous  une  autre 
forme,  équivalente  à  la  première.  Désignons  par  a  la  longueur 
d'un  arc  en  parties  du  rayon,  et  par  a'  le  nombre  de  secondes 
qu*il  renferme  :  si  l'on  divise  «  par  la  longueiur  de  l'arc  d'une 
seconde  en  parties  du  rayon,  on  a  évidemment  pour  quotient  o^. 

Ainsi rx  =  «'.  Hais  l'arc  d'une  seconde  et  son  sinus  sont 

arc  1 

égaux  à  moins  de  j^  ;  donc  : 

a 


:— -^ = a',    et    a  =  «'  sin  l\ 
mr       ' 


sm 
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Ainsi,  pour  convertir  en  secondes  vn  arc  txprimé  en  pariia 
du  rayon^  il  faut  diviser  sa  longueur  par  sin  1';  ei  rieiprogm- 
menty  pour  exprimer  en  parties  du  rayon  un  arc  évalué  en  degrés^ 
minutes  et  secondes^  U  faut  le  convertir  en  secondes,  et  multiplier  U 
résultat  par  sin  l''. 

Nous  n'avons  pas  besoin  de  dire  que  le  logarithme  de  sin  1' 
se  trouve  à  la  première  page  des  tables. 

Ceci  posé,  déterminons  d'abord  le  quadrant  du  cerctei  qui 
comprend  l'arc  a?;  et  pour  cela,  substituons  à  x^  dans  l'expres- 
sion 

V(x)=^x — t  sin  a?— 5,755067, 

Jes  valeurs  linéaires  de  0\  90*,  180<^,  270S  390».  Le  résultat  sera  : 

«=0*  isinJî  =  0  F(x)=:  — 5,75... 

a;=:90«=:|         «sina?=0,25         F  (a?) =—4,43... 
ir=l80*  =  ic        tsina?=0  F(a?)=— 2,61 

Sir 

a?=270«=  —     tsina^s:— 0,15  ,  F(«)=— 0,79 

a?  =  360«=2w      «sina?  =  0  F{a?)=+0,53 

Donc  l'arc  x  est  compris  entre  270*  et  360*,  ce  qui  était  facile  à 
prévoir  ;  et,  comme  son  sinus  est  négatif,  x  est  plus  petit  que 
a  =  329*  44' 27^66. 

Première  approximation,  par  parhes  proportiornblles. 
Posons  d'abord  x=  320*,  et  calculons  la  valeur  correspondante 
de  V(x).  Pour  réduire  l'expression  en*  degrés,  minutes  et  se- 
condes, nous  multiplierons,  d'après  la  règle,  le  terme  t  mx  par 
206264,8.,.,  ou  nous  le  diviserons  par  sin  i',  et  nous  aurons  : 

sinx  =  sin  320* =  —  sin  40*  ; 

ou  log(— sinaî)=  1,8081, 

loge  =1,3897, 
log  206264=  5.3144, 

lOg (—  e  sina?  x  206264")  =  4,5122; 
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donc  20Ô264*'x  «  sina:  =—  32525""=—  9'2'5*j 

et  de  là  :  a?  =  320% 

—  «sina?  =  4-9«2'5*, 

~"0=— 329<>4V28\ 
Donc  :  F(a?)  =  — 42'23"=— 2543*; 

Tare  de  320*  est  donc  trop  petit. 
De  la  même  manière,  on  obliendraîl  pour  a?=330» 

F  (a?)  =+  7*  17'12*=  26232"; 

donc  rare  a? =330*  est  trop  grand,  et  la  racine  de  l'équation  est 
comprise  entre  320  et  330^. 
La  différence  des  deux  valeurs, 

F(320*)=—  2543* 
et  F(330»)  =+26232", 

étant  égale  à  28775",  pour  un  intervalle  de  10%  nous  pourrons 
admettre  comme  valeur  approchée  de  x, 

x=  320«+  ^377^  X  10*=320«53'. 

Appucâtion  de  la  MJh^ODE  DE  Newton.  On  a  : 

F(a?)  =  a?— esina;"-329n4'27",  06, 
F(ap)=l  —  «cosa;. 

Prenons  la  valeur  approchée  de  x  comme  point  de  départ. 
Soient  c  =  320'53'    et    x  =  a  +  h; 

,  F(a)  a  — esina  — 329*44'27",66 

nous  aurons  :    A = —  ^rr{  = ; — • 

F  (a)  1— «COSa 

log(— Sina)=ï,799  9616  logCOSa  =  î,889  7850 

log«  =  î,389  7262  loge  =  1,389  7262 

log206264  =  5,314  4251  log(ecosa)  =ï,279  5112 

l0g(— fSina)  =  4,504  1129  eCOSa  =  0,190  3317 

d'où  —  f  Sina  =  3l923",67         F(a)  =  l—  tCOSa  =0,809 6083» 

=  8«52'3",67. 


i 
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Donc  «=     320«53' 

—  c  sma=+     8*  52'3%67 
— a=— 329*44'27%66 

et  P(»)  =  36^,01. 


»  •  ,  F  («)  36%01  .  ^^  ,  „ 

I  Mais      *=-F^;=- o:8Ô^=-  *^^^8- 


Donc  X=  320*53'—  44'48  =  320«52'  15*52. 

valear  exacte  aux  centièmes  de  secondes. 
Vérification  do  résultat  obtenu:  Noos  avons  trouvé  : 

a?  =  320*  52' 1 5^,52; 

donc  sino?  =—  sm39*7'44%48; 

et  log  (—  sin  x)  =  T,800  0767 

Iogf=rl>89  7262 
log206264''=r  5,314  4251 

log(—isinx)=  4,504  2280 
D*oÙ  —  isina?=  31632',  14=8*52'12^,14, 

Or  x=      320«52'15'',52 

—  tsîna?=+     8*52' 12*^,14 
—  a=— 329•44'27^66 

V(x)  =  0. 

Coauoe  on  voit,  la  méthode  de  Newton  nous  a  donnëi  par  qd 
seul  calculi  la  valeur  exacte  de  l'arc  x. 

S  IV.  Réàolation  de  réquation  (C= tango?. 

i\(i$  iquation  se présetfUe  dans  la  théorie  de  la  chaleur^  etdanslft 
iVrvm  *ks  vibrations  des  corps  élastiques. 

t7^  CoNsmiiUTiONS  générales.  1*  Gomme  Téquation  ne 
v*^^^<^  (AS  lorsqu'on  y  remplace  x  par  (—  x),  il  en  résulte  qu'à 
v^b^uc'  raoM  correspond  une  autre  racine  ^ale,  mais  de  signe 
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contraire.  Nous  ne  nous  occuperons  donc  que  de  la  recherche 
des  racûies  positives. 

^^  Lorsque  x  est  positif,  il  faut  que  la  tangente  le  soit  égale- 
ment, pour  que  {x  —  tangx)  devienne  nul.  Les  arcs  x  sont  donc 
terminés  dans  le  1«',  le  3%  le  5*...  quadrant  du  cercle,  et  leurs 
valeurs  sont  comprises  entre  nu  et  (n  -f  |)ir;  ir  étant  égal  à  la 
demi-circonférence  du  cercle  ou  à  180',  et  n  étant  un  nombre 
quelconque,  entier  et  positif. 

3''  Dans  chacun  de  ces  quadrants,  Tare  â?  va  en  augmentant 
depuis  rr=nir  jusqu'à  ^=r(n-f-i)ir;  la  tangente  augmente  d*une 
manière  continue  depuis  zéro  jusqu'à  l'infini;  par  conséquent, 
il  y  a  dans  chacun  des  quadrants  indiqués  une  racine  réelle,  et 
il  n'y  en  a  qu'une  seule  ;  et  l'équation  proposée  admet  une  infi- 
nité de  racines  positives  et  négatives. 

4*  L'équation  étant  vérifiée  par  ^  =  0,  la  racine  correspon- 
dante au  premier  quadrant  est  zéro  ;  pour  toutes  les  autres  va- 
leurs de  x^  comprises  dans  le  premier  quadrant,  on  sait  que 
tangx>arca?. 

5*  Si  l'on  représente  par  (nw  +  «»)  Ja  n"«  racine  (««  étant 

moindre  que  ~],  il  est  facile  de  voir,  que  cet  arc  «»  est  d'autant 

plus  grand  que  n  est  plus  grand. 

Soit»  en  effet,  n'ic  +  ^'  ^  solution  qui  correspond  à  un  nom- 
Ire  n'  supérieur  an,  on  a  : 

tang  {n-K  +  a»)  =  tang  cm = nie  +  o», 
tûng(**''^+  ««')  =lang«,i'=5n'ir+  «w; 

or,  ri  étant  plus  grand  que  n,  la  différence  n'ir  +«»•  —  nw  —  «» 
ou  {ri — n)Tr4-a«' — ««  est  positive,  puisque  (n'— n)ir  est  au  moins 
égal  à  ir  ;  donc  (ri-K  -f-  a«')  surpasse  (niv + «»)  ;  donc  tang  ««'  est  plus 
grand  que  tango»;  et,  par  suite,  ««*  est  plus  grand  que  a», 
comme  nous  l'avions  annoncé* 

6*  Si  la  valeur  approchée  de  la  racine  est  trop  grande,  l'arc 
est  plus  petit  que  la  tangente  ;  si,  au  contrairCi  la  valeur  appro^ 
chée  de  x  est  trop  petite,  l'arc  est  plus  grand  que  la  tangente, 
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Car,  dans  chaque  quadrant,  {x  —  tanga?)  est  positif ^  tant  qne  la 
valeur  donnée  à  x  est  inférieure  à  la  racine  ;  et  devient  négatlTe 
dès  que  cette  valeur  surpasse  la  racine. 

880.  Calcul  de  la  premiers  rachie.  Ceci  posé,  déterminons 
la  plus  petite  des  racines,  celle  qui  est  terminée  dans  le 
troisième  quadrant  du  cercle.  On  sait  que  tang  180*  =  0i 
tang  225*  =  1,  et  tang  270*  =  oo  ;  or,  x  étant  plus  grand  que  «, 
on  a: 

arc  225*  >  tang  225* ,    arc  27 0*  <  lang  2  70*  ; 

l'arc  X  est  donc  renfermé  entre  225*  et  270* . 

Ctierchons  maintenant  les  valeurs  linéaires  des  arc  compris 
entre  250*  et  260*,  et  de  leurs  tangentes  respectives  (on  trouvera 
ces  valeurs,  qui  sont  souvent  fort  utiles,  dans  une  table,  à  la  fin 
du  volume)  ;  nous  aurons  : 

arc  250*  =  4,363,  tang  250*  =  2,747, 

arc  252*  =  4,398,  tang  252*  =  3,078, 

arc  254*  =  4,433,  lang  254*  =  3,487, 

arc  256*  =  4,468,  tang  256*  =  4,0 11, 

arc  257*  =  4,485,  tang  257*  =  4,331, 

arc  258*  =  4,503,  tang  258*  =  4,705, 

On  voit  immédiatement  que  l'arc  en  question  est  compris 
entre  257*  et  258*;  ou  que  la  valeur  de  x,  exprimée  en  parties 
du  rayon,  est  entre  4,485  et  4,503. 

Nous  admettrons  donc,  pour  première  valeur  approchée  : 

a?= 4,503. 

Première  approximation  par  la  méthode  de  Newton.  Nous 
avons  l'équation  : 

F(a?)  =  a?  —  tanga?= 0  ; 

sa  première  dérivée  est,  par  suite: 

F(a?)=  1 Ir-  =  —  tangua?; 

^  '  cos'o?  ° 


^ 
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et  le  terme  de  oorrection  sera  : 


, F(a?)__rp  —  tanga? 

^"     F(a?)""    tanff^o?    ' 


(a?)        tang^ 

De  plus,  nous  supposerons  â?  =  4,503. 

Nous  aurons  alors  :         2;  =     4, 503 

tango?  =      4,705 


et  X  —  tang  a?  =  —  0,202, 

^  .  0,202  0,202 

la  valeur  approchée  de  x  sera  donc  : 

Xi  =  4,494. 

DEUXiàifE  APPROXIMATION.  Posous  Xi  =  4,494,  et  calculous  à 
sept  décimales.  Pour  transformer  Tare  x  en  degrés,  nous  nous 
servirons  de  la  table  de  réduction  contenue  dans  les  tables  de 
Gallet,  pages  214,215  et  216. 

art  =â:  4,494 

3,49065  850  =  200» 


1,00334  150 
0,99483  767=   57» 
0,00850  383 

843  576=   29' 

0,00006  807 

6  787=    14" 

0,00000  020=    0",04; 

donc 

«i  =  257«29'14",04. 

On  en  conclut  : 

log  tang  Xi  =  0,653  7870, 

et 

tang  aîi  =  4,505  956. 

Par  suite» 

tanga?i  —  a?i  =  0,011  956 

log  [tang  a?!— a?»]  =  2,077  5859 
log  tang*  Xi  =  i  ,307  5740 


log  (—/h)  =  4,770  0119 
d 'où  /»!  =:  -^  0,000  58886  ; 
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ce  qui  donne  une  nouvelle  Taleur  approchée  de  x, 
3-1  =  4,493  411. 

Gomme  U  valeur  de  Xi  était  exacte  aux  millièmes,  rerreui 
de  St  sera  de  l'ordre  de  ■^. 

TROBiÈia  APPROxiuATioit.  Lc  dernier  calcul  nous  a  donné, 
avec  une  approximation  de  ■»  environ, 

fri=taDgXi=  4,49341. 

Pour  obtenir  une  valeur  de  x  encore  plus  rapprochée,  an  lien 
de  prendre  01=4,49341,  posons: 

tang  3-1  =  4,49341; 

ce  qui  iacilitera  de  beaucoup  le  calcul. 
Nous  avons  déjà  trouvé  (179): 

arc  COtang  4,49341  =  0,21897  94968  94113; 

de  plus,  nous  avons: 

arc  (ang  x  =  270'  —  arc  colang  x; 

mais  i7V=~=    4,71238  89803  84690 

arc  COtang  4,49341  =    0,21897  94968  84113; 


;  2,=arctaDg  4,49341  ^ 
tangiré  = 

4,49340  94834  90577 
4,49341 

iX^  —  Xt- 

0,00000  05165  09423; 

tang'  X,  = 

20,19073  34281; 

— langa 
lang"» 

0,00000,05165  0942 
80,19073  3<i281          ' 

'«1  =  — 0,00000  00255  815... 

uvé  d-dessns  : 
3^  =  4,49340  94834  906; 
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donc  a^  =ai  a?,  -f  /i,  =  4, 493409  457909, 

valeur  eiacte  à  douze  décimales;  ce  nombre,  transformé  en  de- 
grés et  parties  de  degr^,  devient: 

a:»  =  257»27' 12", 231224. 

Les  tables  de  logarithmes  de  Ylacq,  tables  à  dix  décimales» 
donnent: 

tang  Oh  =  4,4934  09458  ; 

ce  qui  s*accorcle  parfaitement  avec  le  résultat  obtenu. 

281.  Résolution  générale  de  l*équ\tion.  Téquation 

[1]  aï— tanga?=0, 

qui  se  distingue  par  la  rapidité  avec  laquelle  on  arrive  à  la  dé- 
termination nette  et  complète  de  ses  racines,  est,  en  outre, 
remarquable  par  la  facilité  avec  laquelle  elle  se  prèle  à  une  ré- 
solution générale,  analogue  à  celle  des  équations  algébriques 
du  second  degré. 

En  effet,  il  suffit  de  trois  ou  quatre  substitutions  successives 
pour  obtenir  l'expression  générale  de  toutes  ces  racmes  avec 
une  grande  précision. 

Nous  avons  déjà  établi  (page  285),  que  la  n'^  racine  est  plus 

petite  que  (n  +  r  j  ic,  ou  que  (2n  +  1)  |«  Posons  donc  : 

(2n+l)|  =  a?  +  ô, 

équation  dans  laquelle  0  désigne  la  distance  de  Tcxtrémité  de 
V'âTCxh  celle  du  quadrant  où  il  se  termine.  Nous  aurons  alors: 

tang  a?  =  tang    (2n-|-  1)  ^— ô    =  cotange, 

d'où  tang  ô  =  ; ; 

°        tangrc' 

mais  nous  avons  également,  d'après  l'équation  proposée  : 

tang  xxx; 
àlg.  sp.  B.  19 
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donc  taiig8=-, 

et[i]  (Sn+I)|=i  +  arc.IaDg5. 

Or  -  est  plus  petit  qae  1  :  on  peat  donc  développer  en  série 
celte  dernière  expresûon;  et  Ton  a  : 

d'oà,  en  désfgnuit  (Sn+ 1}  |  par  a  : 
[3]  e^o-g-l-g^-^  +  p-..; 

C'est  de  celle  équalioD  qae  nous  tirerons  b  mleur  de  s  m  loDO- 
tiondea. 

Négligeons  d'abord  le  terme  -  et  les  termes  salrants  :  nous 

aurons  s^  a;  si  nous  substituons  cette  valeur  à  x  dans  le  second 
membre  de  l'équation  [3],  nous  aurons,  en  négligeant  les3~... 

l 


Une  nouvelle  substitution,  avec  snppression  des  5**  puissances, 
donnera  : 


Car  la  division  donne  : 


1       o^a'^o'^ 
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En  substituant  cette  valeur  de  x  dans  le  second  membre  de  Té* 
quation  [3],  en  effectuant  les  divisions  et  en  négligeant  les 
7'*  puiseaoceSi  nous  aurons  une  valeur  4e  x  encore  plus  ap- 
prochée : 

1  1  1 

(^-^-é)  ^[^-\-h)  K'^-âiy 

OU,  en  réduisant,  a?=a s-i  +  rr-i- 

*  a      3a*  '   15a* 

Enfin,  pour  obtenir  une  nouvelle  approximation,  remplaçons  x 
par  cette  dernière  valeur,  effectuons  les  divisions  et  négligeons 
les  9^  puissances  ;  le  résultat  sera  : 

r__! !_4.± 

~.  /        1        2\»       /        l\'^7a" 


a:=a — 


\       a     3a»       13/        V       «     3aV         \       a) 


ou 


ou 

1        2  13  146 

a?==a' 


a      3o»      15a*      105a^* 
Un  nouveau  calcul  donnerait  le  6'  terme  de  la  série,  qui  est 

781 
315a»' 

En  remplaçant,  dans  cette  formule,  a  par  sa  valeur  (2n+ 1)  -, 
et  -K  par  3,14159  26....,  l'équation  se  présentera  sous  la  forme  : 

[4]     x  =  (2n+  1) .  ^  —  —i—  X0,63661  97723  67581 
^      jX0,1720081836— .^    ^^..,  X  0,09062  596 


(2n+l/""   '     (2n+l)' 

^         X 0,05892 837  —  ,^     ^.   ,,,  X 0,04258  5 


(271+1)'^'^^'  (2n+iy 
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Pouraïoirimraêdiatementla  valeur  de  lai",  lie  la  s*,  dela3*.... 
racine,  on  n'aurail  qu'à  substituer  An  les  nombres  1,  2,  3,... 
A  mesure  que  le  nombre  n  augmente,  le  nombre  des  termes 
diminue  pour  un  m6me  degré  d'exactitude;  et  la  valeor  de  x 
Rail  par  se  réduire  au  premier  terme 

x=(2n  +  l)î, 

lorsque  n  devient  inGni. 

Si,  par  exemple,  on  voulait  obtenir,  i  sept  décimales,  la 
10*  racine,  il  sufrirait  des  quatre  premiers  termes;  on  aurait: 

Sn+li=21, 

iC  =  21  X  90'  =  32,986  72286, . . .  (yOJ.  Callet,  p.  214) 

—  0,03031523 

—  0,00001857 
~    0,00000002 

on  a;=33,9S63890. 

Le  calcul  devient  encore  plus  simple,  lorsqu'on  convertit  les 
coclUcients  de  l'équation  [2]  en  degrés,  minutes  et  secondes; 
opération  qui  serait  extrêmement  simple  &  l'aide  de  la  table  de 
réduction  de  Callet. 

On  obtient  alors  : 


(2fl+l)        (2rt+l)' 


(2n+l)'     (2«  +  l}'     {2n+l) 

Calculant,  d'après  cette  formule,  la  5*  racine  de  l'équation,  on 
aura: 

n=5,     2n  +  l  =  ll. 

er  les  quatre  premiers  termes,  et  encore  le 


»  « 
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quatrième  n'influe-t-il  que  sur  les  fractions  de  secondes.  On 
aura  ; 

a?=llX90«  — (11937*,48  +  26'.66  +  0%12)  j 

=  11X90*—  11964^26  ! 

i 
OU  a?=llX90«  — 3M9'24''26. 

I 

Voici  les  Taleurs  des  onze  premières  racines  : 

0?,=  90«  — 90*, 

Xi=  3X90«  — 12»32'48', 
a?,=  5X90*—  7«22'32», 
a?,=  7X90«—  5M4'22', 
X^=  9X90*—  4»  3' 59", 
a?j  =  llX90*—  3«19'24^ 
rr,  =  13X90»—  2•48'37^ 
a?,=  15X90»—  2«26'  5^ 
a?,=:17X90«—  2»  8'51^ 
a?,  =  19X90»—  1«55'16*. 
ar,o=2lX90«—   1*44'17\ 
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EXERCICES. 

I.  Étant  donné  un  quadrant  de  cercle  BCD,  trouTcr  un  arc  BM,  tel  que  le 

secteiur  BCM  soit  6gal  au  triangle  CDR  formé 
par  le  rayon  CD,  la  cosécante  CR  et  la  cotan- 
gente  DR. 

Soit  rarcBM=«;  l'équation  à  résoudre  se»  : 

9=£Cotg2; 
ISl  l'on  trouvera: 

=4yi7'36',55, 
X  =  cotang* =0,860  3334, 

n.  Trouver  un  secteur  BCM,  qui  soit  la  moi- 
tié du  triangle  CBT  formé  par  le  rayon  CB,  la  tangente  BT  et  la  sécante  CT 


Équation  : 
Solution  : 


2x=tangs. 

«=66«46'54'',23, 

2a?  =  tang  «=2,331 122. 


III.  Partager  le  demi-cercle  ADMB  en  deux  parties  équivalentes,  par  une 
corde  ÂM  menée  à  l'extrémité  du  diamètre. 

On  cherche  Tangle  MCD=f« 

Équation  :  9=70089. 


Solution  : 


9=  42»  20' 47 ',25, 
9 =C0S9  =0,739  0851. 


IV.  Étant  donné  un  quadrant  de  cercle  BCD,  mener  une  perpendiculaire  MF 
au  rayon  CB,  qui  partage  Taire  du  quadrant  en  deux  parties  égales. 

Soit  l'arc  BM=â;;  on  obtient  l'équation  : 

J»— Î=sii2af. 


En  posant: 

l'équation  deviendra 
Solution  de  l'exercice  IIL 


w 

^-2='' 


Z'^COSZ^ 
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T.  Détemiiiier  te  ssctoor  da  cercle  ACl,  da  m&nlân  que  1&  corde  A.H  le  par- 
tage en  deni  [nrtia  éqaiT&lentei,  c'esl-i-dire  que  le  triangle  ACK  Kdl  ég&l  tu 
wgment  ADU. 

Stdll^ue  AM=Xi  réquaUoii  irèsoudra  sers  : 

Solution  I  X  =  10S*3ri3',76, 

ï=:trfiiX  =  I,895494î. 

TI.  Mener  d'un  point  delà  circooférence  deux  cordes  AH  el  AN,  telles  qu'elles 
dJTÏMiit  lUie  duceicleen  trots  parties  égales. 

Soit  BCll=ai  on  xan  l'équation  : 

e  +  Bln«=?. 

Solutiaii  X=30*43'33',0, 

=0.536267. 

VII.  Déterminer,  àua  le  quadrant  BCD,  l'arc  BU, 
•oit  égal  i,  la  conle  BM  prolongée  jusqu'au  point  F. 


Solntiiat  «=8VS3'38',83, 

^  1,U1 683. 

Vin.  Résoodn  l'éqnatton  : 

""'"-""'■     =0,05BM 
cotanga— cotonga        ' 

s  étant  égal  à  32M9'!4',S3. 

Ontroore  :  s=14'143&'.3t. 

IX.  Héwnidre  l'équation  :  10'=19,3339x«. 
On  tcouTB  :  « = 1,446  3&t. 

X.  Résoudre  l'éqtutkm  :        f=  17,64301  Xs- 
OntrauTB  :  ■  =  4,331 14S. 
XL  Réaoudie  l'équation  : 

#»=«»=  111,3177.... 
Ontioure  t  «=3,644173676- 
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Cette  équation  se  présente  dans  la  thoérie  des  spirales  logarithmiques^  et,  en 
général,  dans  la  théorie  des  courbes  qui  coïncident  dans  tous  les  points  arec 
leurs  développées. 

XII.  Résoudre  l'équation  : 

(e*+e-^  coss— 2=0. 

On  trouve  :  «=4,73004099. 

Cette  équation  se  présente  dans  la  théorie  de  la  chatnettaw 
Xin.  Résoudre  Téquation  : 

(e*  +  tf-')  cos  «  +  2=0. 

On  troure  :  «=  1,8751 0402. 

XIY.  Résoudre  l'équation 

tangs=— 


4 


On  trouve  :  «1=2,5634342. 

•   «1=6,0586701. 

Les  trois  dernières  équations  se  présentent  dans  la  théoiie  des  coips  élas- 
tiques. 


f 


APPENDICE. 

RÉSOLUnOX  D£  QUELQUES  QUESTIOXS 

IMPORTANTES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

DrCOMFOSITlOlV  DES  FRAGTIOIVS  RATIO:VlVELLES. 

282.  But  de  ce  chapitre.  Lorsque  les  deux  termes  d*une  frac- 
tion sont  des  polynômes  entiers  par  rapport  à  une  même  lettre  x^ 
on  peut,  eji  effectuant  leur  division  autant  que  possible,  décom- 
poser cette  fraction  en  un  polynôme  entier  par  rapport  à  cette 
lettre,  et  en  une  autre  fraction  dont  le  numérateur  soit  de  degré 
moindre  que  le  dénominateur.  Le  but  de  ce  chapitre  est  de 
montrer,  comment  cette  fraction  peut  elle-même  être  décom- 
posée en  d'autres  plus  simples.  Nous  supposerons  seulement 
qu'on  ait  résolu  Téquation  obtenue  en  égalant  le  dénominateur 
à  zéro,  et  qu'on  en  connaisse  toutes  les  racines.  Nous  suppose- 
rons, en  outre,  que  les  deux  termes  de  la  fraction  n'ont  aucun 
facteur  commun. 

S  L  Cas  des  racines  inégales. 

285.  Forme  de  la  fraction  dans  ce  cas.  Soit  la  fraction  ra- 
tionnelle 


[1] 


¥{xy 


où  f{x)  désigne  un  polynôme  en  x^de  degré  moindre  que  F{x). 
Soient  a,  6,  c ,  ft,  { les  racines  de  Téquation 

¥{x)  =  0. 

Nous  supposerons  d'abord  qu'ellessoient  toutes  inégales.  Nous 
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allons  faire  voir  que ,  dans  ce  cas ,  on  peut  toujours  maître  la 
fraction  [1]  sous  la  forme  : 

A,  B,  G, . .  •  •  y  K,  L  désignant  des  constantes.  Pour  le  démontrer, 
nous  considérerons  A»B,  Gy....K,  L,  comme  des  eoefBdents 
indéterminés  y  dont  nous  déterminerons  la  valeur;  puis  nous 
vérifierons  qu'ils  rendent  Téquation  [2]  identique. 

L'équation  [2^  si  on  multiplie  ses  deux  membres  par  F(ff}, 
devient 

Gomme  Téquation  [s]  doit  être  identique,  il  faut  qu'elle  soit 
satisfaite  pour  les  valeurs  x=a^  ^=6, . . . . ,  â?=^.  Si  Ton  fait, 
par  exemple,  x=^a,  et  si  Pou  remarque  que,  ¥{a)  étant  égal 
à  xéro,.  tous  les  termes  du  second  membre  disparaissent,  exo^lé 
celui  qui  est  divisé  par  {x — a},  on  a  : 

en  désignant  par  — ^  b  valeur  que  prend  le  quotient 
-^|2i,  quand  on  y  fwt  aî=a.  Or  on  a  : 

¥{x)=¥[a+{x-a)]  =  ¥{a)-\^na){x-a)^^(x^ay 

4-  •  •  •  •  +         ^  ^     ix — a)*  ; 
^  ••  ~  1.2... .m^        '  ' 

eu  remarquant  que  F(a)  =  0,  on  en  conclut  : 

puis,  en  faisant  «=a,  tous  les  termes  du  second  membre  disi^ 
raissent,  à  l'exception  du  premier;  en  sorte  que 


[is]=r(.,. 


RÉSOLUTION  DE  QUELQUES  QUESTIONS  IMPORTANTES,    299 

et,  par  suite»  l'équation  [3]  devient  : 
d*oà  Pqd  eondut  : 

r4i  A-M 

Celte  Taleurde  A  n'es!  pas  nulle;  car  f{x)=0  n'admet  pas  la 
racine  a.  Elle  n'est  «pas  infinie;  car  F(a?)r=?  o  n'a  pas  de  racines 
égales. 
On  trouvera  de  même  : 

Poor  déterminer  les  ?aleurs  précédentes,  nous  avons  com- 
mencé par  admettre  la  possibilité  du  développement  [2]  et  de 
l'équation  [3],  qui  en  est  une  conséquence.  Il  est  donc  néces- 
saire de  démontrer  que  ces  valeurs,  qui  évidemment  sont  les 
seules  possibles,  satisfont  effectivement.  Pour  cela,  remarquons 
qu'en  les  adoptant,  l'équation  [3]  sera  satisfaite  pour  les  valeurs 
a,  b,  «..  k,  l  de  x;  or  f{x)  étant,  par  hypothèse,  de  degré 
moindre  que  F(x},  cette  équation  est  de  degré  (m—  1)  ;  elle  ne 
peut  donc  avoir  m  racines,  sans  être  satisfaite  identiquemeiit. 
Ainsi  ces  valeurs  rendent  identique  TéquatioA  [3]  et,  par  suite, 
le  développement  [2]. 

284.  Cas  des  racines  imaginaires  inégales.  D'après  ce  qui 
précède,  en  désignant  par  f{x)  un  polynôme  de  degré  moindre 
que  F(a:} ,  et  par  a,  6,  c  ..»«•,  i,  /  les  m  racines  de  F{x)  =  0,  on  a 
identiquement  : 

m    Z'C^)-     M      I      /'W      I        4,-IiIl— 

^'■'     ¥(x) "" r{a){x—a)  ^ r{b){x—b)  ^  '  "  "  ' ^  h'{l){x—iy 

Cette  formule  suppose  ^ulement  que  les  racines  a,  fr, ....,  k,  / 
sont  inégales.  Elle  s'applique  au  cas  où  quelques-unes  d'entre 
elles  seraient  Inuginaires.  Seulement,  dans  ce  cas,  il  sera  con- 
venable de  faire  subir  au  second  membre  quelques  réductions, 
destinées  à  en  faire  disparaître  les  quantités  imaginaires  qui  y 
sont  en  é^idenoe. 
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Soient  a+P  ^~  >  «""P  V^*"^  »  ^^^^  racines  imaginaires;  il  est 
facile  de  voir  que  Ka+P  V^—î)  et  /"(«— P\^^)  ne  diCTèrent  que 
par  le  signe  de  v^^  ;  en  sorte  que ,  l'une  des  deux  expressiooe 
étant  P+Q v'^,  l'autre  sera  P— Q v'^.  De  même,  F(«+pv^ 
et  F(«  — p^^)  pourront  être  représentés  par  M-|-N/^el 

M— N  v^^^  ;  en  sorte  que  la  somme  des  deux  termes  du  second 
membre  de  [1]  »  qui  correspondent  aux  racines  considérées,  est 
de  la  forme  : 

P+Ov/=T  ^  P-O^^ï 


(M+Nv/-l)(a?-«-Pv/-l)      (M— Nv/=7)(x— «+?•—!)' 

ou,  en  réduisant  au  même  dénominateur,  et  supprimant  les 
termes  qui  se  détruisent  : 

a(PM  +  QN)(a?— «)  +  2PKp  — 2QMP 
(M«  +  N»)[(x~«)»+p«] 

On  voit  donc  que  les  deux  fractions  simples,  qui  correspondent 
à  deux  racines  conjuguées,  peuvent  être  réunies  en  une  seule, 
dont  le  numérateur  est  du  premier  degré  par  rapport  à  x,  et 
dont  le  dénondnateur  est  du  second  degré. 


S II.  Cas  des  racines  égales. 

288.  Forme  de  la  fraction  dans  ce  cas.  Si  le  dénominateur 
de  la  fraction 

¥{x) 

* 

contient  des  racines  égales ,  les  formules  précédentes  ne  sont 
plus  applicables  ;  on  peut  néanmoins  décomposer  cette  fraction 
en  d'autres  plus  simples.  Pour  le  montrer ,  nous  établirons 
d*abord  le  théorème  suivant. 

Théorème.  Si  a  désigne  une  racine  multipk  de  Viquation  F{x)^0, 
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a  son  degré  de  multiplicité^  la  fraction  rationnelle  ~j^  pourra  tou- 
jours être  décomposée  de  la  manière  suivante  : 

ri-i  f(^)^       A         .  f,{:c) 

^  ^  V(x)     {x—a^'^{x—a"-%(xy 

A  désignant  une  constante,  fi  (x)  un  polynôme  entier  et  rationnel, 
Fi  (x)  le  quotient  de  la  division  de  P  (\)  par  (x — a)*. 

On  a,  en  effet,  idenliquement,  quel  que  soît  A  : 

ro-,  f(^^_J^±_    ^_f^_    ,    f(x)  —  kf,(x) 

"■  ■•      F  (a?)     {x—a)*h\{x)'^{x—a)*'^{X'^a)'h\{xy 
Si  nous  déterminons  A  par  la  condilion 

[3]  /•(«)-APi(a)=0, 

le  numérateur  du  second  terme  du  second  membre  s'annulera 
pour  x=a,  et  sera,  par  conséquent,  divisible  par  (x — a);  en 
posant  donc  : 

x--a  '*^  '' 

il  viendra  :        ^77-7=7 x^+z —  ;  \r. ,  A 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

Remarque.  Fi  (x)  étant'le  quotient  de  la  division  de  F(x)  par 
la  plus  haute  puissance  de  (a?  — a)  qui  puisse  le  diviser,  Fi(a)  ne 
sera  jamais  nul  ;  et  l'équation  [3]  fournira  toujours  pour  A  une 
valeur  finie.  On  peut  remarquer  que  cette  valeur  ne  sera  jamais 

nulle  :  car  la  fraction  ^^7^  étant  réduite  à  sa  plus  simple  ex- 

F(a?)  r  r 

pression,  f{x)  et  F  (a?)  ne  peuvent  pas  avoir  de  racine  commune  ; 
et,  par  suite,  le  numérateur  f{a)  de  A  ne  peut  être  égal  à  zéro. 

Après  avoir  mis  la  fraction  —-r  sous  la  forme 

^  F  (a?) 

m  A     I       AW 

'  •*  (a;— a)»^(x— a)«-»F,(a?/ 
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si  Ton  applique  la  même  méthode  ao  second  terme  de  l'ex- 
pression [1]»  on  le  mettra  sous  la  forme 

roi  A,        .  ft(x) 

Ai  étant  une  constante  qui,  cette  fois ,  peut  être  noile,  et  f^Çx) 
une  fonction  entière. 

/  te) 
On  pourra  de  même  décomposer  /^_ALip  /^.ePupesonnDe 

de  la  forme 

et,  en  continuant  ainsi,  on  voit  que  la  fraction  proposée  '^sr-i 
peut  être  mise  sous  la  forme  : 

r4i     r(a?)_      A       .        At  I     A>->       r.Çar), 

A,  A|, . . .  A»^  étant  des  constantes  finies  et  déterminées,  dont  la 
première  n'est  pas  nulle. 

On  peut  remarquer  que  le  degré  àef{x)  étant  supposé  inCè- 
rieur  à  celui  de  Fte)>  celui  de  /'•(a;),  est  inférieur  à  celui  de  Ft{x)  ; 
car,  en  multipliant  la  formule  [4]  par  ¥{x)t  on  a  identique- 
ment: 

t5]    /(a?)=AFia?-l-Ai(4P— a)  fi{x)+. . .  -f  A.-i(aî— a)-'F,  (x) 

or  /  (a?)  est  au  plus  du  degré  (m —  1)  ;  il  doit  donc  en  être  de 

môme  de  {x — a)%(x)  :  donc  /*,(a?)  est  au  plus  du  degré  (m — a —  l), 

tandis  que  F|  (a?)  est  du  degré  (m — a).  De  plus,  il  n'existe  aucun 

facteur  commun  entre  f^{x)  et  Fi{j?);  car  ce  facteur,  divisant 

fa{x)  et  Fi  (a;),  diviserait  f(x)^  d'après  [5],  et  serait  ainsi  commun 

/  (x) 
à  /"(a?)  et  à  F  (x).  Il  résulte  de  là,  que  la  fraction  ^-^  se  présente 

ri\X) 

dans  les  mêmes  conditions  que  wr(* 


«  I 
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Soient  maintenant  b  une  seconde  racine  de  F  (a?)^0,  et  p  son 
degré  de  multiplicité  ;  en  sorte  que  Ton  ait  : 

on  peut  appliquer  la  méthode  précédente  à  la  fraction  §^  ;  et 

xi{x) 

Ton  obtiendra  une  expression  de  la  forme  : 

f.{x)^     B       ■        Bi B^,       U(x) 

B,  Bi,. ..  By^  étant  des  constantes  déterminées,  dont  la  pre- 
mière tfest  pas  nulle,  el  /"p  (a?)  étant  une  fonction  entière  de  degré 
moindre  que  celui  de  F»  (ar),  et  qui  n'a  aucun  facteur  commun 
avec  F,  {x).  D  résulte  de  là  qu'en  général,  si  on  suppose  : 

F(ic)=(«— a)*{x— 6)*...,  (a?— c)T, 

la  fraction  'jj^  pourra  être  décomposée  de  la  manière  suivante  : 

f{x)^     A  Ai  ,    A,,i 

¥{x)     (a?— fl/"^(a?  —  a)«-»  "^'  *  '  "^ x— o 


*  {x—c)r'^{x—c)f^'^''^  '^IT^C 

A,  Aiy...  B, Bi,. ••  G,  Cl,...  étant  des  constantes,  parmi  les- 
quelles A,  By .  «  •  G,  ne  sont  pas  nuls. 

La  méthode  précédente,  en  prouvant  la  possibilité  de  cette 
décomposition,  donne  en  même  temps  le  moyen  de  Peffectuer. 

1286.  Là  décomposition  n'est  possible  que  D*UNE  SEULE  HA« 

NiiRE.  Nous  allons  maintenant  prouver,  qu'une  fraction  ration- 
nelle ne  peut  être  mise  que  d'une  seule  manière»  sous  la  forme 
indiquée  dans  le  paragraphe  précédente 
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Supposons,  en  effet,  qae  Ton  ait  trouvé  deux  développements 
d'une  même  fraction  rationnelle  : 

et 

ils  sont  égaux,  quel  que  soit  x.  Multiplîons-les  par  (a?— a}*,  et 
faisons  ensuite  x=a;  le  premier  se  réduit  à  A  ;  le  second  s'an- 
nulerait si  aucun  de  ses  dénominateurs  ne  contenait  le  factenr 
rt— a.  II  faut  donc  que  les  puissances  de  {x — a)  forment  les  dé- 
nominateurs de  quelques  fractions.  Soit,  par  exemple,  a'=a;ic 
dis  qu'alors  on  doit  avoir  a'=a,  A'=A.  Supposons  en  effet,  s'il 
est  possible,  que  l'un  des  deux  exposants,  «  par  exemple,  soit 
plus  grand  que  l'autre;  tirons  de  l'équation  qui  exprime  l'égalité 

des  deux  développements,  la  valeur  de  ,  ^  .^  et  réduisons 

tous  les  autres  termes  au  même  dénominateur  ;  on  aura  un  ré- 
sultat de  la  forme  : 

A      _         f^(x) 
(a?— a)"     (x-^à)^^^  xy 

ou  A=(aj-«)H, 

f  et  4^  désignant  des  polynômes  dont  le  second  n'est  pas  divisible 
par  (x^a).  D'ailleurs  A  est  une  constante;  il  faut  donc  qu'elle 
soit  nulle;  car  l'équation  précédente  donne  A=0  pour  x=a. 
Donc  c/=a'. 

Je  dis  maintenant  que  A=A'  ;  en  effet,  en  égalant  les  dévelop- 

A' 

pements,  et  en  faisant  passer  le  t^wie  ,  _  .^  dans  le  premier 

membre,  on  pourra  rccon^  raisonnement  précédent, 

et  prouver  que  (A— A''  zéro. 

Les  termes  qui  rr  Hes  puissances  {x — a) 

dans  les  deux  d^  ^tre  eux,  on  pourra 

les  supprimer  u  seront  égaux.  Il 

faudra,  par  conséqueiit,  .  ...o  qui,  aans  ces  restes,  con- 
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tiennent  les  plus  hautes  puissances  de{x — a),  soient  aussi  égaux 
entre  eux;  et»  en  continuant  ainsi,  on  prouvera  que  les  fractions 
simples  qui  composent  les  deux  développements,  et,  par  suite, 
enfin,  les  parties  entières  E(x),E'{x)y  sont  égales  chacune  à 
chacune. 

287.  MÉTHODE  POUR  LE  CALCUL  DES  COEFFICIENTS.  Pour  ef- 
fectuer la  décomposition  d'une  fraction  rationnelle,  on  peut 
employer  un  procédé  beaucoup  plus  simple  que  celui  qui  ré- 
sulte de  la  méthode  indiquée  plus  haut  (285). 

f(x) 
'  Soient  |M  la  fraction  proposée,  et  (a?— a)*  un  facteur  mul- 
tiple de  son  dénominateur  ;  en  sorte  que  Ton  a  : 

f(x)_       f{x) 
F(a?)     {x—aY^,{x)" 

Pour  trouver,  par  une  seule  opération,  les  fractions  simples 

qui  ont  pour  dénominateurs  les  diverses  puissances  de  {x—a)^ 

on  posera  : 

X — a=A, 

f{x)       _  r{a+h) 

Ordonnant  ensuite  les  deux  polynômes  f{a-\-h)  et  P|  (a+hi 
suivant  les  puissances  croissantes  de  /»,  on  aura  : 

/(g-f /i)_  A+Ai/i+A,/t«+...  +'Am/t'* 

Si  l'on  effectue  actuellement  la  division  du  numérateur  par  le 
premier  facteur  du  dénominateur,  en  ordonnant  le  quotient  sui- 
vant les  puissances  croissantes  de  h,  on  obtiendra  des  restes 
successifs  dont  les  degrés  croîtront  sans  cesse.  Le  premier  terme 
de  Tun  des  restes  Gnira  donc  par  être  de  degré  égal  ou  supérieur 
à  n.  On  arrêtera  alors  l'opération  :  le  quotient  sera  de  degré 
(n — 1);  et  l'on  aura: 

Al6.  sp.  B.  80 
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OU,  en  divisant  les  deux  membres  par  h'^f  remarquant  que  tous 
las  termes  de  f  (/i)  contiemient  h  à  une  puissance  au  moins  égale 
àfk  et  posant: 

il  Tient  : 

Si  Ton  remplace  A  par  la  valeur  (o^^ti),  le  premier  membre 
de  cette  équation  devient^  précisément,  la  fraction  proposée  ;  le 
second  se  compose  de  la  somme  des  fractions  simples 

qui  ont  pour  dénominateurs  les  puissances  (âp — a),  et  d'une 
fraction  rationnelle  dont  le  dénominateur  ne  contient  plus  de 
facteur  (x — a).  On  traitera  cette  fraction  de  la  même  manière 
que  la  proposée,  pour  en  déduire  les  fractions  simples  relatives 
aux  autres  racines,  et  qui  complètent  le  développement. 

888.  Cas  des  racinss  imaginâikes  égales.  La  méthode  que 
nous  venons  d'exposer  ne  suppose  nullement  que  les  racines 
multiples  de  Téquation  proposée  soient  réelles.  On  doit  re- 
marquer seulement  que,  si  elles  étaient  imaginaires,  on  pour- 
rait, dans  le  résultat,  grouper  les  termes  deux  par  deux,  de 
manière  à  faire  disparaître  les  imaginaires  ;  mais  il  sera  plus 
simple  d*adopter,  dans  ce  cas,  une  forme  de  développement, 
dont  la  possibilité  résulte  du  théorème  suivant. 

TH]£oRi:ii£.  Si  k  dénominateur  àCune  fraction  rationnelle  tv=( 

admet  n  fois  une  racine  imaginaire  («+p  v^ — l)  «<  sa  conjuguée 
(«— Pv/~T),  en  sorte  que  Von  ait  : 

ou  pourra  toujours  poser 

m    /"C^)^,    P^  +  Q      t  r.(ar) 

PetQ  étant  des  constantes^  et  U  (x)  un  polynôme  réel. 
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r 

Qa  a,  en  cflet,  identiquement,  quels  que  soient  P  et  Q: 

r9i /(^)_  m  _     P3?+Q      , /T^)-(Br+Q?yi(a?) 

^  ^F{xr[(x-«]«+p*]-*\(a;)-[(a;-«)M-P'J*  '  [{x-a)^WYU^y 

Or,  on  peut,  évidemment,  déterminer  P  et  Q,  de  manière  que 
le  numérateur  de  la  deuxième  partie  du  second  membre  s'an- 
nule pour  les  hypothèses  : 


a?  =  a  +  Pv^ — 1,    a?  =  a  —  py^ — L, 

et  soit,  par  conséquent,  divisible  par  {x — «)*  -f-pP, 
Si  l'on  suppose,  en  effet, 


F4  (aitp  v/^)  =M'd:NV— 1» 

la  condition  demandée  équivaudra  à 

(M±Nv^:^-[P(a±Pv'^^)  +  Û](M'=tN'|/=T)  =  o: 


ef,  en  égalant  séparément  à  zéro  le  coeffîcient  de  ^— 1  et  l'en- 
semble des  termes  réels,  on  obtiendra  denx  équations  qui  four- 
niront, pour  P  et  Q,  des  valeurs  réelles. 

Le  numérateur  /"(oî)  — (Pjp  +  û)Pi(a?)  étant  divisible  par 
{x — «)*  -|-  p*,  on  peut  le  représenter  par  Ra?— «)*-|-p'J/i  (a;),  el 
l'équation  £2]  devient  alors  : 

rai    r(a?)_       Pa^+Q        ,  /i(^) 

^^     F(i;)-l(a?-«)«+p«]*"^[(rr-a)»-hPr*F,(a;)- 

9  l'on  applique  le  même  procédé  de  décomposition  &  la  frac- 
tioDiT- M  iflti.«^p  /^\>  Où  la  mettra  sous  laiorme 

\{x — ^r+vr^Vi{xy 

[x-^.f +p^j-*  "^  [(a?  -«)*+  p«r-»f I  {xy 


ri 


kl 
I 


^-xT 
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€t,  en  continuant  de  la  même  manière,  on  verra  que  la  fraction 
^^peut  se  décomposer  de  la  manière  suivante  : 
f(x)  Vx+Q        .        Pta?  +  Qi        I 

/;-4(a?)  étant  de  degré  moindre  que  Fi  (a?),  et  n'ayant  aucun  lac- 
teur  commun  avec  lui. 
En  rapprochant  ce  résultat  de  celui  qui  a  été  obtenu  (28ô),  on 

obtient  le  théorème  suivant  : 

289.  THÉORiME.  Si  ton  dèconvpost  le  polynorM  ¥(x)  en  fadeurs 
réels  du  premier  et  du  second  degré ^  en  sorte  que  Von  ait  : 

V{x)  =  {x—a)^{x^b)^....{x^+px  +  qT....(a^+rx+sT, 

on  pourra  décomposer  la  fraction  rationnelle  -^^  de  la  manière  sui- 
vante : 

B        .         B,         .        .      Bj^t 


+  7Zr^^,  +  FZ^^^Â^i+--  + 


(a;  _  6)P  "^  (a?  -  fr)P-»  ^•'•'^  (a?  —  6) 

Pa?  +  Q       I       Pia?  +  Qi        ,        ,  Pn-£+02-i 
'^{iX!'+px  +  qr'^[x'+px+q)^''^'''''^{fc^+px+q) 

, Ra?+S  ,        ,B«-t£+S«-t 

-r(a;a  +  ra?  +  0~"^'*'""*"  x'+rx+s' 

E  (x)  désignant  une  panie  entière  qui  peut  être  nulle,  et  A,  At.... 
AiHH,  B,  B|....  B^,  P,  Q,  des  constantes  réelles. 

Le  procédé,  qui  nous  a  servi  à  prouver  la  possibilité  de  la  dé- 
composition donne  aussi  le  moyen  de  TeBectuer:  et  Ton  pourra 
rappliquer,  pour  former  les  termes  qui  correspondent  aux  fac- 
teiu:s du  second  degré  :  «■+i>a?4-  9i  «*+»'^  +*•••• 

On  pourrait  démontrer,  comme  nous  1  avons  fait  (286),  que 
la  décomposition  en  fractions  de  la  forme  indiquée  précédera- 
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ment  n'est  jamais  possible  que  d*une  seule  manière  et  déduire 
de  là  un  moyen  de  trouver^  par  la  méthode  des  coefficients- 
indéterminés,  les  fractions  qui  répondent  à  une  racine  donnée. 
Mais  nous  supprimons  ces  détails,  qui  ne  présentent  ni  difficulté 
*û  intérêt. 

wèsomL 

282.  But  de  ce  chapitre.  —  283.  Cas  où  le  dénominateur  de  la  fraction 
à  décomposer  n'a  pas  de  racines  égales.  —  284.  Transformation  du 
résultat  dans  le  cas  où  il  y  a  des  racines  imaginaires.  —  285.  Cas 
des  racines  égales.  —  286.  La  décomposition  sous  la  forme  précé- 
dente n'est  possible  que  d'une  seule  manière.  —  287.  Méthode  pour 
calculer  les  coefficients.  — >  288.  Cas  des  racines  imaginaires  égales. 
—  289.  Théorème  général  qui  résulte  de  la  théorie  exposée  dans  ce 
chapitre. 

EXERCICES. 

I.  Si  9  («)=0  est  une  équation  de  degré  n,  et  a,  b,  x..,,  k,  l  ses  racines, 
on  a,  pour  toute  valeur  àep  plus  petite  que  (n— 1)  : 

On  s^appuie  sur  la  décomposition,  en  fractions  simples^  de  la  Ihiction  -7-:. 


IL 


IIL 


3+2* 


p«— 3)(5a;— 4)     2«— 3     5»— 4 


5 


«»+lla;  +  30     x+6  b 


i     _       1        .  g— o 

y^'  o'— ap»~3a;a— »)  "*"3a(»»4-  ax  +a')' 


44.3:c  4  7  X  —  7 


vu. 


34-«  _     8 1_ 

(5«.x)>~(5— «)'     5— «• 


™^-  "13+217"""      2(3  +  2*)»^  (3 +2*)»     2(3+2») 


310  APPENMGS. 

TT  24-3x_     14             3 

-  l+g-f^+3a^_l          n-f-lte      .   1         S+15g 

*•  il— «+5*V  ""25  •  (l— s-h6«')»'^26  "  1—45+5*»' 

XL  1 1    (      V^+g       I        V^-s      ) 

jjj^  70— 114x+143a;»  +  107g»  +  46JP*+8ag 

""î-f»^(i+!ir^îr+45*^i+« 


CHAPITRE  II. 

SUR  LES  EXPRESSION  mAGIlVAIRES. 

§  I.  Calcul  des  ezpreMions  im8g;lnaires. 

100.  But  dk  L'nmiODucnoN  des  expressions  iHACiNAmEs 
DANS  LE  CALCUL.  La  résolutioD  des  équations  du  second  degré 
conduit»  dans  certains  cas,  à  des  expressions  qui  n'ont  aucune 
valeur  numérique,  et  qui  renferment  l'indication  d'opérations 
impossibles  à  effectuer.  C'est  dans  un  but  de  généralisation,  que 
Ton  a  été  conduit  à  employer  ces  expressions  imaginaires.  Nous 
avons  vu,  par  exemple,  qu'en  les  adoptant,  on  a  l'avantage  de 
pouvoir  énoncer,  sans  restriction ,  des  théorèmes  tels  que  les 
suivants  : 

Toute  équation  du  second  degré  a  deux  racines. 

Dans  toute  équation  du  second  degré,  de  la  forme  ^-{-px 
-f-  9  =  0,  la  somme  des  racines  est  égale  au  coefficient  du  se- 
cond terme,  pris  en  signe  contraire  ;  et  leur  produit  ^t^nl  au 
terme  tout  connu. 

Ces  avantages,  qui  dans  le  cas  que  nous  citons,  sont  à  peu  près 
insignifiants  deviennent  très-importants  dans  la  théorie  géné- 
rale des  équations. 

Les  expressions  imaginaires  peuvent  aussi  être  introduites 
utilement  dans  la  solution  de  quelques  questions,  comme  nous 
le  montrerons  dans  ce  chapitre. 

9BL  J>itrmai0M  et  com^khtions.  On  donoe  le  nom  d'ex* 
pression  imaginaire  h  une  expression  de  la  forme  a^j-t/  -^li 
—  K  désignant  un  nombre  négatif,  v^— K  u'est  pas  un  nombre, 
en  ce  sens  qu'il  ne  peut  servir  de  mesure  à  aucune  grandeur; 
mais  il  peut  figurer  utilement  dans  les  calculs ,  d'après  cette 
condition  que  son  carré  soit  toujours  remplacé  par  —  R.  Si  l'on 
applique,  en  autre,  aux  nombres  imaginaires  toutes  les  règles 
démontrées  généralement  pour  les  nombres  réels,  les  opéra- 
tions relatives  à  ces  nombres  seront  suffisamment  définies,  et 
fourniront  toujours,  comme  on  le  verra,  des  résultats  de  même 
forme  qu'eux. 


312  APPENDICE. 

202.  Type  de  l'expression  imaginâibe.  —  K ,  étant  négatif, 
peut  être  représenté  par  un  carré  pris  en  signe  contraire,  —  b^  : 

le  type  d'une  expression  Imaginaire  devient  alors  a + ^—  à\ 
que  l'on  écrit  souvent  : 


Rebiarque.  On  substitue  à  v^ — 6*  l'expression  b  v/—  1,  en  vertu 
de  la  convention  faite  plus  haut  :  appliqiber  aux  nombres  magi- 
flaires  toutes  les  règles  démontrées  généralement  pour  des  norrUn'es 
réels.  En  effet,  —  6*  peut  être  considéré  comme  le  produit 
6"X  (—1):  et,  en  vertu  d'une  règle  démontrée  généralement 
pour  les  nombres  réels,  on  peut  faire  sortir  le  facteur  b^  du  ra- 
dical. 

293.  Expressions  imaginaires  coNJUGUâES.  Quels  que  soient 

les  nombres  réels  a  et  6,  l'expression  imaginaire,  (a-j-  6  v^— i), 
est  la  racine  d'une  équation  du  second  degré, 

(a?— a)«  +  6«  =  0. 

La  seconde  racine  de  cette  équation  est,  comme  on  le  voit  foci- 
lement,  a  —  &/ — l. 

Les  deux  racines  (a  +  b  ^—l)  et  (a  —  6  ^—l)  se  nomment 
des  expressions  imaginaires  conjuguées  :  leur  somme  est  réelle  et 
égale  à  2a  et  leur  produit  égal  à  (a*  -f  6»). 

294.  Puissances  de  v^—  i.  Dans  les  calculs  que  Ton  effectue 
sur  les  expressions  de  la  forme  (a  +  b  /Zl),  on  applique  (201) 
à  ces  expressions  toutes  les  règles  du  calcul  algébrique,  en  opé- 
rant comme  si  v^— 1  était  un  nombre.  Quelques  géomètres  re- 
présentent ce  symbole  par  une  lettre  i;  et,  dans  les  résultais, 
ils  remplacent  i*  par  —  I  :  les  puissances  successives  de  i  ou 
^—  1  se  trouvent  par  là  déterminées  :  car  on  a  : 
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et  ainsi  de  suite.  On  a,  en  général,  n  désignant  un  nombre 
entier  : 

Toutes  ces  conventions  sont  nécessaires,  si  Ton  veut  pouvoir 
appliquer  aux  calculs  faits  sur  les  expressions  imaginaires,  les 
règles  générales  relatives  aux  nombres  réels.  Elles  permettent 
de  démontrer  le  théorème  suivant,  qui  est  fort  important. 

295.  Produit  des  expressions  imaginaires.  Théorèue.  Si  ton 
considère  un  nombre  quelconque  (Texpressions  imaginaires, 

(a.  +  h>/^^)j  (a^+bx/^),  (û,+&,v/^),-..(a^+6.v^=r), 

que.  Von  effectue  leur  produit  diaprés  les  règles  de  la  multiplication 

algébrique^  en  remplaçant  les  puissances  de  ^^^  par  les  valeurs 
indiquées  plus  haut;  quel  que  soit  l'ordre  dans  lequel  on  opère,  le 
résidUU  sera  identiquement  le  même,  c'est-à-dire  que  l'on  obtiendra 

la  mime  partie  rieUe  et  le  même  coefficient  riel  pour  ^ — 1 . 


Si  nous  remplaçons,  en  effet,  ^ — l  par  ♦,  on  sait  que  le  ré- 
sultat sera  identiquement  le  même,  quel  que  soit  Tordre  que 
Ton  adopte  pour  les  multiplications  successives;  et  que  les  coef- 
ficients des  mêmes  puissances  de  i  auront,  dans  tous  les  cas, 
les  mêmes  valeurs.  Si  donc,  dans  les  polynômes  identiques,  on 
remplace  les  puissances  de  i  par  les  valeurs  indiquées  plus  haut, 

savoir  :  i**  par  1,  i**"  par  v'^,  i*»+'  par— 1,  i*^  par—  v^^, 
les  résultats  ne  sauraient  être  différents  ;  or  il  est  tout  à  fait  in- 
différent de  remplacer,  à  la  fin  du  calcul,  chaque  puissance  de  i 
par  sa  valeur,  ou  de  faire  successivement  les  substitutions  après 
chaque  opération  partielle  :  car  ces  substitutions  se  réduisent 
toutes  à  remplacer  le  produit  de  deux  facteurs  égaux  à  i  par  le 
facteur  —  I  ;  et  peu  importe  qu*on  le  fasse  en  une  fois  ou  suces- 
sivement. 


\ 
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806.  Application.  Nous  donnerons  immédiatement  tme  ap* 
plication  du  théorème  précédent. 
Considérons  le  produit  : 

si  on  multiplie  les  deux  premiers  facteurs»  on  trouve  : 

et,  en  multipliant  les  deux  derniers,  on  trouve  : 

(a—b  )/^^  (c— (f  v^=T)  =  (oc— M)— (ad+6(?)  /^; 
en  fiorte  que  Ton  a  ; 

P=[(ac— 6d)  +  (ad+6c)  )/^^][{ac^b(ï)—{ad+bc)f=^, 

ou,  en  effectuant  : 

P =(ac  —  6d)»  +  (ad  +  bc)\ 

D*un  autre  côté»  en  multipliant  le  premier  facteur  par  le  troi- 
sième, et  le  second  par  le  quatrième,  on  a  : 

donc  :  P  «  <a*+6*)  ((?» + d*)  ; 

ce  qui  donne  la  formule  ; 

laquelle  est,  du  reste,  extrèmemwt  facile  h  vérifier. 


S  IL  JnlradiictiaD  tes  lignes  trigonométrîqnes  dans  les  tas^nmkm 

imagiaams, 

Jt97.  jrORH£  nOUYEIXE  D£  L*£XPaESSI0N  IMAGINAIBS.  LeS  eX« 

pressions  imaginaires  peuvent  se  mettre  sous  une  forme  parti' 
culière,  qui  simplifie  souvent  les  calculs  auxguete  on  doit  Jes 
soumettre.  . 
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,      Sôit  l'expressioD  a  +  fr  /— Tï 

si  l'on  pose  : 

[1]  a=pcoS7,      6  =  pBinf, 

on  poaiTH,  quels  qae  soient  a  et  b,  troarer  pour  p  ui 
positive,  et  ponr  f  une  valear  moindre  que  Sn,  qui  sal 
h  ces  deux  équation^;  il  sufBra  de  prendre  : 

[3]  p»=o»+J»,       tangT=^. 

Les  équations  [3]  et  [4]  se  déduisent,  en  effet,  des  é 
[I]  et  [S],  en  ajoutant  leurs  carrés,  et  en  les  divisant  m 
membre. 

Réciproquement,  si  p  et  f  ont  les  valeurs  indiquées 
équadons  [3]  et  [k],  on  aura  : 

1  1  a 

CÛSç^  — 


Bln9  =  - 


div'i  +  tang>     -tW'i_,.5|     ±\/6'  + 
el,  en  remplaçant  j/ft'+a'  par  f, 

c'est— dire        o:=±pcosç,        &=d:psiaf  ; 

ce  qtû  ctânàdera  avec  tes  équations  £1]  et  [S],  si  Ton  1 
prendre  pour  f  celui  des  deux  angles  qui,  ayant  pour 

^  a  son  sinus  de  mâme  signe  «foe  p. 

D'après  ce  qui  précède,  une  aspressioa  imaginaire  {o- 
peut  toujours  se  mettre  sous  la  forme 

p  (w8  f  +  }/—î  ma  f). 
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et  ne  peut  évidemment  s'y  mettre  que  d'une  seule  manière, 
(p  devant  être  positif  et  9  moindre  que  2ic). 

P  se  nomme  le  moduU  et  9  Yargumtni  de  cette  expression 
imaginaire.  Nous  allons  voir  qu'il  y  a  un  avantage  de  sJmpL'cité 
à  mettre  les  expressions  imaginaires  sous  cette  forme. 

898  Multiplication  des  expressions  imaginaires.  Soit  à  mu- 
tiplier  les  deux  expressions  : 

p  ((îos  <p  +  /^  sin  <p) ,    p'  (cos  ç'  4-  V^— f  sin  ç'). 

En  effectuant  le  produit,  et  en  remplaçant  seulement  le  carré 
de  v'--^  par —  1,  on  trouve  : 

pp' [cos f  cos f ' — sin <p sin îj»' + /^  (cosf  sin  V-fsin^ cos  ç*)] 

=  pp' [cos  (9 + (pO  +  V^^  sin  (ç  +  çO]- 

Par  conséquent,  pour  multiplier,  l'une  par  Vautre,  deux  expres- 
sions imaginaires,  il  faut  multiplier  les  modules  et  ajouter  les  ar- 
ffuments. 

La  règle  précédente  permet  évidemment  de  faire  le  produit 
d'un  nombre  quelconque  d'expressions  imaginaires. 

999.  DiTisiON  DES  EXPRESSIONS  IMAGINAIRES.  Pour  dhiser, 
Fune  par  Vautre,  des  expressions  imaginaires,  il  suffit  de  diviser 
les  modules  et  de  retrancher  les  arguments.  On  a  : 

p(cos«-|-\^ —  i  sin  9      P-       ,        ^  ,    / — 7   .    ,         ,^, 
P  (cos  ç'  +  V -- 1  sm  ff'     P 

En  effet,  celte  égalité  devient  évidente,  si  l'on  chasse  le  déno- 
minateur,  et  que  l'on  effectue  la  multiplication  du  second  mem- 
bre, d'après  la  règle  donnée  précédemment. 

300.  PaiSSANCES  d'une  expression  IlfAGINAIRE  :  CAS  Od  m  EST 

ENTIER  ET  POSITIF.  Si  l'ou  supposc  quc  Ics  cxprcssions  à  multi- 
plier deviennent  toutes  égales  entre  elles,  les  théorèmes  précé- 
dents prouvent  que  : 

La  puissance  entière  d^une  expression  imaginaire  a  pour  moduk 


1. 
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la  puissance  correspondante  du  module,  et  pour  argument  le  pro- 
duit de  Vargument  par  Vindice  de  la  puUsance,  Ainsi  l'on  a  : 

[1]      [p(coS(p+ v/— 1  sin  <?)]*=  p*  (cos  m(p+  v'—î  smm<p). 

Cette  formule,  due  à  Moivre,  très-importante  en  analyse,  s'étend, 
comme  nous  allons  le  faire  voir,  au  cas  où  m  désigne  un  nom- 
bre fractionnaire  ou  négatif. 

501.  Cas  où  m  est  Fractionnaire.  Supposons  d'abord  que  m 

y  soit  remplacé  par—,  m'  étant  entier,  il  s'agit  de  montrer  que 

Ton  a  : 

[2]     [p(cos<p-Fv/— isin?)]    =p*'(^cosj£;+v^— lsin^,j. 

Pour   vérifier  cette  égalité,  élevons  les  deux  membres  à  la 
puissance  m'  :  le  premier  donnera,  évidemment,  pour  résultat, 

p  ^cos  +  7  v^— î  sin  f);  et  la  règle,  donnée  pour  les  puissances 
entières,  montre  qu'il  en  est  de  même  du  second. 

Remarque.  Cos  9  et  sin  <p  étant  donnés,  cos  -^  et  sin  ^,  ne 

m  m 

sont  pas   complètement  déterminés;  ils  restent  susceptibles 

de  plusieurs  valeurs  distinctes.  Il  en  résulte  aussi  des  valeurs 

distinctes  pour  l'expression 

[  P  (cos  ç  +  v^^  sin  ç)l"  > 

ce  qui  est  conforme  aux  principes  indiqués  dans  la  théorie  des 

équations. 

Si  nous  considérons  maintenant  le  cas,  où  l'exposant  m  est 

tn 
remplacé  par  une  fraction  —,  il  faut  prouver  que  : 

[3]     [p(cos9+v^=^sin<p)r=p"^cosî^  +  ^^sin^j. 

En  effet,  élever  une  expression  à  la  puissance  —,  c'est,  pardé^ 

finition,  en  prendre  la  r&i^ine  n"**,  puis  élever  le  résultat  à  la 
puissance  m~*.  Or,  les  fomules  [l]  et  [2]  permettent  de  faire 
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successiyement  ces  deux  opérations  ;  et  Ton  est  ainsi  conduit  i 

la  formule  [3]. 

508.  Cas  ot  m  est  négatif.  Supposons  enfin  que  m  ait  une 
valeur  négative  —  m'  ;  il  faut  prouver  que  Ton  a  : 


[p(cos9  +  /^  sîn9)l-*''=p-*'  [cos  (— fn'9)-f  v/^  sin(— m'f}]. 
Pour  cela,  remarquons  que,  par  définition  : 

*      [pCcosç+v'^sinç)]— '  = 


or 


[pCcosç-hv/— isin^jp 
1  1 


[p  (cosf  4-V^--ï  sin  ç)]*'     p*'(cosm'  f -f  v^^^  siBm'f} 
puisque  m'  est  positif  (300)  ;  mais  on  a  : 

1  cosO  +  i/ — isînO 


P*'  (cosm  '«p-f  V^  sin  m'^)]     p**  (cosm'ç  -j-  ^ — 1  sinm'  9) 

= p-^'  [cos  (—  m V)  +  v^— 1  sin  (—  m'ç)]  : 
ce  qu'il  fisdlait  démontrer. 

S  m.  Applications. 

Nous  indiquerons  quelques  applications  des  formules  précé- 
dentes. 

303.  Théorème.  Toni  trinôme  de  la  forme  x^+px*+ 4  ^<^ 
eomposable  en  deux  facteurs  réels  du  second  degré. 

Posons  a?=^z.  Nons  distinguerons  deux  cas  : 

1*  Supposons  que  Féquation  du  second  degré» 

ait  deux  racines  réelles  a  et  p;  on  aura  : 
ety  par  suite  : 
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S*  Supposons  que  Téqualion  du  second  degt 

dt  deni  racines  Imaginaires,  s-f^v'^,  a— 

x*+px-\-q=(z-»-pi/^)(z~«- 

et,  par  suite  : 

[1]    ir'  +  pa;'  +  5=(fl;»_»-flv/=i)(a:'- 
ce  qui  peut  s'écrire  : 


Fois,  en  posant  : 

a  +  p  v'— ï  =  ?  (cos  y  +  v'~  sii 
et — p^^=  p{c0Sip— v/^sil 

et,  par  suite  (S92}, 


vChT^^  v/p  (cos  I + v^  s 

il  vient: 

=  U— l/p  (cos|4-v/^  sin?)][^a:+V^(cos 

X  l^a;— v7(cos|— yCn  sin|)]  [œ+vf  (ces 

OQ,  en  réunissant  le  premier  et  le  troisième  Tac 
el  le  quatrième,  qui,  évidemment,  sout  conjug 


.   »»  -  '  f  -^  -  -      -r 
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et  le  trinôme  est  ainsi  décomposé  en  deux  facteurs  réels  du  se- 
cond degré. 

S04  Problèbie.  Exprimer  cos  mop  et  sin  m^  en  fonction  de 
cos  fetde  sin  ^  • 

On  a: 

(cos  ç + v/ — 1  sin  «p)« = cos  w?ç+  ^HT  sin  nu^ 

en  développant  le  premier  membre  par  la  formule  du  bînoroe, 
et  en  égalant  le  résultat  au  second  membre,  c'est-à-dire,  en  écri- 
vant que  les  parties  réelles  sont  égales,  ainsi  que  les  parties 
imaginaires,  on  a  : 

cos mç  =  cos«(p  —  ^(^^~^)  cos*-«9 siii'ip 

+ TOT^ ^cos-*çsin»ç+..., 

sîntn<p=mcos— *9Sin9—  ^^—^K^n^^)  cos*+»<psin»(p+.... 

SOiS.  Problème.  Évaluer  x"-)-  -.  en  fonction  dex+'. 
Posons  :  a;  =  cos  y  +  v^^^sin  f  ; 

et,  par  suite  :  -  =  cos  ç — y/^  sin  9; 


on  en  tiie,  d*une  part  : 


a?+"  =  2cos*; 
X  *  ' 


et,  de  Fautre  : 

rp"  =  cos  mf  -f-  ^ — 1  sin  mo, 


a; 
d'où  Ton  conclut  : 


1  . —  . 

,-pi = cos  m^» — 1^- 1  sm  wi?; 


a?"+^  =  2cosm^ 
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Ainsi,  la  formuley  qui  donne  cos  mç  en  fonction  de  cos  9,  pcr^ 


X  1 

mettra  de  calculer — - —  en  fonction  de  a?  4--. 

a  •  X 


Remarque.  Pour  obtenir  la  formule  demandée,  nous  avons 
supposé  à  X  une  valeur  imaginaire 

a?  =  C0S94"V^*"isin9; 

le  résultat  est-il  suffisamment  établi  pour  une  valeur  réelle 
quelconque  de  a??  Pour  démontrer  que  la  formule  est  générale, 
il  faut  remarquer  que,  si  l'on  chasse  les  dénominateurs,  elle  est 
de  degré  2m;  et  Ton  sait,  par  la  théorie  des  équations,  qu'elle 
doit  alors  être  identique,  si  elle  a  lieu  pour  plus  de  2m  valeurs 
réelles  ou  imaginaires  de  la  variable. 

RÉSUMÉ. 

290.  On  rappelle  que  les  expressions  imaginaires  se  sont  introduites 
dans  un  but  de  généralisation,  dont  l'importance  devient  plus  grande 
encore  dans  la  suite  de  Talgèbre.  —  291.  Une  expression  imagi- 
naire, n'étant  la  mesure  d'aucune  grandeur,  n'est  pas  un  nombre  • 
mais,  à  Taide  de  conventions  convenables,  elle  peut  figurer  utile- 
ment dans  les  calculs.  —  292.  On  a  l'habitude  de  donner  aux  expres- 
sions >  imaginaires  la  forme  (a-f-5v/^).  —  293.  Toute  expression 
imaginaire  est  racine  d'une  équation  du  second  degré  ;  Tautre  racine 
se  nomme  expression  conjuguée.  —  294.  Puissances  successives  de 

^— 1.  —  295.  Un  produit  de  facteurs  imaginaires  ne  change  pas, 
quand  on  Intervertit  les  facteurs.  —  206.  Application  du  théorème 
précédent  à  la  démonstration  d'une  formule  d'algèbre  entre  nombres 
réels.  —  297.  Expression  trigonométrique  des  expressions  imaginai- 
res; définition  du  module  et  de  l'argument.  —  298.  Produit  de  deux 
expressions  imaginaires.  —  299.  Quotient  de  deux  expressions  ima- 
ginaires. —  300.  Puissances  entières  d'une  expression  imaginaire. 
—  SOI ,  302.  Extension  du  résultat  obtenu  au  cas  d'un  exposant 
traclionnaire  ou  négatif.  —303,  304,  305.  Application  des  formules 
précédentes  à  quelques  résultats  où  ne  figurent  plus  que  des  quan* 
tités  réelles. 

Alg.  sp.  B.  21 


3^  APPËRDiCfi* 

EXEnCiCES. 

I.  Démontrer,  sans  avoir  recours  à  des  expressieas  trîgonométriques,  que 


On.troavQ  : 


«8t  la  forme  p  +  9^^  • 

On  applique  une  métbode  analogue  à  celle  qui  est  exposée  (I^  ZIT}* 
II.  Trouver  les  racines  réelles  ou  imaginaires  de  Téquation 

m.  Il  désignant  un.nSDmbre  impair  premier  avec  3,  &(+y}" — s*— |*  s'an- 
nula pour  »  =if  (  ^^^^—ii^^j - 

On  applique  la  formule  de  Moivre  (300). 

IV.  Résoudre  Téquation 

«■ — 2«*  cos  ç+ 1=0. 

Oit  trouve  2  valeurs  pour  x'^  et  Ton  en  tire  6  valeurs  pour  s,  ea  remplaçant 
9  par  tous  les  arcs  qui  ont  le  môme  sinus  et  le  mÊme  cosinus. 

V..  Quelles  soni  les  expresBinns  imagkiaiiBSt,  dflnt  la  paâsanoa  »**  est 
rédlaî 


On  trouva  i.  r  (coa  — +  yCIÎ  »ia— ^ . 


TI.  TrouTcr  une  expression  imaginaire,  dont  le  cul»  sûii  égal  i  Tuailkllefi 
existe  deux  dont  chacune  est  la  carré  de  Tautra^ 


On  trouTff  r 


— Tdrv'— 3. 


TFT.  En  nommant  a  expression  dont  le  cube  edt  ê^  S  Funilé^  vérifier  la 
formnfer 

(i»+ & +4  (a+2tt4^2}  (4i.+^'+a4=a> -Ir^  4r  i»— Softs. 
0«  effectue  les  cafeols  lodiqués. 

TUI.  Le  modjile  de  Ui  somjsie  da  denrezprassiQns  inaginains  «atptespCB 
que  la  somma  da  lauia  modules.  eLplus  y^M  npg^  Ump  difiânBca» 


'*-^'~.t 


CHAPITRE  III. 

RESOLUTION  DES  EQUATIO.XS  DU  TROISI^WB  DEGRJ^ 

%  I.  Formées  générales  pour  la  réfloiolion  des  équations 

du  (roiaième  d«grô. 

506.  RÉDUCTION  DE  l'équatiom  ^nj^^uu.  SQÏt  l'^quatiOD  du 
troisième  degré  : 

[1]  (p(a?)=a;*+ar*4-^^+^=0- 

Posons  $>T=:af-^h; 

elle  deviendra: 

eX^  si  nous  posons  :  ff{h)  =  o, 

c*est-à-dîre  6/i  +  2a;:5  0,    ou    h^^Za^ 

Téquation  en  x*  ne  contiendra  pas  de  terme  en  x'^^  et  sera  de  la 
forme 

[2]  a?''+|)a;'  + j=5  0. 

C'est  sous  cette  dernière  forme  que  nous  étudierons  l'équation 
du  troisième  degré,  en  supprimant  Taccent  de  la  lettre  x. 

307.  RÉSOLUTION  DE  l'équation  0^  =s  1  •  Nous  commencerous 
par  traiter  Téquation  plus  simple 

[1]  7?=\. 

L'un^  de  ses  racines  est»  évidemment,  x=  U  Pqut  i^YQir  Les  ^\xs^ 
autresi  écrivons  la  proposée  sous  la  forme 
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et  divisons  le  premier  membre  par  (x — 1);  nous  obtiendrons: 

dont  les  racmes  sont  :    x = -^ • 

L'unité  a  donc  une  racine  cubique  réelle,  égale  à  1,  et  deux 
racines  cubiques  imaginaires  ;  dans  ce  qui  va  suivre,  nous  re- 
présenterons l'une  de  ces  dernières  par  la  lettre  «  ;  l'autre  sera 
«V  comme  on  peut  facilement  le  vérifier  : 


(-±£^-=i 


4 2  ' 


II  est  clair,  d'ailleurs,  que»  si  l'on  a  : 

«•  =  1, 

on  a  aussi  :  a*  =  1 ,    ou    (a*)'  =  l  ; 

donc  a'  doit  être  racine  de  l'équation  [1],  toutes  les  fois  que  « 
y  satisfait  lui-même. 

308.    RÉSOLUTION   ALGÉBRIQUE   DE    L'ÉQUATION    DU    TROISIÈME 

DEGRÉ.  Reprenons  actuellement  l'équation, 

[i]  a^+px  +  g^O, 

à  laquelle  peut  se  ramener  (506)  toute  équation  du  troisième 
degré  ;  posons,  pour  la  résoudre  : 

x=^y+z; 
elle  deviendra  : 

ce  que  l'on  peut  écrire  :    . 

y  et  JT  étant  assujettis  à  la  seule  condition  d'avoir  pour  somoïc 
la  racine  cherchée  a?,  nous  pouvons  établir  entre  elles  une  rela- 
tion arbitraire,  et  poser 

[2]  3yz+p=0; 
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réquation  devient  alors  : 

[3]  y'+z'+q=0. 

Or,  on  résoudra  les  équations  [2]  et  [3],  en  remarquant  qu'elles 
font  connaître  la  somme  et  le  produit  des  quantités  ^eiz*;  on 
a,  en  effet  : 

y^  et  js*  sont  donc  les  racines  de  Téquation, 

«s 

et,  par  conséquent»  ces  deux  quantités  sont  respecti?ement  : 

2^  V  ^       27'  2       V  ^       27* 

On  en  déduit  : 

w-»+-\/-|+\/î^+V/-|-v/f+É>- 

509.  Nombre  des  racines  fournies  par  la  formule.  La  for- 
mule précédente  exige  quelques  explications.  Un  nombre  quel- 
conque A  a  trois  racines  cubiques ,  puisque  l'équation  af=:k 
admet  nécessairement  trois  racines.  Pour  obtenir  ces  trois  ra- 
cines»  il  suffit  d'en  connaître  une  seule,  et  de  la  multiplier  suc- 
cessivement par  a  et  par  a';  ce  qui,  évidemment,  ne  change  pas 
son  cube  (507). 

D'après  cela,  la  formule  [4]  qui  donne  la  valeur  de  x^  semble 
fournir  neuf  solutions  ;  car  chaque  radical  a  trois  valeurs,  et 
rien  n'indique  la  dépendance  à  établir  entre  elles.  On  doit  re- 
marquer pourtant,  que  cette  dépendance  existe;  nous  avons,  en 
effet: 


m 


le  produit  des  deax  radicaux  doit  donc  être  réel  et  égal  à 

P 
"■3* 


326  A^I»£NDICK. 

Soient,  d'après  cela,  A  et  B  deux  valeurs  des  racines  cu- 
biques remplissant  cette  condition  ;  de  telle  sorte  que  l'une  des 
racines  de  Téquation  proposée  soit  : 

les  ¥aleoi-s  de  y  et  de  z  sont  j  outre  A  et  B  : 

aA,       «*A, 
«A»        «%; 

et  11  est  clair  que,  le  produit  AB  étant  réel,  les  seules  combi- 
naisons qui  puissent  également  donner  un  produit  réel,  sont  : 

â?,=aB+«*A^ 

et  le  nombre  des  solutions  se  réduit  à  trois,  comme  cda  devait 
être. 

§  II.  Conditioos  de  réalité  des  racines  deréquatioa  (c'-f-P^+f+O- 

SIOl  Examen  des  cas  qui  peuvent  se  présenter^  On  peut 
reiMrqo^  é'abord  que  les  équations 

(a^  +  px+q^O, 

ont  leurs  racines  égales  et  de  signes  contraires  ;  car»  si  Fhy- 
polhèse  «?=::a  vérifie  Tune,  Thypothèse  œ=^ — «  satisfera  à 
l'autre. 

D*a(>rè6  cela,  nous  nous  bornerons  à  cbercher  dans  quel  cas 
l'équation 

[1]  a^'\-px+q=0 

peut  admettre  trois  racines  réeUes,  q  désignant  un  nombre 
positif. 

La  règle  de  Descaries  nous  apprend  tout  d'abord,  qu*il  faut 
nécessairement  que  p  soit  négatif.  S'il  en  était  autrement. 
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réquation  [1]  n'aurait,  en  effet^  aucune  variatlûn;  et  la  trans- 
formée en  —  X 

—  a;*— px+a  =  0 

n'en  aurait  qu'une  seule.  L'équation  aurait ,  par  suite,  une  seule 
racine  négative,  et  n'aurait  pas  de  racines  positives.    ' 

Sil.  Conditions  de  râauxê.  Examinons  donc  le  seul  cas  où 
p  est  négatif.  L'équation  a  alors,  d'après  la  règle  de  Descartes, 
une  seule  racine  négative  ;  elle  peut  avoir  deux  racines  positives» 
ou  n'en  pas  avoir  du  tout.  Ce  sont  ces  deux  cas  que  nous  voi? 
Ions  distinguer. 

L'éqnattion  proposée  peut  s'écrire  : 

p  étant  un  nombre  positif. 

Si  X  vaiie  de  ^  à  |/^^  le  produit  xK^p  — rr*)  eald^abord  jmL; 
il  augmente  jusqu'à  un  certain  maximum  ;  puis  il  diminue,  et 

redevient  nul  pour  a?= y/^^.  Si  donc  le  maximum  surpasse  q^ 
H  y  .aura  deux  vaieuis  de  x^  pour  lescpieUes  ce  {tFodnit  seca  égal 
à  (7;  et  réqoatiim  aura  deux  xacines  positives,  moindres  gne 

yj^f.  sa  le  maximum  do  second  membre  est  .moindre  que  4, 
l'égalité  est  impossible  pour  les  valeurs  de.»  comprises  entre  0  et 

^ — p,  et,  par  suite,  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  x;  car  le 
second  membre  deviendrait  négatif,  si  a^  était  plus  grand  que 
*^p.  S*il  arrive  enfin,  que  le  maximum  du  second  membre  soit 
précisément  égal  à  g,  l'égalité  Tie  pourra  avoir  lieu  que  pour  une 
seule  valeur  de  x;  et  les  deux  racines  deviendroiït  égales. 

La  condition  de  réalité  des  trois  racines  s'obtiendra  donu  en 
cherchant  le  maximum  de 

et  en  écrivant  qu'il  est  moindre  que  q.  Or,  ce  maximum  cor- 
respond à  la  valeur  de  x  qui  rend  la  dérivée  égale  à  zéro,  et  qui 
satisfait,  par  suite,  &  l'équation  : 

— p — 3a;' =0. 
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Pour  celte  valeur,  W  — |,  le  produit  x{—p—x^)^  deyient  : 


la  condition  de  réalité  des  trois  racines  est  donc  : 


q< 


V        27' 


OU  4p»+27^«<0- 

Il  faut  en  outre,  comme  on  Ta  yu,  que  p  soit  négatif;  mais  celle 
condition  est  évidemment  nécessaire  à  l'exactitude  de  Tioéga- 
lité  précédente;  et  il  est  inutile  de  la  mentionner  à  part. 

5i8.  RÉSUMÉ.  D*après  ce  qui  précède,  et  en  nous  servant  des 
principes  généraux  de  la  théorie  des  équations,  nous  poavons 
établir  les  propositions  suivantes,  relatives  à  l'équation 

[1]  s^+px+q^O. 

V  La  somma  des  trois  racines  est  égale  à  zéro.  Si  Tune  d'entre 

elles  est  imaginaire  et  de  la  forme  (a+p  v^—ï),  il  y  aura  né- 
cessairement encore  une  autre  racine  imaginaire  de  la  forme 
(a^Py/lIT);  et  il  n'y  en  aura  qu'une  seule. 

2«  Le  terme  tout  connu  est  égal  au  produit  des  trois  racines 
pris  en  signe  contraire.  Si  deux  équations  de  la  forme  [1]  ne 
difièrent  entre  elles  que  par  le  signe  du  terme  connu,  leurs  ra- 
cines seront  respectivement  égales,  mais  de  signes  contraires. 

Ainsi,  par  exemple,  les  racines  de  l'équation, 

«»— 39x+70=0, 
étant  2,  5  et  —  7,  celles  de  l'équation 

a^— 39x— 70=0 
seront  —2,  —  5  et  +  7. 

Z"  Lorsque  p  est  positif,  l'équation  admet  deux  racines  ima- 
ginaires. 
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4<»  Lorsque  le  p  est  positif,  Téquation  admet  deux  racines  ima- 
ginaires. 

^  Lorsque  p  est  négatif  y  Téquation  a  trois  racines  réelks  et 

inégales f  si  (f7  + 4-)  ^st  négatif;  elle  a  trois  racines  réelles j  dont 

deux  égales,  si  (17+4)  ^st  zéro.  Enfin  elle  a  deux  racines  imar 

ginaires,  si  f  ~  +^j  est  positif. 

Ainsi,  par  exemple,  les  équations  suivantes  ont  : 

ir»+100a?dbl6=0 

a?+   12a;±:l6=0.^       .... 
.  ±16=01    r^c*^®^  imaginaires  ; 

a;»—     7a?dbl6=0 

a? —  1 2a?  di  1 6 = 0  2  racines  réelles  égales  ; 

a;"—  20a?±16=0)„       .         x  n     •  z    1 
-•     1  /^/^  _L- 1 ..     A 1 3  racines  réelles  inégales. 

S  ni.  Résolation  trigonométriqae  des  équalions  du  troisième  degré. 

515.  Cas  des  RAaNES  réelles.  Nous  allons  maintenant  mon- 
trer comment,  à  l'aide  des  fonctions  trigonométriques,  on  peut 
déterminer  directement  toutes  les  racines,  réelles  ou  imagi- 
naires, d'une  équation  du  troisième  degré. 

1*'  Cas.  Racines  réelles.  Condition  : 


\27~(*/ 


<0. 


Lorsque  l'équation  [1]  a  ses  trois  racines  réelles  et  inégales, 
la  quantité  sous  le  radical  du  second  degré  (50B)  est  négative  ; 
et  la  valeur  [4]  de  x  estia  somme  de  deux  quantités  imaginaires* 
Pour  la  débarrasser  de  ces  symboles  imaginaires,  posons  : 

— |=pcosç,    et    ^  +  ^7=-p*sm»o; 
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la  formule  [4]  deviendra  : 


a;=:v^pcos(p-:|-psin(pv/ — l-j-  Vpcosf — psmçv^--i 
et,  d'après  la  formule  de  Moivre  (502)>  on  aura  : 

a;=  V^p.  feos-î-ï^ f-smi-t^ — -V— ÎJ 

+  V^p.  (^cos^^-i^^ aiûX:i- — ,  ^—  1  \, 

formule  où  Ton  doit  donner  à  ft  ks  dateurs  0>  1,  S.  S  faut  bail- 
leurs que  A;  ait  la  même  valeur  dans  ces  deux  termes,  pour  que 
le  produit  yz  soit  réel. 

On  aura  donc  :      a;  =  2  v/p.  cos  ^""^  ■  ^, 
ce  qui  donne,  pour  les  trois  valeurs  de  k  : 
a?  =  2v'p-oos|,    «^p.co8(|+120»V    S^-cosf|  +  240*V 


ou 


a?=2  v^pTcosi,  —  2vyp'Cosr6(p— ^-V  îyp.cos  n*o»— ly 

Pour  déterminer  les  lodeucs  de  f  et  de  f  Op  étant  ^ascatieik- 
ment  positif)»  on  a  : 

p«cos*9  =  l\    _ptsin»9=Ç  +  ^, 


4   '  27' 


donc: 


«1 


g.     OD     P=y/-f7, 


et  tOSY:=î=— ^. 

Remarque.  Si  la  valeur,  que  la  formule  précédente  asâgne  à 
cos  9,  est  négative,  on  cherchera  dans  les  tables  Tare  9',  qui  a 
pour  cosinus  le  même  nombre  pris  positivement;  et  9  sera  le 
supplément  de  9'. 
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514.  Exemple  I.  Partager  un  hémisphère  en  deux  parties  égales 
par  un  plan  parallèle  à  la  base. 

Soient  :  x  la  distance  du  plan  sécant  au  centre  de  la  sphère  ; 

y  le  rayon  de  la  section  circulaire  ; 

f  sfi:  1  ie  rayon  de  la  sphère. 
On  aura  Véquation  : 

2r*Tc,         .     ary'ic     r*w 

■  '  '   (r  —  x) —  =  — • 

3     ^        ^         3  3 

Or  jf»=i:r*  — ic*; 

donc  2(1  — x)  — x{\  — a^)  =  i- 

0«  a^— 3«+l  =  0; 

éqaafioA  qui  donnera  la  Taleur  de  x. 
Nous  avons  Ici  :        p£=— 3,    q=^l; 

donc:         p=y^g=i,  etcos9=-^p=-i; 

donc  f=l20»,    et    |  =  40«. 

Les  trois  racines  de  Fêquation  proposée  sont  donc  : 

a?i=  2COS40*=  1,5320888, 
a;j=—  2  COS20*=—  1,8793852, 
Xi=      2cos80*=      0,3472964. 

On  vérifie  que  a?4  +  ari  +  a:»  =  0. 

Parmi  ces  trois  racines,  il  n'y  a  que  la  dernière  qui  réponde  au 
problème  proposé;  car  seule  elle  est  positive  -et  inférieure  au 
rayon  de  la  sphère. 

5it5.  Exemple  II.  Déterminer  les  abscisses  des  points  d^inter^ 
section  de  la  parabole  x*=  4y,  et  de  l'hyperbole  4xy  =  7(x  —  1) 
Par  élimination  de  y,  on  obtient  Fêquation  : 

a?— 7a?  +  7=a, 
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dont  les  racines  déterminent  les  abscisses  des  points  d^ter- 
section.  On  a  : 

p  =  — 7,    q=+l; 

log  (—p«)  =2,53529412  log  g  =  0,84509804 

log  27  =1,43136376  GMog  2  — 10=J_,6989700O 

log  p«=  1,10393036  CMog  p  — 10  =  1,44803482 

iOgp  =  0,55196518  logCOS(p'=  1,99210286 

log  rp  =  0,18398839  h"    »^/^36V95 


9 
3 


=66*22'7'',935,      (ôO»-  2^  =3» 37' 52", 065,     ^120»— 1)=  63* 3r  52^,065 


log  COS =î,  7433874    log  COS  =  î,9991272     log  COS  =  1,6475281 

log  2  =  0,3010300  =0,3010300  =0,3010300 

log  ^p  =  0,1839884  =  0,1839884  =0,1839884 

log ar^  =0,2284058  log(-rc«)= 0,4841 456      log  ar,  =0,1325465 
Xi  =  1,692021 ,  a^=—  3,048917,        a^=  1,356893 

Vérification. 

Xi  =      1,692021  log  Xi  =  0,2284058 

Xi  =—3,048917  log  iT,  =  0,4841456 

Xi=      1,356896  log  ir,  =  0,1325465 


Xi  +  Xi  +  Xt=     0.  log  Xi  XtXi  =  0,8450979 

Xi  Xf  X^  —    I  m 

316.  2*  Cas.  Racines  imaginaires.  Condition  : 


(Pl  +  t) 

\27  ^  4  / 


>0. 


1"*  Cas  où  p  est  négatif.  On  a  : 


k^       27* 

et  Ton  peut  poser,  par  conséquent  : 


V       27 


-g  =  |sin«. 
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On  aura  alors  : 

cl  ,      «=y— |  +  |cOSa>=y/^-9COS*^, 

ou ,  en  remplaçant  q  par  sa  valeur  -: —  \/"~  27  » 

y=v/-f-\/^  et  *=\/-|.v/coi^. 

Soit  maintenant  <p  un  angle  auxiliaire  déterminé  par  Téqua- 
lion: 


tang9==Y/tang^, 


on  aura:     y  =  l/— |*lan^<p,    ^=i/— |.cot9; 
et,  par  suite,  les  valeurs  de  x  seront  : 

et  — éi/— |.[tangç+cot(p]±:iv^^V^.[ïangç--cot(p], 

ou  — ?— s-l/— §^v'~-V^-^-col29; 

sin2«pV      3 

formules  calculables  par  logarithmes. 
On  cherchera  d'abord  : 

!•        sin«o  =  Hi/ir^, 

q  V       27' 


ensuite,  2*     taug 9  =  i/tang " , 


2 


après,  3»  a?i  =  2  i/ — ? coséc 29, 

ctenfln,  4»  a?==-- w— |coséc29±:/irï,^/ir^col39 
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Ouant  aux  signes  des  racines,  on  tiendra  compte  de  ce  que  la 
racine  réelle  est  toujours  de  signe  contraire  à  celui  du  terme 
tout  connu  de  l'équation ,  et  qu^  la  somme  des  trois  racines  est 
nulle. 

517.  Exemple  m.  a;*— 10,871385a?-f  18,0l03t=0. 
On  a:         p^pr— 10,871385,    ç=+ 18,01032; 

donc  :  log  (—^\  =  i  ,6774908  » 


^t  log  ^—^  =  0,8387454;, 

mais  k>g  2  =  0,3010300, 

et  CMog:g—!0=  8,7444786, 

!•  donc  log  sin  «  =  ï,8842540  ; 

delà:  «=50%    et    ^  =  25* 

log  tang»  <p = log  tang  ^  ■»  î,6686725  ; 

^*  donc  :  log  tang  «p  =  î,8895575  ; 

deï^  ç=37«47'3r,287 


et 


2f>  =  75"35'   sr,574i 

logy  "-|  =  0,2795818  log/^  =  0,5181424 

log  2  =  0,3010300  logCOt2y=;:=T>4lOOi20 

sin  2(p— 10  =  0,0138941      log/=7cot2(p  =  T,928i653 


,   logJ?,  =  0,5945059  v^^COt  2^  =  0,8475501 

rr4  =  3,931026. 

Donc  les  trois  racines  sont  : 

0?= --3,931026, 
et  a?=-{-l,9605I3ihO,847550lXv'^=T. 

318.  Exemple  IV.  Déterminer  les  dimensions  d^un  cylindre 
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inscrit  à  là  sphère,  et  tel  que  sa  surface  convexe  soit  égale  à  la  sur^ 
foM  convexe  des  deux  calottes^  qui  ont  même  base  que  lui. 

Soient  :  r=  1  le  rayon  de  la  sphère, 

•y  le  rayon  de  la  base  du  cylindre , 

et  X  la  distance  dé  cette  base  an  centre  de  la  sphère. 

On  aura:  4tc(1— a?)  =  4rpyTr; 

mais  î/  =  v^l  — «*; 

donc:  1— a?=a?*(l-|-^), 

OU  a?*+^*+*""l=^- 

Posons:  0?=-^, 

Téquation  deviendra  : 

.  l'  +  e*  — 34  =  0, 
Onaici:  P  =  6,    g=  — 34; 

mais,  dans  cette  équation  : 


S7^4  • 


donc  l'équation  a  deux  racines  imaginaires»  dont  nQUS>  ne  dûus 
occuperons  pas. 

En  résolvant  directement  l'équation  proposée,  à  Taide  de  la 
formule  (29^,  nous  aurons  : 

z=  V^T7+V297 -f  ^17  — v/i97, 
=  v^34,2336879396—  ^^5^2336879396. 

En  se  servant  des  tables  de  logarithmes  pour  extraire  les  ra- 
cines cubiques,  oft  nm  : 

«=3,4470172  —  0,6159490 
OU  s<=:9,e3I0673; 
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donc  a;  =  0,5436891; 

et  2x  =  1,0873782,  hâuteuT du  cylindre, 

519.  2*  Cas*  où  p  est  positif  ;  on  posera  : 

il  vient  alors  : 

/-gsin»J  /—çcos»^ 

ou,  en  remplaçant  9  par  2  cotw  t/|^ , 

Posant,  comme  plus  haut  : 

[2]  tang(p=r/lang^; 

il  vient:        y  =  y/ftangy,     -^  =  — l/fcoto; 
et  les  racines  cherchées  sont  : 

a?i  =  2  i/l  col  2 (p  dr v/^.  coséc  29. 
a?=~-\/|cot2<p; 
820.  Exemple.  V.  Soit  l'équation  ; 

r 

a?'  -f  2,3473983a?  —  9,876543  =  0. 
^  =  —  9,876543,  p  =  2,3473983, 

log  (—  q)  =  0,9946050,  logp  =  0,3705868  ; 
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donc  :  ''^^  27  =  î>6803966 

log^  =  1,6803966 


log  y  ^  =  1,8401983 

log  =  0,3010300 
^       C*.  log  (—  ^)  — 10  =  1,0053950 

Donc:  [1]  log langw  =  T,  1466233 

Delà:  «  =  7*58' 42*^,91 

^=3»59'21",455; 

d'où  log  tang  j= log  tang»  f  =  2,8434760; 

donc  [2]       log  tang  9  =1,6144920; 
et  de  là  :  (p  =  22*  22'  22",22 

2ç==44*44'44',44. 

Or:  log2  =  0,3010300 

log  col  2(p  =  0,0038555    CMogsin2(p-.  10  =  0,1524513 


logy/=^=r, 


9467328  logv^—p  =  0,1 852934 


Donc  [3]    loga?4  =  0,2516183  lcg.C-^  =  0,3377447 

°sin2(p        ' 

rr,=  1,784918;  ^^==2.1764300 

sin  2s  f 

et  les  racines  de  Téquaiion  proposée  sont  : 

a?i=  1,784918, 

fl?  =  —  0,892459  ±2,1 76430  X  ^^J 
Alg.  SP.  B.  23 
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506.  Rédaction  de  Véquation  générale  da  ttroisième  degré  à  la  forme 
ûc^+pjî4-Ç=0.  —  507,  Résolution  de  réquationa:*=l.  — 508.  Ré- 
solution algébrique  de  Téquation  £d'-|~P^4'Ç=0.  —  509.  On  mon* 
tre  que  la  formule  fournit  trois  racines  seulement. — 510.  Discussion 
des  cas  où  les  trois  racines  ne  sauraient  être  réelles.  —  511.  Coadi~ 
tioa  de  réalité  des  racines.  —  512.  Résumé.  —  515.  Résolution  des 
équations  du  troisième  degré  par  le  moyen  des  tables  trigonométii- 
ques;  cas  des  racines  réelles.  —  5i4)  51  il.  Exemples.  —  519i  Cas 
où  il  y  a  deux  racines  imaginaires,  le  coefficient  du  second  terme 
étant  négatif.  —  517,  548.  Exemples.  —  518.  Cas  où  ce  co^ôent 
est  positif.  —  520.  Exemples. 


eHAPTTRE  FF. 

EÉSOLUTIOUr  NUMERIQUE  DE  DEUX.  EQUATION& 

DU  SECOND  DEGRÉ. 

S  I.  Méthode  générale;  exemples* 

« 

Wl,  PROBcëMB.  ITous  comiiicncerons  par  résotrârerlar  ques- 
tion suivante  : 

OneUe  est  la  condition  pour  qu*um  équation  du  sBCOTtddegrë^ 

foMmisseypaur  l'inconnue  y,  ua&vakm'  de  ku  formêi  Mn-^H, 
UeLlA  étant  indésmdants  da  s.. 

On  déduit  de  Téquation  [1] ,  en  la  considérant  comma  une 
équation  du  second  degré  en  y  : 

Pour  que  cette  valeur  de  y  ait  la  forme  demandée,  il  est  néces- 
saire et  sufQsanl  que  le.  polynôme  placé  sous  le  radical. 

(B*— 4AG)a?  +  2(pD.— 2AE)a?-|-(ff— 4AE), 

soit  un  carré  parfait;  et,  pourcela,  on  dbit  avoir 

(BD — 2  AE)»=  (B*  —  4AC)  (IP— 4AP)  ; 

eu*,  en  supprimant  les  termes  B»D*  qui  figurent  dans  les  deux 
membres",  et  en  divisant  ensuite  par  le  facteur  commun  4A, 

P3.  — JBD£-fAE»=4AiGP— 8B?— CD»; 

telle'est  la  condition  demandée.  Si  elle  est  remplie,  la  valeur 
de  y  prend  la  forme.: 

...                  Ba?+D   .     1   /     jr^i — TÂTT  1  BD  — 2AE\ 
[4]      »= g^±-^arv/B«-4A<î-F-^=^. 
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382.  HiTHODB  GÉNÉRALE  DE  RÉSOLUTION.  PrOpOSOnS-nOUS  aC- 

luellcment  de  résoudre  le  système  de  deux  équations  noméri* 
ques  du  second  degré  : 

[5]  Ay«+Ba:i/+Ca?+Dy+Ea?+F=0. 

[6]  kY+Vxy  +  Gsf+D'y  +  E!x+F=0. 

Si  nous  ajoutons  ces  deux  équations»  après  avoir  multiplié  la 
première  par  \  le  résultat  pourra  remplacer  Tune  d*elles.  On 
obtient  ainsi  : 

[7]     (AX+ A')î/«+  (BX+  V)xy+{Ck+  C')a?»  +  (DX+D')y 

+  (EX+E>+(FX+P)  =  0. 

X  étant  arbitraire,  nous  pouvons  la  déterminer  par  la  condition 
que  les  valeurs  de  y,  déduites  de  l'équation  [7],  soient  du  pre- 
mier degré  en  x. 
tl  suffira  (59i)  de  poser  : 

[8]    -(BX+B')(DX+D')(EX+E')+(AX+A')(EX+EV 

=k{kx+A'){a+G'xn+F)—{n+ryfi'k+By 

-(CXH-C')(DX+D7, 

équation  du  troisième  degré  en  X,  qui  aura,  par  conséquent,  une 
racine  réelle  au  moins.  On  calculera  cette  racine  par  approxi- 
mation ;  et,  en  faisant  usage  de  la  formule  {4]  (321),  on  obtien- 
dra alors,  pour  y,  deux  valeurs  de  la  forme  : 

y=Ma?+N,    y  =  Mia?-}-N| 

H,  N,  Ml,  Ni,  étant  connus  en  fonction  de  la  racine  X,  en  substi- 
tuant successivement  ces  valeurs  de  y  dans  l'une  des  équations 
[5]  et  [6],  on  obtiendra  deux  équations  du  second  d^é  en  x; 
il  y  aura,  par  conséquent,  en  tout,  quatre  valeurs  pour  x  et 
autant  pour  y. 

32«j.  Discussion.  li  y  a  plusieurs  cas  à  considérer  dans  l'ap- 
plication de  la  méthode  précédente  ;  nous  les  discuterons  avec 
quelques  détails.  Pour  plus  de  simplicité,,  nous  remarquerons 
tout  d'abord^  que  le  problème  revient  à  déterminer  l'intersection 
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de  deux  courbes  du  second  degré.  La  méthode  indiquée  équi* 
vaut  à  la  détermination  préalable  des  droites  qui  réunissent  deux 
des  points  d'intersection. 

l"»  Si  l'équation  du  troisième  degré  en  X  admet  trois  racines 
réelles,  et  si,  en  même  temps,  deux  au  moins  de  ces  racines 
rendent  positives  la  quantité 

(BX+B7— 4(AX  +  A')(CX  +  C')=*, 

ces  deux  racines  déterminent  deux  couples  de  sécantes  réelles, 
qui  se  coupent  en  général  en  quatre  points.  Ces  quatre  points 
sont  les  points  d'intersection  des  deux  courbes,  et  leurs  coor- 
données donnent  les  solutions  des  équations  proposées. 

a*  Si  l'équation  du  troisième  degré  a  trois  racines  réelles, 
dont  une  seule  rend  positive  la  quantité  k;  ou,  si  l'équation  n'a 
qu'une  seule  racine  réelle,  mais  qui  satisfasse  à  cette  condition, 
les  deux  courbes  n'admettent  qu'un  seul  couple  de  sécantes 
communes. 

Il  faudra  alors  chercher,  si  ces  sécantes  rencontrent  l'une 
quelconque  des  courbes  proposées  ou  non  :  dans  le  premier  cas, 
les  deux  équations  auront  deux  solutions  réelles  et  deux  solu- 
tions imaginaires  ;  dans  le  second  cas,  elles  auront  quatre  solu- 
tions imaginaires. 

3*  Si  enfln  les  racines  réelles  de  l'équation  en  X  rendent  né- 
gative la  quantité  ft,  les  deux  équations  ont  quatre  solutions 
imaginaires. 

534.  Exemple  I.  Soient  dormies  les  deux  iquations  : 

^\^^kxy'\'Zs?—%y — 15a?=0  {ellipse), 

!/■ — 2a?y  +  a^+  2y  —  lOo?  =s  0  {parabole). 

Ces  deux  équations^  combinées  ensemble,  donnent  l'équation 

(34.X)y»-f(4— 2X)a?y+(3-|-X)a?"— (9— 2X)y— (15-|-10X)«=0; 

et  l'on  obtient  pour  l'équation  [8]  ; 

32X«4-388X«+664X+ 189=0. 


3k%  4Praaïmcfi. 

Cette  éfBatiOD  a  iioiixacîiieB  xéeUes  et négatinefty  |pii  eoil 

X=-i,    X=-l,    X=-^. 


étant  positive  on  nulle  pour  chacune  des  trois  valeiirs  demies 
courbes  données  admettent  trois  systèmes  de  sécantes  communes 
réelles,  dont  les.p(Miit6ii*iiiterfiectiaa£e  eonfandent  avec  ceux 
des  deux  courbes. 

iliie>8*agitpki8  qiie^âe.délenBhier'âfiiiKSfSlèmeB'Aevé^ 
e  t  Ae  checdier  leurs  .pimte  de*  reiKoalre. 

Pour  ^=—1, 

leS'deoK'éqBiÉâens  4m  premier  degr^oot  : 

syiStSme  de  deux  droites  parallèles. 
Poor  ^t=— ¥, 

noœmiroiw:  V='i — ^^^^("i"^^)* 

Les  points  d*intersection  des  quatre  sécantes  sont  : 

;  x=l,    y=3,. 


Ces  quatre  pwnti^al  les  Momete  i'tm  traptee  ^nt  les  côtés 
sont  formés  par  les  quatre  sécantes.  Les  deux  autres  sécantes, 
correspondant  à  >=— |,  serMiRt  tes  ^SKgoaakfs  an  tnpëEe. 

a?y — 3a;-f- 6  :sO' (AipHédliX 
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Si,  dans  la  première  de  ces  deux  équations,  on  substitue  à  y 
sa  Ysdeur  tirée  de  la  seconde  équatloDi 

a? 

on  obtient  immédiatement  Téquation  du  troisième  degré  : 

rc»— 27a? +54=0, 

dont  les  racines  déterminent  les  points  d'intersection  des  deux 
courbes.  Cette  équation  a  trois  racines  réelles,  deux  positives 
égales,  5?= 3,  et  une  négative,  3?=  —  6. 
A  ces  deux  abscisses  correspondent  les  ordonnées 

y=l    et    y=*A; 

donc  les  deux  courbes  se  touchent  au  point  (3,1),  et  se  coupent 
au  point  (—6,4). 

526,  Exemple  III.  Soient  données  Us  deux  équations 

y^-\-Q? — ^fia?=0  {cercle), 
%xy — 1  =  0  {hyperhole)\ 
Téquâtion  rësultant  de  la  combinaison  sera  : 

y«-|-2Xa;y+a;*~ 2a? — X=0 

et  en  écrivant  que  cette  équation  représente  deux  droites,  on 
trouvera  : 

Cette  dernière  équation  a  une  racine  réelle  et  deux  xacines  ima- 
ginaires* 

Pour  évaluer  la  racine  réelle,  nous  nous  si^virons  des  for- 
mules données  (516)  ;  nous  aurons  alors  : 

log  sin  eu  =1,585  3461, 
log  taiig|=ïjaQl  a7fi3; 
logtang®=T,  767  1261, 
lOg^in-29=î,940  31459, 
]ogX=0,l22  1235, 
J^:^  1,884  718-; 
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4 

la  quantité  h  ^kQ}—  1  )  ou  ^,  étant  positive  pour  la  valeur  9e  X 

que  nous  venons  de  trouver,  les  deux  équations  du  premier 
degré, 

y=— Xa?±:--=:(a?+X), 

auront  leurs  coefficients  réels  ;  et,  par  conséquent,  les  deux 
courbes  admettent  un  système  de  deux  sécantes  réelles  com- 
munes. 
En  substituant  ces  deux  valeurs  de  y  dans  l'équation  : 

2xy —  1  =  0, 
on  arrive  à  Téquation  du  second  degré  : 


Pour  que  les  valeurs  de  x  soient  réelles,  il  faut  que  l'on  ait  : 

— Xii:-1>0. 

Si  nous  prenons  le  signe  inférieur,  le  premier  membre  de- 
vient négatif,  et  la  condition  de  réalité  n*est  pas  remplie  ;  par 
conséquent,  la  droite 

ne  rencontre  pas  la  courbe. 

Si,  au  contraire,  nous  prenons  le  signe  supérieur,  le  premier 
membre  devient  positif,  et  la  sécante 

VX 

I 

rencontre  la  courbe  en  deux  points. 


'•1 
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En  substituant  à  X  et  v/X  leurs  valeurs  numériques»  la  der- 
nière équation  deviendra  : 

y  =— 0,4558810?  + 1,150964; 

équation  qui,  combinée  avec  celle  de  la  courbe, 

2a;y— 1=0, 
donne  les  deux  solutions  réelles  des  équations  proposées, 

0?  =  1,967160,        y=0,254l73, 
et  a?=0,557424,        y =0,896791. 

S87.  Exemple  IV.  Résoudre  les  deux  iqtMions  : 

*y' + 9a;* — 36a? = 0  (ellipse)^ 
ary—  12=0  (hyperbole) 
L'équation  de  condition  est  : 

X»  —  144X  — 432  =  0. 

Cette  équation  a  ses  trois  racines  réelles  ;  la  première  positive, 
et  comprise  entre  13  et  14  ;  les  deux  autres  négatives,  et  com- 
prises entre  —  3  et  — 4,  et  entre  — 10  et  —  1 1. 

Parmi  ces  trois  racines,  il  n'y  a  que  la  première  qui  rende 
positive  la  quantité 

*=X*-144=^; 

par  conséquent,  il  n*y  a  qu'un  seul  couple  de  sécantes  réelles, 
dont  l'équation  est  : 

Xa; 


8 


VK'+D' 


mais  nous  allons  démontrer  directement  qu'aucune  de  ces  deux 
droites  ne  peut  rencontrer  les  courbes  ;  car  en  substituant  la  va* 
leur  de  y  dans  la  seconde  des  deux  équations  proposées, 

apy— 12  =  0 


1 
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oax>btieiit  les  deux  équations  du  second  èpgré 


X' 


La  condition  de«6aUté'deBTaleiirs»deir*dit: 

OU  ~^±2kiUj>o. 

Il  est  évident  que  cette  condition  n*est  pas  satisfaite,  lorsqu'on 
prend  le  signe  négatif;  car  alois  tous  lee  .iermeB  àa  mipmhfw^  .à 
gauche  seraient  négatifs. 

Mais  comme  on  a.X>>  rs^la  condition  n*est  pas  remplie  non 
plus,  lorsqu'on  prend  le  signe  positif. 

Par  conséquent,  les  deux  droites  ne  peuvent  pas  rencontrer 
les  courbes  ;  donc  les  deux  équations  jprqposâeis  Ji'imt  «Qoe  des 
racines  imaginaires. 

328.  Exemple  Y.  Soient  données  les  deux  hyperboles , 

8aj/  — 42]/-^9=0; 
déterminer  leurs  points  d^intersection 

La  valeur  de  y,  tirée  de  la  seconde  éqraKon  et  substituée  dans 
la  première,  conduit  à  Téquation  du  second  degré  en  «, 

4a;*— 35a? +75  =  0, 

équation  qui  a  deux  racines  réelles  a;  =  5  et^=:  3  }. 

Les  valeurs  correspondantes  de  y  sont  y  =  |  et  y  =  f . 

ilalsles  deux  courbes  proposées  sont  des  hyperboles,  rappor- 
tées à  une'a&jQ^ptote  commune  prise  pour  axe  des  abscisses; 
donc,  en  outre  des  deux  points  d!intersection  que  nous  venons 
de  trouver,  elles  ont  encore  deux  autres  points  de  rencontre 
éloignés  à  Tinfîni  de  l'origine. 
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q 

En  effet,  lorsqu'on  remplace  x  par  -r,  et  qu'on  égale  les  va- 

leurs  de  y  tir  ées  de  la  première  et  de  la  seconde  des  équations 
proposées,  on  obtient  l'équation  du  quatrième  degré. 

Les  quatre  racines  de  cette  équation  sont  : 

raf:=Qi^   idmc    r=0, 

s  =  {       et       z  =  i^, 

et  comme  x^=-^  nous  aurons  les  quatre  solutions  des  équations 

proposées  : 

a=Q,         ar=QD^         V=^ 

T=:i,         x=5,  y=!fi, 

529.  Cas  particuliers.  La  résolution  de  deux  équations  du 
second  degré,  à  deux  inconnues ,  se  réduit ,  dans  certains  cas 
particuliers,  à  la  résolution  il'une  équation  bicarrée  ou  d'une 
équation  du  second  degré. 

l^liorsqueles  deux  courbes  soilt  concentriques  ^  et  rapportées 
à  leur  t»ntre  commun  pris  pour  origine ,  leurs  équations  ne 
contiennent  plus  de  termes  du  premier  degré  par  rajpport  aux 
variables;  et  l'élimination  dhme  variable  donnera  une  équation 
bicanfe*par  rapport  *à  l'autre  variable. 

Exemple.     16i/*  —  1 6xy  +  5a?' —  400  =  0  {ellipse]^ 

y»  _^t  -|- 1 6  =  0  {hyperbole) . 

Les  solutions  Jiûnt  ^ales  deux  Ji  xdeu^,  .mais  de  signes  eon- 
traires. 

^liOTsque^es  deux ' courbes "soilt  ^homofocéks^  et  rapportées  à 
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leur  foyer  commun,  pris  pour  origine  des  coordonnées^  les  deux 
équations  se  mettent  sous  la  forme 

donc  ay+bx  +  c=:±{a'y'\'b'X'\'C')^ 

ou  (a±a')y+(6±6')a?  +  (c±c')=0; 

et  Ton  aura  deux  équations  du  premier  degré,  que  Ton  combi- 
nera avec  Tune  des  équations  proposées. 

Exemple.    3y' — kxy + 4y  —  2a?  -J-  ^  =  û  {hyperbole)^ 

y*— 2a;y  +  ^*— 3y"-3^"-î  =  0  (parabok). 

3*  Lorsque  les  deux  courbes  ont  un  diamètre  commun ,  et 
qu'elles  sont  rapportées  à  un  système  de  coordonnées  obliques, 
ayant  pour  axe  des  abscisses  le  diamètre  commun ,  et  pour  axe 
des  ordonnées  une  parallèle  aux  cordes ,  les  deux  équations  ne 
contiennent  la  variable  y  qu*à  la  seconde  puissance,  et  rélimi- 
nation  de  cette  variable  réduira  le  problème  à  la  résolution  d*une 
équation  du  second  degré  en  x. 

Exemple.         2y' — 3a?  —  36 = 0  {parabole), 

y*  +  5a?*— 80  =  0  (ellipse). 

4"  Si  les  deux  courbes  sont  semblables  et  sembktblement  siiuées^ 
les  termes  du  second  degré  dans  les  deux  équations  ont  les 
coefficients  proportionnels. 

Donc,  si  l'on  multiplie  l'une  des  deux  équations  par  un  fac- 
teur convenable,  et  qu'on  la  retranche  de  Tautre  équation,  on 
obtiendra  pour  reste  une  équation  du  premier  degré. 

Exemple.    y'+  2a?y— 3a?*  +  to+ 40=0  (^p«r6ofc), 
2y« + 2a?y  —  6a?* — 5y  +  37  =  0  (hyperbole). 

5""  Lorsque  les  deux  courbes  sont  des  hyperboles  ayant  une 
mime  asymptote  ^  et  rapportées  à  cette  asymptote  commune 
comme  axe  de  Xf  les  deux  équations  ne  contiennent  la  variable  a: 
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que  dans  le  terme  xy;  et  l'élimination  de  x  donne  une  équation 
du  second  degré  en  y. 

Exemple.  y'— 4rrî/+  6y— 10  =  0, 

3y*-f-2a?y— 10y+  8  =  0. 

S  IL  Résolution  des  équations  du  quatrième  degré. 

5S0.  MÉTHODE  DE  RÉSOLUTION.  La  méthodo,  que  nous  venons 
d*exposer,  sert  à  réduire  la  résolution  de  l'équation  du  qua- 
trième degré, 

rp*  +  ao;* -|- te' +  cj?  +  d  =  0 , 

à  la  résolution  d'une  équation  du  troisièmB  degré. 

En  effet»  si  dans  l'équation  proposée  on  remplace  x^  par  y, 
on  arrive  à  l'équation  : 

y'  +  aa?y4-6y4-c^  +  rf  =  0; 

et  la  résolution  de  l'équation  du  quatrième  degré  est  ramenée 
à  la  résolution  de  deux  équations  du  second  degré  à  deux  in- 
connues, que  nous  pouvons  résoudre  au  moyen  d'une'  équation 
du  troisième  degré  en  >. 

33L  Exemple.  Soit  donné  l'équation, 

a;*_2j;»  — 8a:*+12a?  — 4=0, 

équation  qui  n'a  pas  de  racines  commensurables. 

En  posant  a?=y  (paraboh), 

l'équation  proposée  deviendra  : 

y*— 2ipy— 8y-f-12a?— 4=0  (hyperboh). 

La  résolution  de  ces  deux  équations  est  ramenée  à  celle  de  Té- 
quation  du  troisième  degré, 

X«-[-l6X«4-56X— 64=0, 

qui  a  trois  racipes  réelles, 

X  =  — 8    et    X  =  — 4±2v^. 


360  JWffElfOIlSB.. 

Iftqp&BtUé;  fcs=:4b(L— XX 

est  positive  pour  chacune  de  ces  trois  valeurs  de  X  ;  donc,  les 
deux  équations  proposées  admeilenl  tri)ifr.  couples  da  steantes 
communes  et  quatre  solutions  réelles. 

Les  équations  des  sécantes^  qui  correspondent  à  la  deuxième 
et  à  la  troisième  racine  de  Téquation  en  X,  sont  ; 


et 


x=— 4— sv'e, 


En  cherchant  les  points  d*intersection  de  ces  deux  s][âAàme&  de 
droites,  on  obtient  immédiatement  les  racines  de  l'équation  du 
quatrième  degré; 

x  =  ^±yfï  et    x  =  —\±^. 
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CHAPITRE  V. 

t 

QUELQUE»  EXEMPLES  D'ARTIFICES  AUGËOfRIQUES. 

352.  But  db  ce  chapitrs.  Dans  nn  grand  nT)mbre  de  cas ,  si 
Ton  suivait,  sans  modiflcationy  les  règles  générales  du  calcul,  on 
serait  conduit  à  des  opérations  compliquées,  qui  dépasseraient 
quelquefois  la  patience  du  calculateur.  L*habilcté  du  géomètre 
consiste  à  trouver,  dans  la  forme  particulière  des  questions  qu'il 
traite,  l'occasion  de  simplifier  les  opérations,  et  de  parvenir  plus 
immédiatement  aux  conclusions  qu'il  a  en  vue..  De  pareilles 
modifications  exigent  une  grande  habitude  de  l'analyse  et,,  sou- 
vent même,  un  véritable  génie  d'invention  ;  et  l'on  comprend 
qu'il  ne  nous  est  pas  possible  de  donner  des  règles  générales 
sur  les  artifices  de  ce  genre.  Nous  nous  bornerons  à  ahoiair, 
parmi  les  calculs  algébriques  les  plus  célèbres,  quelques  exem- 
ples, dans  lesquels  d'illustres  géomètres  ont  poussé  à  un  haut 
degré  la  dextérité  analytique  dont  nous  parlons. 

535.  Problème  I.  On  donne  un  polynôme  du  second  degré^  à 
Vms  variables, 

[l]         kx^+kY+k"z^+2Byz  +  2Vxz  +  2W'xy 
+  2Ca;+2C'2/  +  2C"^+D; 

et  Fon  demande  de  remplacer  x,  y,  z,  par  trois  variables  nouvelles, 
liées  aux  premières  par  les  relations, 

y  =  pu  +  pi;+rtû,. 

et  s' imposant  les  conditions  suivantes  : 
V*  Le  polynôme  prendra  la  forme 
[3]         Gu>  +  G'v'  +  G"w^  +  Hii + H'v  +  Wxo + K  ; 
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2*Lcî  nmf  cœfficienUoLf  «',  a^,  p,  p',  p",  y,  y',  y^,  seront  lUspar 
les  rekuUmSf 

l«*+p*  +  y*=i,  i««'+pp'+n'=o. 

[4]       {«'*+?'•+/*=  U  {«ot«'  +  pp''  +  T/=0. 

Ce  problème  se  présente  en  géométrie  analytique,  lorsque  l'on 
veut  simplifier  une  équation  du  second  degré,  en  changeant  les 
directions  des  axes  des  coordonnées,  sans  qu'ils  cessent  d'ëire 
rectangulaires. 

En  multipliant  respectivement  les  équations  [2]  par  a,  p,  y»  et 
en  les  ajoutant  ensuite  membre  &  membre^  on  a,  d'après  les 
équations  [4]. 

u=oa?  +  py  +  yz; 

et  Ton  trouvera,  d'une  manière  analogue: 

tj=«'a?+p'y+Y'^, 

Par  conséquent,  pour  que  les  polynômes  [Ij  et  [3]  soient 
équivalents,  on  doit  avoir,  en  identifiant  les  termes  du  second 
degré  : 

G(«a^  +  Py+P2)*  +  G'(a'a?+p'y  +  Y'z)«  +  G'(«^a:  +  p^y  +  /y)» 
=  Aa^+  ky  +  A"-5»  +  2Byz  +  2Wxz  +  2Vxy  ; 

ce  qui  donne  les  six  équations  suivantes  : 

(  Got»  +  GV*  +  GV>  =  A       (  Gotp + G  Vp' + GVp-'=B', 
[5]     JGp*  +  G'p'«+  eT=A,      jGotT+GVY'+GV/=B', 
I  Gf  +  GY  +  G'Y" = A';      1  GPy +G'PY  +  GTr'=B. 

Multiplions  respectivement  la  première,  la  quatrième  et  la 
cinquième  équation  du  groupe  [5]  par  a,  p,  Yi  et  ajoutons-les 
ensuite;  il  viendra  : 

[A]  Ga=A«  +  B"p  +  B'Y. 
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Si  Ton  multiplie  la  secondey  la  quatrième  et  la  sixième  équa- 
tion du  même  groupe  par  p,  «,  y,  on  aura  de  même  : 

[A]  GP=A'P+B*'oc+By; 

et  Ton  trouvera  de  même  : 

[A]  Gy=:A'^Y+B'«  +  BP.       V 

Ces  trois  équations  ont  lieu  entre  a,  p^y;  elles  sont  du  pre^ 
mier  degré;  donc  on  ne  pourra  en  lirer  qu'une  seule  valeur 
de  chaque  inconnue^  à  moins  que  le  dénominateur  commun 
ne  soit  nul.  Or,  on  satisfait  à  ces  équations,  en  posant: 

«  =  0,    p  =  0,    Y=0. 

Cette  solution  n'étant  pas  admissible  à  cause  des  relations  [4], 
il  faut  que  le  dénominateur  soit  nul  ;  et  Ton  doit  avoir ,  par  con- 
séquent : 

(A-G)(A'— G)(A''— G)-B»(A— G)— B"(A'— G)-B"«(A"— G) 

+  2BB'B"=0, 

équation  du  troisième  degré  à  laquelle  G  doit  satisfaire. 

En  multipliant  la  première,  la  quatrième  et  la  cinquième 
équation  du  groupe  [5],  respectivement  par  «',  p',  y'»  on  ob- 
tiendrait : 

[B]  GV  =  Aa'+BT  +  BY, 
et,  d'une  manière  analogue  : 

[B]  G'P'  =  A'P'+BV  +  By' 

[B]  GY  =  AY+BV  +  Bp': 

et,  en  raisonnant  comme  plus  haut,  on  prouvera  que  le  déno- 
minateur des  valeurs  inconnues  a',  p\  f\  déduites  de  ces 
dernières  équations,  doit  être  égal  à  zéro,  et  que  l'on  doit 
-Yvoir  : 

(A— G')(A'-G')(A'— G')— B«(A— GO— B'»(A'-G')-B'^(A*— G*) 

+  2BB'B'5=:0. 
Alg.  sp.  B.  ^3 
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enfin  on  prouvera,  par  un  procédé  toot  semblable^  qoe  l'otnéoit 
a?oîr  : 

+2BB'Br=o. 

et,  par  suite.  G,  G',  G^,  sçni  les  trois  racines  de  Téquation  do 
troisième  degré  : 


le]  (A— aO(A'-a?)(Jl*'--a?)-F(A-ir)— ff»(A'— ^)-B^(A'-^j 

On  peut  prouver  que  cette  équation  a  ses  trois  racines  réelles; 
et,  pour  cela,  on  remarquera  qu'il  est  permis  de  lui  donner  la 
forme: 

l^J     (A— a;)-P"*"(A'— a?)— F"*'(A'— a?)— P^ ^ 

Si,  en  effet,  nous  chassons  les  dénominateurs  de  celte  équa- 
tion [7],  en  identifiant  le  résultat  avec  l'équation  [6],  il  viendra  : 

IPT»=B»,    2PT  =  B'*,    2PP'  =  B"», 

HPT^=«BV; 

équations  auxquelles  on  satisfait  en  posant: 

p-.B'B'     p»_BB''      p,_B'B 
^"■"T'        ~  B' •    ^~B^' 

De  sorte  que  Téquation  [6]  deviendra: 

VW                   By                   B'B 
r»!  B  ,  B^  ,  B*'  ,  , 

A"— a? — 


/.  B'B''\  »,  BB- 


BT 


Pour  prouver  que  cette  équation  a  ses  trois  racines  rSeDes, 
posons: 

B'B*'  BB'_       .,    B'B_ 

A  g     — A,     A.  g- — fA,     A ■jsr  —  ^9 

et  supposons  que  ces  trois  quantités  soient  classées  par  ordre 


V 


■ 


.■^■^\ 


V, 
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de  grandeur  ;  de  telle  sorte  que  X  soit  la  plus  petite  et  v  la  iplus 
grande.  Substituons  succe3si?exnenti  à  la  plaee  de  a^  dans  le 
premier  membre  de  [8],  3 

—  00,     X  — «,     X  +  e,     fi  — »,     [A-fi,     V— €,     v  +  c,     +00, 

f  désignant  un  nombre  excessivement  petit  ;  —  oo  et  oo  donnent 
au  premier  membre  la  valeur  +  1,.  et  le  résultat  des  autres 
substitutions  se  voit  immédiatement;  car  chacune  d'elles  rend 
l'un  des  termes  infiniment  plus  grand  que  tous  les  autres.  Re- 
marquons;  de  plus,  que  les  trois  numérateurs  ont  essentiellement 
le  même  signe,  celui  de  BB'B^;  et  supposons,  pour  fixer  les 
idées^  que  ce  signe  soit  +.  Les  résultats  sont  indiqués  dans  le 
tableau  suivant: 

-CD  + 

X-.  + 

x  +  «  — 

v-j-  «  

4-00  + 

Les  substitutions  fournissent  donc  six  changements  de  signe  ; 
mais  entre  X  —  •  et  X  -|-  «,  |a  —  i  et  f*  +  «,  v  —  s  et  v  -|-  e,  la 
fonction  passe  par  l'infini  et  est  discontinue  ;  on  doit  donc  con- 
clure l'existence  de  trois  racines  seulement,  l'une  comprise 
entre  X  +  i  et  j*—  •,  l'autre  entre  fi  + 1  et  v  —  e,  et  la  troi- 
sième entre  v  +  e  et  <»  ;  c'est-à-dire  que  les  racines  sont  com- 
prises respectivement  entre  X  et  (x,  [a  et  v,  y  et  oo.  On  voit 
qu'elles  sont  inégales,  toutes  les  fois  que  les  nombi^s  X,  (a,  v,  sont 
djflérents. 

Après  avoir  résolu  l'équation  [6]  et  trouvé  lestalecvrs  d«  G, 
G',  G*,  les  équations  [A]LB][G],  qui  sont  du  premier  degré, 
donnent  les  rapports  des  quantités  a,  p,  y,  a'  p'  y',  *',  p*,  y*. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  discuter  les  divers  cas  par- 
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ticuliers  que  peut  présenter  cette  solution^  et  notamment  celui 
où  les  quantités  X,  (x,  v  deviennent  égales. 

SS4.  Problème  IL  On  propose  de  résoudre  les  trois  équations  : 

roi  ^  I      V'      I       ^'     -1 


t^l  ri+7iZT>+?3?""^' 


Ces  équations  se  présentent  lorsqu'on  cherche  Tintersection 
de  trois  surfaces  du  second  ordre»  dont  les  sections  principales 
ont  les  mêmes  foyers. 

Si»  dans  Téquation  [1],  on  chasse  les  dénominateurs,  on  ob- 
tient : 

—  6'c  V  =  0  ; 

si  Ton  chasse  de  même  les  dénominateurs  des  équations  [2]  et 
[3],  on  trouve: 

—  b^c^x^  =  0, 

—  6Vir*  =  0; 

et  ces  trois  équations  prouvent  que  (a^,  v^,  p^,  sont  les  trois  ra* 
cines  de  Téquation  : 

[4]  X"— X»  (6*+c»+û?»+y«+z*)+X(6 V+ft V+cV-Ky«+ W> 
On  en  conclut  : 

et  celte  équation  fera  connaître  a?. 
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Pour  obtenir  y^  et  z^^  remarquons  qu'en  posant  : 
les  équations  proposées  deviennent  : 

p^  "^  ?î+F«  "^  p'«-j-(6«  — c»)  ""  ' 

et  ne  diffèrent  des  proposées  que  par  le  changement  de  x^  et  y^ 
en  y*  et  a?',  et  par  celui  de  p,  jx,  v,  en  p',  j*',  v',  de  6'  en  —  6%  et 
de  ^  en  c*  —  6'. 
On  peut  donc  écrire  : 

fc«(c«-.  6«)y«  =  (^>—  ô>)  (v«  —  6*)  (6*  —  p*). 
.  On  trouvera  par  un  artifice  tout  semblable  : 

c«(c«_6«)z»  =  (fx*— c»)  (c*— V*)  (c*  — p«); 

et  ces  deux  équations  feront  connaître  x^  et  y^. 

On  pourrait  arriver  à  des  valeurs  de  x^^  t/^,  z',  par  la  résolu* 
tion  directe  des  équations  proposées,  qui  sont  du  premier  de- 
gré; mais  les  calculs  seraient  beaucoup  plus  longs. 

Nous  remarquerons  enfin  que  p*,  f^*,  v%  étant  les  racines  de 
réquation  [4],  on  a  : 

et,  par  suite  : 

»"+y'+'5»=p»+>»+v«+6«+c«, 

formule  utile  dans  plusieurs  recherchesi  et  dont  la  vérification 
directe  exigerait  quelques  calculs. 
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S38.  PROBiiaiB  IQ.  Disignims  par  "^f  y'^  v*,..*  les  fonctions  li- 
néaires suivantes  des  indéterminées  i,  y,  z,... 

V  =aa?  -\-hy  +^z  -!-•••  +  h 


(Le  nombre  des  fonctions  v,  v\  v',...  est  supérieur  aa nombre 
des  indéterminées  x^  y»  js^.»,) 

Parmi  tous  les  systèmes  de  coefficients  x,  x\  x\..  ftij  dorment 
identiquement  : 

[k]  x!?  +  xV+xV+...=a?— K, 

X,  x',  x%...  ^(onl  tfuMjpMidanly  de  z».y^,  ^«..  (rmver  ceitajKmr 

/eguei  la  somme 

x»+x'»+xr*+.,. 
e^l  mimmum. 

Posons  : 


[2] 


av  +  ûV 4-  a*«*+ . . .  ae^f , 


S»  ^9  Cr-  seront  des  fonctions  linéaires  de^»  t^  ^•••;  et  Ton 
aura: 


Pî 


où  2a«=o»+a'»+a*^  +  ...., 

et  de  même  pour  les  autres  2. 

Le  nombre  des  quantités  Ç,  ij,  Ç,—  est  égal  au  nombre  n  des 
inconnues  a?,  a,  i?,...;  on  pourra  donc  obtenir,  par  élimination^ 
une  équation  de  la  forme  suivante  : 

tA]  ^=A+HÎ+(t«ij4-(«TX-h..., 


i 
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danshqtxelle  («or),  («p}^  C«t)>-*  sont  des  coefBcients  indépendants 
de  Xjy^z,...  et  de  S,iit  (»•-•  que  l'on  sait  trouver;  et  cette  équa- 
tion sera  satisfaite  identiquement,  lorsqu'on  remplacera  ^  «u  ^ 
pav  leurs  tdeurs  [3].  Par  conséquent,  si  l'on  pose  : 

Ja'(a.)  +y(ap)  +(/(n)  +.. .  =«\ 
•      ••••••••      •• 

en  multipliant  respectivement  ces  équations  par  v,  t?',  t/",...  et 
en  les  ajoutant,  on  aura  identiquement,  en  verta  des  équations 

[21  et  [A]  : 
[5]  oi»+otV+«"t/^+...=»— A,. 


pommr  que  Ton  remplace  t?,  t/,  t/",...  par  leurs  valeurs  £l]. 

Cette  équation  montre  que,  parmi  les  différents  systèmes  de 
coefficients  x,  x',  x'^...,  qui  satisfont  à  la  condition  [k],  on  doit 
compter  le  système  : 


On  aura  d*ailleurs,  pour  un  système  quelconque,  en  retranchant 
l'identité  [5]  de  l'identité  [k]  : 

et  cette  équation  étant  identique,  eu  verta  de&  équatîoas  [1], 
entraîne  les  suivantes  : 

(x  —  «)6  +  (x'— «')^'  +  {^—^^+^  -•  =0^, 


que  l'on  obtient  en  remplaçant  v,  v',  v'\..  par  leurs  valeurs  [1],. 
et  en  égalant  à  zéro  le  coefficients  de  âr,  7,  jt...  Ajoutons  ces 
équations,  après  lef  avoir  multipliées,  par  ^}f.(<4J»  (Fl)»i^Wir 
aurons,  en.  v^rtu  du  système  [4.1  :. 
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d'où  en  doublant  cette  égalité,  et  en  la  retranchant  de  l'identitë  : 

x»4.x'»+x-«+...=a«+a'«+a"«...+(x-«)«+(x'— a'/+.,. 

Par  conséquent,  Texpression 
aura  une  valeur  minimum,  lorsqu'on  aura  : 

X-*^S|       X  «^  8  .        X    "t^S    >*** 

556.  Expression  du  mNiHUM.  Les  valeurs  de  a,  «',  a'',...  sont 
délinies  par  les  équations  [4];  et  pour  les  obtenir,  il  suffira  d'y 
remplacer  (aa),  («p),  («y),  par  leurs  valeurs,  que  Ton  pourra  dé- 
duire des  équations  [3]  par  les  méthodes  connues.  Hais  le  mi- 
nimum s'obtiendra  de  la  manière  suivante.  L'identité  [5]  montre 
que  Ton  a  : 

aa+aV  +  aV-f....  =1, 

rfil  6«  +  6V+6V+...=0, 

\Pà  V«+cV+cV+...=0, 


équations  que  l'on  obtient,  en  remplaçant  t),  v\  t/',.**  P&f  l^urs 
valeurs  [l],  et  en  identifiant  les  coefficients  de  x^  de  y,  de  x,.. 
dans  les  deux  membres. 

Multiplions  ces  équations,  respectivement,  par  («a),  («p),  (ocy), 
et  ajoutons-les,  en  ayant  égard  aux  relations  [4];  nous  trou- 
verons : 

[7]  a«  +  a'»  +  «"»  +  . ..=(««). 

Ainsi  (ocot)  est  le  minimum  cherché. 

557.  Valeurs  adoptées  pour  a?,  y,  r—  Si  w,  «',  t?"  étaient  nuls, 
l'identité  [5]  montre  que  la  valeur  de  x,  qui  vérifierait  les  équa- 
tions [1],  serait  â;= A.  Hais  le  nombre  des  équations 

t;  =  0,    t>'=0,    v"=0,... 

étant  supérieur  au  nombre  des  inconnues,  il  est,  en  général, 
impossible  de  satisfaire  rigoureusement  à  ces  équations.  Dans 
cette  circonstance,  les  géomètres  adoptent  la  valeur  ar=A, 
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comme  satisfaisant  aussi  exactement  que  possible  aux  équations. 
Un  calcul  analogue  fournirait  les  râleurs  que  Ton  adopterait 
pour  y,  Xj...  et  que  nous  désignerons  par  B,  G... 

On  peut  prouver  que  ces  valeurs,  sans  annuler  toutes  les 
quantités  d,  v'^  v'\  ce  qui  est  impossible,  rendent  la  somme  de 
leurs  carrés  aussi  petite  que  possible.  Mais  disons  d'abord  pour 
quelle  raison  les  coefficients  de  ces  diverses  formules  ont  été  dé- 
signés par  la  notation  que  nous  avons  adoptée. 

Nous  avons  trouvé  plus  haut  : 

[7]  «•+a'«+a"»+...=(w). 

On  peut  prouver  d'une  manière  analogue  que  Ton  a  : 

(«p)=ot|i+«'r+«T+... 

En  effet,  p^  p%  p".,.,  vérifient  lès  formules  : 


Si  Ton  multiplie  les  valeurs  de  «,«'....,  [4],  par  p,  p.  • . .  et 
qu'on  ajoute  les  résultats,  on  trouvera,  en  ayant  égard  aux 
équations  [8]  qui  définissent  p,  p\ . .  : 

[9]  «p+«y+«r+...=(«P); 

et  la  démonstration  sera  la  même  pour  les  autres  formules 
analogues.  On  voit  donc  que  la  notation,  adoptée  pour  les  coef- 
ficients, sert  à  rappeler  la  formation  des  expressions  qui  leur 
sont  égales. 

388.  MwiMUM  DE  «*+«'*+«"*+...  Si  dans  l'équation 

on  substitue  k  x^  y^  x.,.  la  valeur  trouvée  plus  haut  [A],  et  les 
valeurs  analogues,  on  obtiendra,  en  ayant  égard  aux  for- 
mules [4]  : 

en  posant:  X=aA4-6B+cC+-»«+^« 


On  aura  de  iDÊme  : 

[10]  (t;"=«'5+p\+A+...+X% 


en  posant  :       U'=a*A-H*»4-^-f--  •  +''; 


c'est-à-dire  en  représentant  parX,  X',  X*".. .  les  valeurs  de  v,  v\  o*^. 
qui  résultent  des  valeurs  A,  B,  G...  de  x^  y,  z... 
Si  nous  pofiaD&  actuelkment  i 

nous  pourrons  former  eette  somme,  en  ajontsnt  lies  éqnalfons  [1], 
après  les  avoir  respectivement  multipUées  par  t),  i;'^  t^^...  ;  et  nous 
trouverons,  en  ayant  égard  aux  équations  ^1: 

En  substituant,  pour  v,  v\  i;^...»les  valeurs  trouvée  plu&lMml, 
et  en  remarquant  que  Ton  a,,  en  vertu  d&  L'identité  [S^]  i 

«/+aT+fltT+...=— A, 

il  viendra  : 

û=fc+W+<^+...— ^A— i|B— «3.-.+XI+X'J!-fW-h,.. 

Mais,  en  multipliant  respectivement  les  équations  qui  définisieiit 
X,  X'y  X'...  par  X,  V,  X'...,  et  en  les  ajoutant,  on  trouve  : 

X« + X?4.V'«+.  ..  =Jrf+X'r +XT+.  .^  -f  (Xa+Va'  +V^ )A 

4.(Xt+V6'+XV+...)B+-(^-h^'c'+^V+...)C  +  ... 

Qr  cliaaine  des?  qoimtBésy  entre  parenthèses,  est.  nuH»  f  die* 
mène;  car  (Xa<-fVa'-4-XV-]— ««X  P«r  eiempkvesth  valear 
que  prend  Ç  [2],  quand  on  y  remplace  v,  t?',  ff,...  par  X,  V,  V,^ 
ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  £,  $,.  s...,. par  A,  B,  G...;  et  eette 
substitution  annule  (,  comme  on  le  voit  d'après  les  équations 
[3]  et  ]A1. 
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Ainsi,  Ton  a  : 

et,  par  suite  : 

SutetîUiant  pour  (a?— A),  (y — B),  (z — G)..*,  les  yalaura  fournies 
par  l'équation  [A],  et  les  équations  analogues  en  y»  Jtu.,  il  vieat  : 

O^  (««)?  +  (PP) V  +  (ty)?  +  . . .  +  a(,p)Eii  +  2(aY);i: 
+  2(pThî+...+^'  +  ^'*  +  V'^  +  ... 

^^e  qui,  d'après  les  formules  démontrées  plus  haut  [7],  [9]» 
[10],  revient  à 

Q  =  (i)— X)«  +  (u'— X')*  +  ...+X»  +  a'«+X*»+... 
Par  où  Ton  voit  que 

tst,.cûmme  nous  Tarions  annoncé,  le  minimum  de  Q. 

RÉSUMÉ. 

358.  Bnt  de  ce  chapitre  —  333.  Simplifier  le  premier  membre  d'un* 
é^oatioB  da  second  degré,  à  troia  yariables»  en  chaogeant  lea  dtreœ^ 
tiens  des  axes  coordonués,  sans  qu'ils  cessent  d'être  rectangulaires. 
— .334.  Trouver  les  points  d'intersection  de  trois  surfaces  du  second 
ordre»  dont  les  seetions  principales  ont  les  mdmes  foyers.  ~  33iSy 
336).  337,  338.  Résolution  d'un  système,  dans  lequel  le  nombre  des 
inconnues  est  inférieur  à  celui  des  équations^  par  la  condition  que  la 
somme  des  carrés  des  premiers  membres  de  ces  équations  soit  on 
minimum^  ou  méthode  des  moindres  carrés. 


..  > 


NOTEI 

SUR  LA  RÉSOLUTION    DES   £QUATIONS 
DU  PREMIER  DEGRE. 

359.  Formule  générale  qui  représente  l'une  des  incon* 
NUES.  Considérons  n  équations  à  n  inconnues  : 

ûi'^i  +  fli*a^  +  ût*x,  + ...  +  at%  + ...  +  a.*a?.  =  /*, 

ai*a?i-|-  a,*a;i  +  a»"irt  +  ...-■[-  a/'Xi  i- ...  +  a"^.=  /.. 

Oi,  ai...a.y  ai*,  af^,..af...a^^  désignent  des  coefficients  quel- 
conques,  tout  à  fait  indépendants  les  uns  des  autres;  a^*  n*est, 
par  exemple,  nullement  égal  au  carré  de  a^  ;  et  le  chiiTre  S  n*y 
figure  que  comme  un  indice.  En  général,  at^  n*a  aucune  liaison 
avec  a«,  et  n'en  est  nullement  la  puissance  k  ;  l'indice  inférieur  t 
indique  le  numéro  d'ordre  de  l'inconnue,  et  Tindice  supérieur  h, 
le  numéro  de  l'équation. 

Gela  posé,  considérons  le  produit  : 

P=aiaaa» . .  .a,(fl, — ai)(ai —ai) . . .  (a<— ai) . . .  (a,— aj)(aB — a^Xa^^a^. . . 

(a<— aj)...(a.— a,)(a4— a8)...(a.  — a8)...(a,— o^), 

obtenu  en  faisant  le  produit  de  tous  les  coefficients  de  la  pre- 
mière équation  par  leurs  difl'érences  deux  à  deux,  et  ayant  soin 
de  prendre,  avec  le  signe  — ,  dans  chaque  différence,  le  terme 
affecté  du  plus  petit  indice.  Ce  produit  P  se  composera  d'un 
grand  nombre  de  termeSi  dans  lesquels  les  quantités  ao  ai-. .a. 
auront  divers  exposants  ;  chacun  des  termes  contiendra  toutes 
les  lettres  ai,  ai,..a^;  mais  l'exposant  de  chacune  d'elles  sera 
au  plus  égal  à  n.  Nommons  R  ce  que  devient  ce  produit,  lorsque 
l'on  considère  les  exposants  comme  des  indices  supérieurs  :  R 
contiendra  alors  les  différents  coefficients  du  système  d*ëqua- 
tion  proposé;  et  chacun  d'eux  figurera,  dans  chaque  terme,  au 
premier  degré,  puisque,  par  hypothèse,  nous  avons  remplacé 


/ 
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les  exposaDts  par  des  indices.  Si,  par  exemple,  la  puis 
de  Oi  Hgure  dans  le  produit  P,  nous  la  remplacerons,  p' 
tenir  R,  par  af,  coerflcient  de  x,  dans  l'éqaation  de  ran 
sorte  que  les  deux  expressions  P  et  R  s'écriront  de  méin 
représenteront  des  valeurs  très-différentes. 

Supposons  maintenant  que  l'on  rassemble,  en  un  se 
les  termes  de  R,  qui  contiennent  a<  affecté  du  même  iD' 
périeur;  R  prendra  la  forme 

,  [2]     R=A,'a/+A;ff(*+A,V  +  ..-+A(V+...  +  A,-. 

Al*,  Af*...A('' étant  des  sommes  de  produits,  dans  lesq 
flgure  évidemment  aucune  des  quantités  a,*,  d* ...  a/. 
Or  je  dis  qu'on  a  les  équations  suivantes  : 

/  0  =  A,'a.  +  A,'o,'+A,'<i,'...4-A,-a.-, 
I   0=  Ai'ai  +  A(*(i,'-f-  A('ai'..,  -)- A,"at", 


p] 


I  0=A,'  a,-f-A('ai*+ A,'(ii*,.,-f  A("a»", 
>  0=A/fl.+  Ai*a,'-|-  ii'a,'...+A,"fl,"; 


ou,  en  d'autres  termes,  que  l'expression  R  s'annule,  s 
remplace,  dans  (eus  les  termes,  l'indice  inférieur  t  de  la 
par  une  autre  valeur  quelconque  1,  2...k...n.  En  effc 
pression  P,  renfermant  en  facteur  {oi —  Oi)  (ot — ai)...{c 
s'annule  identiquement,  si  l'on  suppose,  par  exemple,  i 
le  résultat  de  cette  substitution  doit  être  zéro,  indép 
ment  de  toute  valeur  attribuée  aux  lettres  a,,  a,... 
termes  doivent  donc  se  détruire  identiquement,  et  étri 
deux  &  deux  el  de  signes  contraires.  Or,  il  est  évident  q 
identité  ne  sera  pas  altérée,  quand  on  considérera  les  ei 
comme  des  indices,  aûn  de  passer  de  l'expression  Vhï 
sion  R. 

Les  équations  [3]  étant  démontrées,  on  obtiendra  < 
ment  la  valeur  de  xi,  en  multipliant  les  équations  pr 
[1]  par  Af*,  A<*...At*,  et  en  les  ajoutant.  Les  coefScienl 
Xt...xt-t,  X(^.t...x„  deviendront,  en  efTel,  égaux  à  z 
vertu  des  équations  [3J  ;  et  le  coefficient  de  x,  deviendn 
R,  en  vertu  de  [2]. 
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On  aura  donc  : 


<l'où    W  x,= 


R 


Ainsi  I  quand  on  a  formé  le  dénominateur  R,  on  forme  le  numéra^ 
teur  (^une  inconnue  quelconque  Ji,  en  remplaçant,  dans  chaque 
terme  de  R,  les  coefficients  a/»  a^...ar  de  X(  par  les  termes  tout 
connus  correspondants  Ii,  If...!». 

On  obtiendra,  par  ce  procédé,  la  valeur  de  chacune  des  in* 
connues.  On  voit  que  toutes  ces  valeurs  ont  le  même  déaomi- 
nateur  R.  Si  R  n'est  pas  nul,  chaque  inconnue  a  une  valeur 
unique  et  détenoinée  ;  et  le  système  des  équations  ne  présente 
aucune  particularité.  Uétude  de  l'expression  R  -conduit  à  une 
théorie  importante  d'analyse  algébrique,  que  nous  ne  pouvons 
indiquer  ici. 

340.  Nous  donnerons  cependant  quelques  développements 
sur  la  forme  du  dénominateur  R.  Nous  établirons  d'abord  la 
proposition  suivante  : 

Th]£orème.  Le  produit  P,  et,  par  suite  j  F  expression  h,  change  de 
signe,  sans  changer  de  valeur^  si  deux  indices  c  «^  c'  y  sont  changés 
Fun  dans  Vautre. 

Remarquons,  en  effet,  que,  dans  le  produit  P,  les  seuls  fac- 
teurs, sur  lesquels  ce  changement  exerce  tme  influence,  sont 
ceux  dans  lesquels  figure  a*  ou  a» ,  c'est-à-dire,  en  supposant 
e<(f: 

(eu— Ot)  (a.— ài)*^  (a^— ai^t)(a«fi— «•)...(a, — <)...(«*•— oj 


Si  l'on  change  c  en  (f^  eicf  en  c  (sans  changer,  hien  entendu, 
c —  1,  c  +  lf  c'—  !><?'  + 1>  qui  sont  des  indices  différents  de  ^ et 
0,  ces  facteurs,  pris  ensemble,  conservent  les  mêmes  valeurs 
absolues,  et  ne  font  que  se  substituer  les  uns  aux  autres;  mais 
il  y  en  a  un  certain  nombre  qui  changent  de  signe. 
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!•  Les  factenrs  (a.— ai)(a,— a^...(Oo — fle-4)  de  la  première 
ligne  et  les  facteurs  (a,- —  a^)  (a, — a,)...((Fe — Oe-i)  de  ta  sccouâe 
ligne»  ne  font  que  se  changer  les  uns  dans  les  autres. 

S*  tes  facteurs  (0^+1— ae)(ae+t — flc)..-(^#'-i— «•)> 

(a, —  ae+i)  («0-  —  a.+t) .  •  •  (fle-  —  a#-i)f 

échangent  leurs  valeurs  absolues;  mais  chacun  d'eux  deiuent 
égal  et  de  signe  contraire  à  celui  qui  lui  correspond.  Gela  fait 
en  tout  2  (c' — c —  1)  changements  de  signes,  qui  n'exercent  pas 
d'influence  sur  le  signe  du  produit. 


3*  Le  facteur 


((V— a.) 


change  de  «igné  sans  changer  de  fdeur. 
4*»  Les  facteurs  {a^^ — «,)  (0,^.1 —  «,)... (a.— Og) 

(flev^t—  <Ki)  (o^Hj—  fl.)-..  («'.—  a.) 

ne  font  que  se  changer  les  uns  dans  les  autres. 

En  résumé,  le  seul  changement,  que  subisse  le  produit,  pro- 
lient  du  changement  de  signe  de  (a«—  o^;  et,  par  suite,  P  et  fi 
changent  de  signe,  sans  changer  de  valeur,  lorsqu'on  change  c 
en  d^  et  if  en  o. 

ZU.  CoROLLAnrE,  H  résulte  de  la  proposition  précédente, 
que,  dans  chaque  terme  des  polynômes  V  elK^les  exposants  de  deux 
kttres  Se  et  Se-  sont  toujours  inégaux. 

Si,  en  effet,  dans  un  terme  de  ces  expressions,  a.  et  a«-ffviiienA 
le  même  exposant,  ce  terme  ne  changerait  pas  par  le  change- 
ment des  indices  cetcf;  il  ferait  donc  partie  du  polynôme  +  P 
et  dn  polynôme  égal  et  de  signe  contraire  — P;  et,  par  suite,  il 
entrerait  deux  fois  dans  P  avec  des  signes  différents,  et  pourrait 
être  supprimé. 

U  est  clair,  d'ailleurs,  que  chaque  terme  contient,  au  moins 
une  fois,  chacun  des  facteurs  Oi,  afl...a.;  et  comme  Texposamt 
de-ees  kflres  ne  surpasse  jamais  n,  ils  ne  peuvent  être  tous  dif- 
férents, qu'en  reproduisant,  dans  un  certain  ordre,  la  série  des 
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nombres  1,  2  ...n;  en  sorte  que  le  terme  général  de  P  (on  de  R, 
car  c'est  la  même  chose)  est 

oi,  ai...a,y  désignant  les  nombres  entiers  1,  2...n,  pris  dans 
un  certain  ordre. 

On  pourra  donc,  en  intervertissant  convenablement  les  fac- 
teursy  écrire  ce  terme  général  de  la  manière  suivante  : 

Pu  Ps  •••?•>  représentant  aussi  les  nombres  1,  2...ny  écrits  dans 
un  certain  ordre. 

348.  Formation  de  R.  Cette  remarque  permet  de  former  tous 
les  termes  de  R  ;  mais  il  reste  à  déterminer  le  signe  qui  convient 
à  chacun  d'eux.  On  remarquera  pour  cela  que,  si  l'on  change 
dans  R  (359)  deux  indices  inférieurs  l'un  dans  l'autre,  R  doit 
changer  de  signe.  Les  termes  positifs  doivent  donc  se  transfor- 
mer en  ceux  qui  sont  actuellement  négatifs,  et  réciproquement. 
En  faisant  deux  changements  d'indices  de  suite,  les  termes  pri* 
mitivement  positifs  reprendront  le  signe  +  (sans  que  pour  cela 
chacun  d'eux  reprenne  sa  valeur)  ;  et,  en  général,  un  nombre 
pair  de  permutations,  effectuées  sur  deux  indices,  changerait 
les  termes  positifs  entre  eux,  tandis  qu'un  nombre  impair  de 
permutations  transformera  les  termes  positifs  en  termes  actuel- 
lement négatifs,  et  réciproquement. 

Si  donc  on  veut  savoir,  si  deux  termes  donnés  ont  le  même 
signe  ou  des  signes  contraires,  il  suffit  de  compter  le  nombre  de 
permutations  d'indices  inférieurs  nécessaires  pour  passer  de 
l'un  à  l'autre  :  si  ce  nombre  est  pair,  les  termes  ont  le  même 
signe  ;  s'il  est  impair,  leur  signe  est  différent. 

D'après  cela,  pour  former  tous  les  termes  de  R,  on  prendra 
le  premier  terme 

puis  on  changera  successivement  les  uns  dans  les  autres  les  in- 
dices inférieurs,  en  ne  faisant  qu'un  seul  changement  à  la  fois, 
et  changeant  chaque  fois  le  signe  du  terme  obtenu. 
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Si,  par  exemple,  n  =  3,  on  obtiendra: 
ai'a,*o,* — ^a,'(i,'(ii'  +  «l'oi'Ot* — ti,'fl,'a,'-|-a,'o,*ai'  —  ait 

expression  dans  laquelle  chaque  terme  s'obtient  (îu  précé 
en  changeant  son  signe,  après  avoir  interverti  deux  indict 
férieurs  de  la  lettre  a. 


338.  Formule  générale  qui  représente  la  valeur  d'cne  iDCODnue 
fusBDt  à  un  &73téme  de  n  équations  à  n  inconnues. —  340.  Le 
minateur  commun  change  de  aiguë,  lorsqu'on  permute  deux  îi 
inférieurs  l'un  avec  l'autre.  —  341.  Les  indices  supérieurs  de 
lettres  sont  toujours  inégaux,  dans  un  même  ter.re.  —  342.  Fi 
lion  du  dénominatear  commun. 


NOTE  U 


theouie  des  fractions  corrn!!fiiE& 


DÉFINITIONS. 

543.  Quand  on  veut  èiraluer  approzîmatiyemeDt  nn  nombre 
»,  la  représentation  la  plas  simple,  mais  souvent  fort  insaffi- 
sante,  consiste  à  le  réduire  à  sa  partie  entière. 

Lorsque  le  nombre  est  moindre  que  Tunité,  un  tel  mode  de 
représentation  est  non -seulement  insuffisant,  mais  devient 
absolument  dérisoire.  Dire  qu*un  nombre  est  nul  en  négligeant 
lis  fractions^  c'est  commettre  une  erreur  infinie,  celle-ci  se  me- 
surant, on  le  sait,  par  le  rapport  de  la  quantité  négligée  à  la 
valeur  approchée  obtenue. 

Pour  évaluer  un  nombre  y  plus  petit  que  l'unité,  on  peut 

considérer   la    valeur  inverse  -,  qui  est  plus  grande   que 

Tunité;  et  si  b  est  la  partie  entière  de  -,  la  valeur  approchée 

y  ^ 

-  1 

de  y  sera  -r. 

Gela  posé,  pour  évaluera?  avec  une  exactitude  de  plus  en  plus 
grande,  on  posera 

il  I    ^  I    ï  I    t 

^1  *tt  ^8  i^ik 

Cl,  a,,...,  a^^i  étant  les  plus  grands  nombres  entiers  contenus 
dans  â?;  a?!,...,  Xn-i,  et  l'on  pourra  écrire 

x  =  a-\ p 

Cette  expression  se  nomme  une  fraction  continue  ;  elle  four- 
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nit  la  valeur  exacte  de  x.  Si  Ton  supprime  la  deroiëre  fraction 

— y  tous  les  dénominateurs  a^,  Oi,...,  a»^  étant  enti^s,  <m  aura 

des  valeurs  d'autant  plus  approchées  que  n  sera  plus  grand,  et 
dont  nous  aUons  étudier  la  loi. 

544.  Nous  démontrerons  d'abord  que  la  fraction  continue  se 
termine,  et  que  le  dénominateur  Xn  devient  nécessairement 
entier  pour  une  valeur  convenable  de  n,  toutes  les  fois  que  x 
est  commensurable. 

p 

Soit  en  effet  a?=r^,  P  et  P^  étant  deux  nombres  entiers;. 

pour  obtenir  a,  il  faut  diviser  P  par  P^,  et  Ton  aura 

P  =  P,a  +  P,. 
Pi  étant  nu)indre  que  Pi,  on  en  déduit 

P  1  Pj. 

f:=^+p:' 

p 

par  conséquent  ari  =  —•  ; 

Pi 
ai  est  la  partie  entière  de  jj-  ; 

Soit  Pi=aiP2  +  P|. 

Pi  étant  moindre  que  Pj,  on  en  déduit 

Pi      ^  ,P». 

Pî 

par  conséquent  ^  =  p-  » 

p 
fit  est  la  partie  entière  de  ^. 

On  voit  clairement  que  «i,  Oj,  cfs,...  sont  les  quotients  succes- 
sifs obtenus  en  faisant  sur  les  nombres  P  et  Pi  l'opération  ordi- 
naire destinée  à  donner  le  plus  grand  commun  diviseur.  On  sait 
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que  cette  opération  se  termine  toujours,  et  que  l'une  des  divisions 

p 
successives  se  fera  exactement.  ^  sera  représenté  alors,  sans 

que  rien  soit  négligé,  par  une  fraction  continue. 

La  réciproque  est  évidente  :  une  fraction  continne  composée 
d'un  nombre  limité  de  termes  peut  toujours  se  réduire»  par  les 
calculs  arithmétiques  les  plus  simples,  à  une  fraction  ordinaire 
à  termes  entiers. 

34tt.  Considérons  la  fraction  continue 

•.+1. 

Les  valeurs  approchées  successives  de  x,  que  Ton  nomme 
ks  réduiUSj  sont 

I    1       '     I        >  1  1 


^i  +  T  ^i  + 


On  les  obtient  en  arrêtant  successivement  les  fractions  avant 
le  premier  dénominateur  ou  quotient  incomplet  a^,  ou  avant  le 
second  a^*  I^  troisième  di,  etc.... 

Les  réduites  sont  alternativement  plus  petites  et  plus  grandes 
queâ?. 

a,  en  effet,  est  évidemment  trop  petit,  puisque,  pour  le 
compléter,  il  faut  lui  ajouter  une  fraction  positive. 

a-| —  est  trop  grand,  car,  pour  le  compléter,  il  faudrait 

augmenter  le  dénominateur  Af 

a  H p  est  trop  petit,  car,  pour  le  compléter,  il  fondrait 

accroître  Ofl»  diminuer  par  conséquent  le  dénominateur  a^-j — 
et  augmenter  la  valeur  totale  de  Texoression. 
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a-j p est  Irop  grand,  car,  pour  le  compléter,  H 

a^A —  ,    1 

faudrait  augmenter  Ot,  diminuer  par  conséquent  Os  H — »  aug- 
menter  par  là  le  dénominateur  de  la  frafction 


..+-i 


.    1 


que  l'on  ajoute  à  a,  et  diminuer  par  conséquent  cette  frac- 
tion. 
Le  même  raisonnement  peut  se  continuer  indéfiniment. 


#         r 


PROPRIETES  DES  REDUITES. 

546.  Le  calcul  successif  des  réduites  est  très-simple. 
La  première  réduite  est  a; 
La  seconde  réduite  est 


,    1  _ag|  +  l 

+  T'=  — :: — • 


a 


La  troisième  réduite  s'obtiendra  en  remplaçaut,  dans  la  se- 


conde, Ci  par  ai  -f —  ;  elle  est 


{"^+7)+' 


_(aax+  \)ai+a 


La  quatrième  réduite  s'obtiendra  en  remplaçant,  dans  la  troi- 
sième, Of  par  ai+  --;  elle  est 
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Le  calcul  s'applique,  sans  aucune  difficulté,  à  toutes  les  ré- 
duites mccessiTement 

p  p 

Si  7^  et  7^  sont  deux  réduites  consécutives,  la  réduite  soi- 

P 

▼ante  ^  est  représentée  par 

c^  étant  le  dernier  dénominateur  ou  quoUetU  inconfbt  introduit 

P 
dans  la  formation  de  ^. 

La  règle  se  vérifie  pour  les  premières  réduites.  Pour  prouver 
qu'elle  est  générale,  admettons  qu'elle  soit  nxaîe  pour  une  va- 
leur de  n,  et  que  l'on  ait 

P,_P.-,an+P,-i. 

p 
pour  former  la  réduite  suivante  t^  ,  il  fondra  remplacer  a„ 

U»f4 

par  On + - — »  et  l'on  aura 


?»-! 


«•est-à-dire  ^^  =  !!"''"-"*  t  ^""^ 

p 

La  règle  de  formation  s'applique  donc  à  ^^i,  et  elle  est  par 

conséquent  générale. 
547.  IA$  réduites  sont  des  fractions  irriduetibles.  Sciait  ~^, 

p  -      p  . 

^,  ^  trois  réduites  consécutives,  on  a,  en  nonmmnt  fl„  le 
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quotknt  iTwompîet  qui  termine  la  fraction  représentée 


m 


P.  _P.-,a.  +  P.-, 
Q.     Q««.+  0.-. 


Oa  en  déduit 

'^'è- 

■tr 

P.-O,-, 

-P.-,0.- 

P.-.0, 

,-l-p 

On  a  anssi 

,  identiquement, 

P.- 

.  p.-... 

P..,0.-,- 

■p^^ 

0-.    0.-.  ~       g.-.u.-,      • 

Les  nnmérateiirs  des  seconds  membres  sont  égaux  et 
coalraires.  Par  conséquent,  si  l'on  calcule  les  diffé 
chaque  réduite  avec  la  précédente,  tous  les  numéi'atei 
en  valeur  absolue,  seront  allematiTement  poaitirs  et 
mais  les  premières  réduites  sont 


el  l'on  a 

Le  numèrateor  constant  est  donc  l'unité,  el  l'on  s,  ei 
[5]  P.a.-.-P.-.Q.=±l. 


Cette  équation  montre  que  la  réduite  .y  est  irrédui 


6i  P*  et  Q.  avaient  un  Gitcleur  commun,  ce  facteur,  d 
deux  termes  du  premier  membre  de  l'équation  [ï 
diviser  leur  différence  ±  1,  ce  qui  est  impossible. 

S48.  La  valeur  exacU  de  la  fraction  continue  at  com 
deuaS  Tidviut  consècutinet,  et  chaque  rii^Ue  oj^proeke  f 
pricidmu. 


} 
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Considérons  la  fraction 


'f 


et  soit  ^  la  réduite  obtenue  quand  on  s'arrête  an  quotienf 

p        p 

incomplet  a,;  soient  g^^,  —^  les  deux  réduites  précédentes. 


on  a 

Pn  ^  P^-lOnJJVl . 

mais,  en  remplaçant  a.  par  l'expression  a»  H .    l 

■ 

dont  il  représente  la  partie  entière  et  que  nous  nommons  x^* 
on  obtiendra  la  fraction  continue  exacte  x,  par  conséquent 

Xn  étant  un  nombre  compris  entre  a.  et  On+l- 
Si  Ton  résout  celte  équation  par  rapport  à  a;»,  on  en  déduit 

[61  Q,>«T-P,,. 

d'où 

Pii-i 

u 


Le  premier  membre  étant  positif  et  plus  grand  que  Punité, 
p  p 

x—rr=^  et  7^ — X  sont  de  mêmes  signes,  et  la  seconde  diffé- 


.  •  ■-■ 


> 
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rcnce  est  moindre  que  la  première.  Ce  qui  démontre  le  théo- 
rème énoncé. 

549'.  La  fraction  continue  étant  comprise  entre  deux  réduites 

p 
consécutives,  l'erreur  commise  ens*arrêtantàune  réduite  7^.  est 

On 

moindre,  évidemment,  que  la  différence  entre  cette  réduite  et 
la  suivante, -pr-T^ — ;  elle  est  plus  petite,  à  fortiori^  que  l'unité 

WnWn+l 

divisée  par  le  carré  du  dénominateur  de  la  réduite,  r-*^. 

VM 

350.  Aucune  fraction  à  termes  plus  petits  que  ceux  d'une 
réduite  ne  peut  approcher  plus  qu'elle  de  la  valeur  exacte  de  la 

fraction  continue.  Soit  ^  une  fraction  plus  approchée  que  la  ré- 

P  P 

duite  TT^;  cette  fraction  évidemment  est  comprise  entre  ^^  et 

P  a  P 

j^ ,  car  si  la  différence  x  — »  est  de  même  signe  que  rr^  ^7 

Un-!  p  Un 

a  p 

2  est  compris  entre  -t^  et  x;  et  si  elle  est  de  signe  contraire, 

p  Un 

p  p  a 

7^  approchant  moins  de  x  que  7^,  il  faut  que  ^  soit  compris 

Un-l  Un  p 

entre  x  et  ^.  La  différence 


[8] 


P      Q»-i  ~        PU--! 

est,  d'après  cela,  plus  petite  en  valeur  absolue  que 

P,     P^       ±1 


19] 


mais  le  numérateur  de  [8]  est  au  moins  égal  à  celui  de  [9] ,  puis- 
qu'il est  entier;  le  dénominateur  doit  donc  être  plus  grand,  et 
l'on  a 

P>Q.; 

on  peut  prouver  que  l'on  a  aussi 


«» 
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a  p  p  a 

la  fraction  r  étant  comprise  en  effet  entre  r^  et  j^ ,  -  est 

p  U»  V»-l      < 

0       0 
comprift  entre  ^  et  5^,  et  la  différence 

p       Q>-i_PPn-i— «Q.a 

est  pins  petite  par  conséqaent  en  valeur  absolue  que 

P«     P-i"'       PJV,       ~-Pnf^. 

on  en  déduit 

«>P». 

«  P 

Les  deux  ternies  de  t  sont  donc  plus  grands  que  ceux  de  7;^; 

p  V» 

On  aurait  pu  se  borner  à  prouver  que  le  dénominateur  p  est 

P    P    P  P 

plus  grand  que  Q,»  si  en  effet  jr»  /Tt  tt»  •••  t  tt***  «>o^  les  ré- 

l/l    Ui     Ul  Va 

duites  de  la  fraction 

x^aA —  ,    1 


€t  que  I  soit  compris  entre  ^  et  ^  :  les  fractions  inverses  p, 

pp...,  |p...  seront  les  rédoites  de 

1  1 


*         I   1       t 


•f 


et  la  fraction  -  sera  comprise  entre  ^^  et  ~;  la  démonstration 
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De  pouvait  donc  manquer  de  se  faire  absolomeat  de  la  oc 
manière  pour  les  fractions  inverses. 

FRACTIONS  PÉRIODIQUES. 

S3I.  Soit  la  fraction 
,    i 


dans  laquelle  les  fractions  int^rantes  se  reproduisent  pét 
quement  sans  s'arrêter  jamais.  On  a  évidemment 

[10]  .  =  a+i      1  , 

".  +  ;• 


0. 

p       p  _* 
période,  7p-^t  fr-^  les  deux  réduites  précédentes,  on  a 

P._P-i«.+  P.-, 

Q.     U«o.  +U,^' 

nlafs,  pour  obtenir  la  fraction  complète  a;,  il  fout  évidemi 

P  I 

d'après  [10],  changer  dans  t^,  a,  end.-] —  ;  on  a  donc 

P-.(».+j)  +  P.^     (P„».->-P-)i+P^  .P.s> 

Q„(„.  +  ij  +  0„    w-.»-+u-*»+«-.   «•»- 

o;  est  par  conséquent  racine  de  l'équation 

0-a;' +  (O-i  -  P-)* — P.- .  =  0  ; 
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et  comme  cette  équation  n'a  qa'ane  racine  positive,  il  ne  pedl 
y  avoir  d'ambiguïté. 

558.  La  valeur  d'une  fraction  périodique  mixte  se  calculera 
par  une  méthode  semblable. 
Soit 

•.+-.1      , 


•> 


dans  laquelle,  après  n+l  fractioDS ,  qui  n'appartienueut  pas  à 
la  période,  commence  la  période  de  m  termes.  Soit 

1      , 

on  aura 

"'  +  0.  +  .        , 

P  P 

et  si  7p^,  7^  sont  les  deux  réduites  (d>tenues  en  s'arrètant  aux 

V«-i      Vu 

frac  ions cl  —,  on  aura 

y  étant  connu  d'après  le  paragraphe  précédent»  x  le  sera  égale- 
ment. Soit»  par  exemple, 

""  '  =  '+5+1.1 

+Î+. 


\, 
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en  posant 


^^^^l^  .„ 

on  aura 

v-  +  i. 

Par  conséquent, 

ï'-!ï-l  =  0. 

X 

■+.+.r-^- 

Les  réduites  successives  de  la  Traction  [1 1]  sont  : 

17      41       99      239 


I, 


12'    29'     70'     160" 


et  chacune  de  ces  fractions  approche  de  v's  plus  qn' 
autre  dont  les  termes  seraient  plus  simples.  L'erreur  ci 
en  adoptant  l'une  d'elles  est  moindre  que  l'unité  divi 
le  produit  de  son  dénominateur  par  celui  de  la  fractii 
vante. 


> 


NOTE  III 

HETnODE  IfÉLIBaiVATIOIir  DE  BEZOUT  ET  »>E1ILER. 

555.    Soient  f{x)  =  0,    ¥{x)  =  Q 

deux  équations  algébriques,  la  première  de  degré  n,  la  seconde 
de  degré  m  égal  ou  inférieur  an.  Pour  éliminer  x  entre  les  équa- 
tions, il  sufGt»  d'après  une  remarque  faite  à  la  môme  époque 
(176(i)  par  Euler  et  par  Bezout,  de  les  combiner  entre  elles  par 
addilioUi  après  les  avoir  respectivement  multipliées  par  deux 
polygones  i*  et  t>,  le  premier  de  degré  m  —  1  et  le  second  de 
degrén— I9  en  choisissant,  bien  entendu,  les  coefficients  de 
ces  polynômes  de  manière  &  faire  disparaître  du  résultat  toutes 
les  puissances  de  x.  Les  équations  à  résoudre  seront  toujours 
du  premier  degré,  et  l'opération,  souvent  fort  longue» il  est  vrai, 
ne  présentera  aucune  difficulté. 
Soient  par  exemple  les  équations  : 

[2]  F(a;)  =  Aa?»+Ba?+C  =  0, 

nous  écrirons  : 

[3]  (Px  +  Q)fix)  +  {px^+qx+r)  ¥[x)  =  0, 

en  choisissant  p,  q,  r,  P,  Q,  de  manière  à  faire  disparaître  x 
de  réquation  [3],  qui  sera  alors  le  résultat  de  l'élimination  ou 
équation  finale. 

Ces  coefficients  devront,  pour  cela,  satisfaire  aux  équations 

aP  +  Ap=0 
6P  +  oO+B/)  +  Aç  =  0 
[4]  <  cP-f  ^0+Cp  +  Bg  +  Ar=0 

d?+  cQ-f  Cg+Br  =  0 
dQ  4-  Cr  =  0. 

Quatre  quelconques  de  ces  équations  déterminent  les  rap- 
ports  des  coefficients  p,  g,  r,  P,  Q;  le  cinquième  doit  être  une 
conséquence  des  quatre  autres.  Puisque  quatre  des  équations 
[4]  étant  satisfaites,  l'équation  [3]  se  réduit  précisément  à  la 
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cinquième,  le  système  [4]  doit  admettre  une  i 
que  p=0,  q=0,  r  =  o,  P=i  o,  0  =  o,  et  poi 
que  le  dénominateur  commun,  ou  déterminant  c 
soit  oui;  l'équation  finale  est  donc 

o       0       A       0        0  ) 
ft        o        B        A         0  / 
c        6         G        B        A  J  =0, 
d        c       0       C       B  \ 
0        d        0        0        C  ] 
le  carré  indiquant  le  dénominateur  du  système  à 
lions  du  premier  degré  dans  lesquelles  les  cinq  li 
taies  représentent  les  coefficients  des  inconnues  '. 

SSi.  La  méthode  précédente,  si  Tacileet  si  élégs 
en  théorie,  entraine  dans  les  applications  de  trè; 
gueurs.  Si  l'on  veut  p:ir  exemple  l'appliquer  à  c 
de  quatrième  degré,  le  déterminant  qu'il  faudra 
dénominateur  commun  résultant  de  liuit  équal 
connues;  il  se  compose  de  40  330  termes  I  Beauc( 
sont.il  est  vrai,  égaux  à  zéro;  mais  la  recherche^ 
leur  signe  serait  une  opération  longue  et  pënib 
cile.  Il  est  beaucoup  plus  aisé  d'éliminer  suc» 
puissances  de  x  sans  en  introduire  de  degré  ] 
celles  qui  Ggurent  dans  les  équations  proposée 
équations  : 

^  ^         î  Aa;-+aE"-'  +  flt-' +Hx  +  K= 

on  commencera  par  leur  substituer  deux  équii 
n — 1,  que  l'on  obtient  en  éliminant  entre  elles  i 
la  puissance  iB"  et  le  terme  indépendant  de  a;  ;  on 
le  second  cas  le  facteur  x,  qui  devient  commun 
mes,  et  l'on  obtient  les  deux  équations  suivantes 
.  j  (A6 - aB) ar-'  +  (Ac - aC) x^^-h-  ..  +  i 

'■  L^  }(Aft— ûR)«-'+(Bfc  — 6K)x"-'+...  +  l 
Lfi  même  méthode  appliquée  à  ce  système  [s] 
par  deux  équations  de  degré  n  —  9  ;  et  en  contint 
on  obtiendra  une  seule  équation  de  degré  zé 
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rëliminatioo  entre  les  deux  équations  du  premier  degré  qoi 
formeront  le  n*  système.  Celte  équation  est  réquation  finale. 

Si  les  deux  équations  proposées  ne  sont  pas  de  même  degré, 
la  méthode  doit  être  légèrement  modifiée  ;  mais  cetie  circon- 
stance, on  le  comprend,  ne  peut  que  la  simplifier.  Soient  pai 
exemple  deux  équations,  Tune  de  quatrième^  Tautre  de  second 
degré  : 

[1]  a3^  +  ba:^+cx^  +  dx+e  =  0^ 

[2]  Aa?»  +  Ba?  +  C  =  0; 

on  fera  disparaître  d'abord  les  termes  indépendants  de  x,  en 
retranchant  l'équation  [l]  multipliée  par  C,  de  [2]  multipliée  par 
e;  et  en  supprimant  dans  le  résultat  le  facteur  x^  on  aura  une 
équation  de  troisième  degré,  qui,  combinée  de  la  même  ma* 
niëre  avec  [2],  donnera  une  équation  de  second  degré,  et  Ton 
appliquera  aux  deux  équations  de  second  degré  la  méthode 
générale  indiquée  précédemment. 

SSâ.  On  a  enfin  proposé  une  troisième  méthode,  qui,  comme 
les  deux  autres,  réduit  toutes  les  équations  au  premier  degré 
en  y  considérant  les  puissances  diverses  de  la  lettre  à  éliminer 
comme  autant  d'inconnues  distinctes.  Nous  nommons  cette  mé- 
thode, d*après  Gauchy,  méthode  abrégée  de  Bezout. 

Soient  toujours       f{x)  =  0,      F(a?)  =  0 

deux  équations  algébriques,  la  première  de  degré  n,  la  seconde 
de  degré  égal  ou  inférieur  à  n  ;  posons  : 

les  coefficients  désignés  par  6o,  bi,...,  6,»,  pouvant  être,  en  partie, 
égaux  à  zéro. 

Pour  éliminer  a;**  entre  les  équations  [1],  écrivons-les  sous  la 
forme 

c  désignant  le  nombre  n  ou  Tun  quelconque  des  nombres  infé- 
rieurs, en  les  divisant  membre  à  membre,  et  supprimant  le  fac- 
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leur  x%  commun  aux  deux  termes  du  premier  membre,  on 
aura 

et,  en  chassant  les  dénominateurs,  on  obtiendra  une  équation 
de  degré  n — 1  en  a?.  Mais  cette  équation  peut  évidemment 
prendre  n  formes  différentes,  suivant  la  valeur  attribuée  au 
nombre  c,  et  qui  peut  être,  nous  l'avons  dit,  l'un  quelconque 
des  nombres  non  supérieurs  à  n;  nous  aurons  donc  un  sys- 
tème de  n  équations  dUtinctes^  de  la  forme 

Aoji^  ~    iAiiia!'*"  -f-...-f-A»_j,ia/ "l'Ail -1,1  =  0, 

Ao.«-iar'*-*+Ai,«-,a;"-*+...+A«-,,a-ia;+A«-,in-i  =  0, 

dont  la  première  et  la  dernière  sont  précisément  celles  que 
l'on  emploie  dans  la  méthode  précédente. 

Pour  éliminer  rr,  il  suffira,  dans  le  système  [2],  de  considérer 
Xf  x^y...,  â?"-^  comme  autant  d'inconnues  distinctes,  en  expri» 
mant  que  toutes  ces  équations  sont  compatibles. 

On  peut  remarquer  qu'en  multipliant  les  derniers  termes 
A».i,o,  An^9u...f  AnMin-i  par  ime  même  inconnue  nouvelle  u, 
on  formera  un  système  de  n  équations  à  n  inconnues  x,  o;^,..., 
a?*-*,  u,  dont  on  aperçoit  immédiatement  la  solution  a?  =  0, 
iT*  =  0,...,  u=  0,  et  comme  elle  ne  peut  convenir,  qu'il  doit 
en  exister  une  autre  au  moins  pour  laquelle  u=l,  le  déter- 
minant du  système  des  coefficients  doit  être  nul,  et  Téquation 
finale  est 

Aqiq       Ai,0       Af,0     .  •  Afi^tfo        1 

'^ê»!       Ai,i       Aiii     ...  An— 1,1        \  /% 

:  f  —  ^ 

*^0>»-l    "1»«— 1    Ajjn— l     ••      An— i,n-l    J 

résultat  beaucoup  plus  simple  que  celui  obtenu  [234],  puisque 
le  déterminant  à  former  ne  contient  que  n  colonnes  de  n  quan- 
tités, tandis  que  l'autre,  dans  le  même  cas,  aurait  contenu  2n 
colonnes.  Or,  le  déterminant  de  quatre  équations  à  quatre 
inconnues  contient  24  termes,  celui  de  huit  équations  à  huit 
inconnues  en  contient  40  320. 

Alg.  sp.  B.  25 


; 


^ 

o 


F 


y 


TABLE  DES  ARCS  ET  DES  SINUS  ET  TANGENTES, 

EXPRIMÉS  EN  PARTIES  DU  RATON, 

pour  servir  à  la  résolution  des  équations  transcendanies. 

Arc. 

0» 
!• 
2* 
$• 
4» 
5» 

6* 
7* 
8» 
9» 
10» 

]!• 
12» 
13» 
14* 
15* 

16* 
17* 
18» 
19» 

20* 

21« 
52» 
23» 
24» 
25« 

26» 
27» 
28« 
29« 
30» 

31* 
32» 
33» 
34» 
35* 

36» 
37» 
38* 
39« 
40* 

41* 

4î» 
43* 
44* 
45* 

Sinas. 

Costna». 

Tangente. 

Cotangcnte. 

90« 
89» 
88» 
87» 
«6* 
85» 

84* 
83» 
82* 
81* 
80» 

79» 
78» 
77» 
76» 
75* 

74» 
73« 
72* 
71» 
70» 

69« 
68» 
67» 
66» 
65» 

64» 
63* 

62? 
61* 
60» 

59* 
58» 
57« 
56* 
55» 

54* 
53* 
52* 
51» 
50» 

49* 
48* 
47» 
46» 
45* 

Arc. 

0 

0,0175 
0,0349 
0,0524 
0,0608 
0,0873 

0 

0,0175 

0,0349 

0,0ô23 

C,0698 

0,0872 

1,0000 
0,9998 
0,9994 
0,9086 
0,9976 
0,9962 

0 

0,0175 

0.0349 

0,0524 

0,0699 

0.0875 

00 

57,2900 
28,6363 
19,0811 
14,3007 
11,4301 

1,5708 
1,5533 
1,5359 
1,5184 
1,5010 
1,4835* 

0,1047 
0,1222 
0,1396 
0,1571 
0,1745 

0,1045* 

0,1219 

0,1392 

0,1564 

0,1736 

0,9945* 

0,9925* 

0,9903 

0,9877 

0,9848 

0,1051 

0,1228 

0,1405* 

0,1.584 

0,1763 

9,5144 
8,1443 
7,1154 
6,3138 
5,6713 

1,4661 
1,4486 
1,4312 
1,4137 
1. 396-1 

0,1 92U 
0,2094 
0,2269 
0,2443 
0,2618 

0,1908 
0,3079 
0,2250 
0,2419 
0,2588 

0,9816 
0,9781 
0,9744 
0,9703 
0,9659 

0,1944 
0,2126 
0,2309 
0,2493 
0,2679 

5,1446 
4,7046 
4,3315 
4,0108 
3,7321 

1,3788 
1,3614 
1,3439 
1,3265 
1,3090 

0,2793 
0,2967 
0.3142 
0,3316 
0.3491 

0.2756 
0,2924 
0,3090 
0,3256 
0,3420 

0,9613 

0,9563 

0,9511 

0.9455* 

0.9397 

0,2867 
0,3057 
0,3249 
0,3443 
0,3640 

3,4874 
3,2709 
3,0777 
2,9042 
2,7475 

1,2915* 

1,2741 

1,2566 

1,2392 

1,2217 

0,3665* 

0,3840 

0,4014 

0,4189 

0,4363 

0.3584 
0,3?46 
0,3907 
0,4067 
0,4226 

U,9336 

0,9272 

0,9205* 

0,9135* 

0,9063 

0,3839 
0,4049 
0,4245 
0,4452 
0,4663 

2,6051 
2,4751 
2,3559 
2,2460 
2,1445* 

1,2043 
1,1868 
1,1694 
1,1519 
1,1345 

0,4ô3H 
0,4712 
0,4887 
0,5061 
0,5236 

0,4384 
0,4540 
0,4695 
0,4848 
0,5 

0,8988 
0.8910 
0,K829 
0,8746 
0,8660 

0,4877 

0,5095* 

0.5317 

0,5543 

0,5774 

2,0503 
1.9626 
1,8807 
1,8040 
1,7321 

1,1170 
1,0996 
1,0821 
1,0647 
1.0472 

0,5411 

0,558,5* 

0,5760 

0,5934 

0,6109 

0,5150 
0,5299 
0,5446 
0,5592 
0,5736 

0,8572 
0,8480 
0,8387 
0,8290 
0,8192 

0,6009 

0,6249 

0,6494 

0,6745* 

0,7002 

1,6643 
1.6003 
1,5399 
1,4826 
1,4281 

1,0297 
1,0123 
0.9948 
0,9774 
0,9599 

0,6283 
0,6458 
0,6632 
0,6807 
0.6î)81 

0,587« 
0,6018 
0,6157 
0.6293 
0,6428 

0,80U0 
0,7986 
0,7880 
0,7771 
0,7660 

0,7265* 

0,7536 

0,7813 

0,8098 

0,8391 

1,3764 
1,3270 
1,2799 
1,2349 
1,1918 

1,1504 

1,1106 

1,0724 

1,0355* 

1. 

0,9425 
0,9250 

0,8901 
0,8727 

0,7156 
0,7330 
0,7505 
0,7679 
0,7854 

0,6561 
0,6691 
0,6820 
0,6947 
0,7071 

0,7547 
0,7431 
0,7314 
0,7193 
0,7071 

0,8693 

0,90t>4 

0,9325* 

0,9657 

1, 

0,8552 
0,8378 
0,8203 
0,8029 
0,7854 

Arc. 

Arc. 

Cosinus. 

Si  nos. 

Coutnaente 

Tsngentp. 

iV.  A.  Les  *  pitcés  k  U  saite  de  chll!^  S  iodiqoent,  qu'en  calculant  à  trois 
on  doit  augmenter  le  chiffre  qui  précède* 
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